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Se analizan t&rica y experimentalmente las oscilaciones unidimensionales no lineales dammgjim est unido a un resorte e interaet

con un grupo de imanes. Se resuelve atimamente la ecuam de movimiento del sistema utilizando eétodo de Euler en una planilla

de dlculo. Experimentalmente, la evolaci temporal de la posich se obtiene mediante @isis de video. La correspondencia entre las
predicciones del modelo y los datos experimentales deja en evidencia la potencialidad de las herramientas utilizadas. La sencillez de la
propuesta presentada permite su aplimain los primeros cursos universitarios dei¢a experimental.

Descriptores: Oscilaciones no lineales;&todos nuraricos; planillas dealculo; aralisis de video.

The one-dimensional nonlinear oscillations of a magnet attached to a spring and interacting with a set of magnets, are analyzed theoretically
and experimentally. The equation of motion is solved numerically by using the Euler method in a spreadsheet. The temporal evolution of the
position is obtained using video analysis. The correspondence between the data and the predictions of the model shows the potential of the
tools employed. The simplicity of this approach allows its application in the first university courses of experimental Physics.
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1. Introduccion vamente sencilla, pudiendo ser realizada por cualquier estu-
diante con una planilla deatculo.

En general, en cursosabicos de Sica, los sistemas osci- En la siguiente secon de este trabajo se describe con

latorios —as como otros sistemagsicos— se estudian bajo detalle el dispositivo experimental. En la Sec. 3, se describe
aproximaciones lineales. De esta forma pueden ser modeladmo se caracterizaron las fuerzas involucradas sobre el sis-
dos con sencillez y resueltos aitigamente en forma exigi-  tema. En la Sec. 4 se analizan los resultados obtenidos y en
ta. Esto permite ganar en simplicidad, pero se deja entrevéda Ultima secabn se presentan las principales conclusiones.
al estudiante que los problemas reales siempre pueden ser re-
sueltos en forma exacta. Cuando los problemas no pueden ser
descritos adecuadamente a partir de ecuaciones diferencias Procedimiento experimental
con solucbn anaitica, entra en juego la resold@ci nunérica.
Las herramientas mateiticas para este tipo de tratamiento, E| dispositivo experimental consiste en una pesimaiice
ad como el adlisis de situaciones con esas cardst@as, que cuelga de un resoftecuyo extremo superior ésffijo
son en general pospuestas para cursos avanzadasicie F  (ver Fig. 1). En la base de la pesa se ubicaron cinco [fegue

En este aitulo nos centramos en el estudiorieo y ex- ~ imanes ciindricos de neodimié bajo los cuales se coléain
perimental de un sistema oscilatorio cuya ecoradliferen-  disco de metaf. Tanto la pesa como el disco eran de alea-
cial del movimiento no es lineal. El sistema&sbnformado  ciones ferromaggticas y potan oscilar solidarios al resorte.
por una pesa colgada de un resorte, sobre la cual émbi Debajo de este sistema se encontraba fijo un segundo disco
actuan fuerzas de origen meﬁ;ﬁco debido a la presencia de (similar al anterior) en cuya base hallos imanes de neodi-
imanes. Se realiza un abordaje plausible de ser aplicado énio con forma de barfa
cursos universitariosasicos de sica Experimental. Para de- Para estudiar el movimiento de la pesa oscilando se em-
terminar las variables dimicas y cineraticas del sistema, pled con una amara de video montada en uiptidé®. La
se resuelve nuéricamente la ecuam diferencial de movi- filmacion obtenida fue analizada consalftwareTracker [3-
miento, apli@ndose el retodo de Euler [1]. La justificach ~ 4]. Empleando este programa se detedrimposicon de la
del uso de este procedimiento se basa en que sus prediccfzesa en cada uno de los fotogramas (ver Fig. 2). Para ello se
nes son acordes a los resultados experimentales y gaeies f emplé la funcbn autotracker que permite seleccionar una
de comprender por los estudiantes [2]. De esta manera laggion en uno de los cuadros del video y realizar un segui-
estudiantes pueden trabajar con sistemasndicamente &ais  miento autoratico de la misma en el resto de la film&mi
complejos, cuya evoludh temporal no se conoaepriori. Para facilitar esta tarea se le cdaela pesa un papel blanco
Por otro lado, la programam del nétodo de Euler es relati- con un dibujo de tresiculos conéntricos (de color
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objetivo de la @mara. Con el fin de minimizar la distaosi
introducida por las lentes se @vi¢l uso de gran angular, em-
pleandose la mayor distancia focal provista por el zagti-
co de la @mara. Para lograr que lasagenes fueranitidas a
pesar del movimiento de la pesa, se eragkrinimo tiempo
de exposidn posible. Para ello se dispuso una ilumibaci
adecuada, producto de la combirtacde tubos fluorescentes
y luz solar.

3. Analisis de las fuerzas involucradas

Las fuerzas que atan sobre la pesa mientras oscila son la
magretica, la fuerza dlstica, una fuerza disipativa y el peso,
siendo la fuerza neta que &atsobre la pesa:

Fneta:ﬁB+ﬁE+ﬁD+M§' 1)

DondeF} es la fuerza maggtica, Fy; la fuerza ehstica,F'p
la fuerza disipativa YW g el peso.

Para modelar el comportamiento del sistema seéHi
las siguientes hiftesis:

a) El movimiento de rotadn de la pesa es despreciable.

b) La fuerza magética que acta sobre la pesa depende

(<) {inicamente de su posii.
FIGURA 1. Dispositivo experimental. (a) Fotogtafdel sistema es-
tudiado. (b) Distribudn de los imanes ditdricos en el disco su- c) Elresorte tiene un comportamiento lineal y su masa es
perior d = (2.8 +0.1) cm; @ = (72 & 1)°). (c) Distribucbn de mucho menor que la de la pesa.

los imanes de barra en el disco inferidf & (1.9 &+ 0.1) cm).
d) La fuerza disipativa depende linealmente de la velo-

S cidad de la pesa y se asocia al rozamiento, siendo la
R = principal fuente de disipagh de ener.
v O masaA m[1000 | memory i use: 86HB of 247UB
i ke piot[ © masan|~ i
3 [ [~ ATy Para resolver la ecudri de movimiento de la pesa, pri-

mero se determinaron las carattécas de cada una de las
fuerzas que agin sobre ella.

» 3.1. Estudio de la fuerza magstica

[ ' Para determinar la fuerza magita que acta sobre la pesa

| — en funcbn de su posiéin, se emple el montaje de la Fig. 3.
Primero se colocaron los imanes de barra junto al disco sobre
un recipiente de poliestireno expandido, y el conjunto sobre
una balanza digital. A continudm, se tab la mismay luego
se col@ la pesa de un hilo. Posteriormente se modifjca-
FIGURA 2. Captura de pantalla debftwareTracker. dualmente la distancia entre la pesa y los imanes de barra,
registé@ndose para las distintas distancias los valores indica-
blanco el de dimetro intermedio y de color negro los dos dos por la balanza. Dados estos valores —gque son consecuen-
restantes). En el primer cuadro del video se seleéceste  cia del cambio de la normal sobre los imanes— se detértain
diséio para su seguimiento autatico conautotracker fuerza magética (aplicando el principio de interadaise de-
Como referencia de longitud se emplana regla. Para duce que el rddulo de estdiltima es igual al de la varian
minimizar los errores de paralaje, se poesspecial atenon  de la normaly [5].
a que la regla y la trayectoria de la pesa estuvieran en un La grafica de la Fig. 4 muestra los resultados experimen-
mismo plano. Y que a su vez dicho plano fuera paralelo atales de la fuerza magtica actuante sobre la pesﬁg() en

t

0 — ip|
1353w [lu » —O————— 1w

V1152240

Rev. Mex. FIs. E65(2019) 200-205



202 A. SUAREZ Y F. TORNARA

z(1)

h

_y(t)T

FIGURE 5. Variables involucradasy(t) es la distancia entre los
imanes de barra y el extremo inferior de la pega) la longitud
del resortel la altura de la pesd, la distancia entre los imanes de
barra y el extremo superior del resortéyya longitud natural del

FIGURA 3. Montaje experimental para determinar la fuerza
magretica sobre la pesa.

Ajuste ®  Datos experimentales resorte.
1 T T T T T
0.9+
08l 3.2. Estudio de la fuerza dstica y del amortiguamiento
Tr . P
0 Para determinar las caradtgicas de la fuerza restauradora y
z 06y del rozamiento se reafizun montaje similar al de la Fig. 1
=, 05 pero sin los imanes de la base. En estas condicionémias
L g4l cas fuerzas que d@n sobre la pesa son la ejercida por el
a3l resorte, el peso y la fricgn del aire:
0.2¢ Freta= FE+FD+M§ (5)
0.1+
0 ‘ ‘ ‘ , ‘ ‘ : Suponiendo que el resorte es lineal y que la fuerza disi-
0 002 004 006 008 010 012 014 0716 pativa es proporcional a la velocidad de la pesa y tomando el

y (m) origen de coordenadas en la positde equilibrio, la Ec. (5)
FIGURA 4. Grafica de la fuerza magtica en fundn de la distan-  toma la forma:
ciay. El ajuste corresponde a la Ec. (2) cor= —2.53 4+ 0.06, y

C=(23+0.4) x 107*N. Mi = —kx — bi. (6)
funcion de la distancia a los imanes de bamj Se ob- Donde: es la posidin de la pesa respecto al punto de
send que los valores experimentales se ajustan satisfactorigguilibrio, b el coeficiente de amortiguamientola constan-
mente a una fundn potencial: te del resorte W la masa del sistema conformado por la pesa
junto al disco y los 5 imanes @idricos.
Fg(y) = Cy". 2 La ley horaria correspondiente a la eciech es:
Como se puede apreciar en la Figy&;) puede expresar- x(t) = Ae Pt sin(wt + 9), @)
se en fundn dez(¢):
donde:
y(t) = L —h —=(t). @3) )
Tras realizar este cambio de variable en la Ec. (2), la ex- 2M ®
presbn de la fuerza maggtica queda dada por: e
= — ) =B 9
FB(t) = C(L —h— 2()". (4) v (M) p ©
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FIGURE 6. Grafica de la posi€in en funcbn del tiempo de la pesa
oscilando sin los imanes de la base.
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3.3. Estudio diramico del sistema
La fuerza neta que deh sobre la pesa éstlada por la Ec. (1):
Foeta = Fp + Fr + Fp + M3.
Combinando la ecuamn anterior con (4), (11) y (12):
Freta =C(L—h—2)" —k(z—1y) — b2+ Mg. (13)

Aplicando la 2 Ley de Newton se arriba a la ecuawi
del movimiento:
. C(L—h—2)"—k(z—1l)—bz
z= i +g.

(14)

La cual no es lineal y no posee soligianaitica.

En la gafica de la Fig. 6 se puede observar el ajuste de los

datos experimentales a la Ec. (7) con los siguiente@mpeyr
tros:

A =(1.365+0.001) x 1072 m,
B =(5.73+£0.01) x 1072 s,
w = (6.26440.001) s!,

0 = 1.4758 £+ 0.0001.

A partir de la Ec. (9) se poth determinar la constante
elastica del resortek] si su masa fuera nuld’. Como en el

4. Analisis numerico y resultados experimen-
tales de la posigdbn y de la aceleracbn en
funcion del tiempo

4.1. Analisis numérico, método de Euler

La ecuaddn diferencial del movimiento de la pesa no es li-
neal y no posee solumm anaitica. Para obtener la acelerawi

y la posicbn de la pesa en distintos instantes de tiempo, se re-
solvib nunmericamente la ecuami de movimiento del sistema

sistema estudiado la masa del resorte no es despreciable,(ia) utilizando el nétodo de Euler en una planilla dalculo

constante dlstica se aproxima a la siguiente expovaedb]:
k= (M + m%s"”e) (W? + 62). (10)

Seaz(t) la posicbn del extremo inferior del resorte (ver
Fig. 5). En funcbn de esta coordenada la fuerzastica
esh dada por:

Fg(t) = —k(2(t) — lp).
Dondel, es la longitud natural del resorte:

lo=(7.14£0.2) x 1072 m.

11

Excef*. Este nétodo nunérico de resoluén de una ecua-
cion diferencial es el @s simple de todos. Dado el intervalo
de tiempo total para el cual se va a estudiar el movimiento, se
divide este enV intervalosAt, tal queAt = tita/N. A di-

chos intervalos se los denomina “pasos”. Parakiudo de la
velocidad, se considera constante la aceléraen cada “pa-
s0”. Posteriormente, se considera constante la velocidad para
determinar la posioin. A partir de dichas suposiciones y del
conocimiento de las condiciones iniciales del movimiento es
posible calcular la velocidad y posici para distintos instan-
tes de tiempo con el siguiente algoritmo:

A partir de los valores de la masa del sistema oscilante

(M = [257.9 + 0.1] x 1073 kg) y de la masa del resorte
(Mresorte = [22.76 £ 0.01] + 1073 kg), la constante abtica
resulta:

k = (10.42 +0.03) N/m.
La fuerza disipativa eatdada por la siguiente ecuai
Fp(t) = —bz(t). (12)

Dondeb es el coeficiente de amortiguamiento. De la Ec. 8

se desprende que:
b=2Mg,
b=(2.96+0.06) x 1072 kg/s

1. Para un instante de tiempgy las condiciones inicia-
leszg Yy vo, S€ determina la aceleracia, del objeto a
partir de la ecuaéin de movimiento.

2. Dadaay y definido el “paso de tiempoAt, se cal-
cula la velocidad que tenidr el objeto en un tiempo
to + At, la cual asumiendo una acelef@ticonstan-
te ap durante todo el intervalo de tiempbt, resulta:
U1 (to + At) = vg + agAt.

3. Conocida la velocidad;, se determina la posimn 1,
tal quexl(to + At) = xg + v1 At

Rev. Mex. FIs. E65(2019) 200-205
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4. Se realiza el proceso iterativo hasta completar el tiem-
po total del aalisis [2].

El método de Euler no es elas eficiente para resolver
una ecuadin diferencial. Sin embargo, se puede mejorar par- _
cialmente su precién reduciendo el valor del paso entre cada é’
operacbn. Esto no se puede hacer en forma ilimitada, ya quez
la reducodn del paso implica una mayor cantidad déalos
y un aumento del error introducido por el redondeo. De todas
formas, la riqueza del &todo radica en su sencillez &dil
compresbn por parte de los estudiantesi esmo en la po-
sibilidad de obtener resultados razonablemente buenos par
intervalos de tiempo no muy grandes.

ida

-0.081

4.2. Analisis de la posiobn, la velocidad y la aceleradin
en funcion del tiempo

Se estudi la evolucon del sistema en torno a la posigide
equilibrio estable. Las éficas de las Fig. 7 y 8 permiten evi-
denciar las diferencias notables entre el sistema estudiado !
el de un oscilador artmico. En todas las gficas se superpu- <
sieron los datos experimentales y los valores simulados me-
diante @lculo nunérico. El paso utilizado para la simuléai

fue de 0.005 s.

Como se puede apreciar en la Fig. 7, los valores experi-
mentales de la positn se corresponden muy satisfactoria-
mente con los simulados. En cuanto a las carestieas del
movimiento, al trabajar experimentalmente dentro de la re-
gibn de equilibrio estable, naturalmente el movimiento del
sistema es oscilatorio, con la particularidad de que no es
simétrico en torno a la posion de equilibrio, como se ob-
serva en el d1fico de la Fig. 7. Del mismo gfico tambén se

)

aceleracién (m/s

S
o

(3]
S -0.02
g

-0.04

-0.06
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desprende que el tiempo que tarda la pesa en ir desde la POgi;; e 8. Graficas de las velocidades simulada y experimental en

cibn mas cercana a los imanes hasta la pésicie equilibrio
es mayor que el que tarda en ir desde la pbaeidie equilibrio
a la posicbn mas alejada de los imanes. Asimismo, la distan-

funcion del tiempo (arriba) y las aceleraciones simulada y experi-
mental en fundn del tiempo (abajo).

cia entre la posiéin de la pesa &s cercana a los imanes y la cion de equilibrio y la posiéin de la pesa &s alejada de los
posicon de equilibrio es mayor que la distancia entre la posiimanes. Respecto al pedo de osciladin del sistema, este

0,350

0,345

0,340

c 0,335

N 0,330
0,325
0,320

0,315

Posicién de equilibrio

Datos simulados

Datos experimentales

3 4
tiempo (s)

es mayor que el que posee el sistema en ausencia de la fuerza
magretica.

En la Fig. 8 se muestran losajicos de las velocidades
simulada y experimental de la pesa en féncdel tiempo
(arriba) y de las aceleraciones simuladas y experimental en
funciobn del tiempo (abajo). En ellos se evidencia la diferen-
cia notable con un movimiento aémico simple. En lo que
concierne al dgafico de la aceleragn obtenido de la simu-
lacion, este muestra una notable diferencia con el del osci-
lador arndnico, presentando en un ciclo cuatro cambios de
concavidad. Esto es consecuencia de la pisien la que se
colocaron los imanes, msomo del hecho de que la fuerza
magrética depende de la posici.

La gran incertidumbre asociada a la determioade la
aceleradn mediante alisis de video no permite una com-
paracon certera de los valores experimentales con los simu-

FIGURE 7. Graficas de las posiciones simulada y experimental delados. Una posible mejora del dispositivo experimental con-
la pesa en funéin del tiempo.

sistiia en incorporarle un acefametro. Esto séa factible
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empleando un smartphone como parte del sistema y regifss acerca al uso de &todos nuraricos para la resoluan
trando los valores arrojados por sus sensores de acéleracide ecuaciones diferenciales. Asimismo, el sistema analizado
[7,8]. es de &cil construcdn y permite explorar caracisticas de
sistemas oscilatorios no analizadas usualmente como la de-
pendencia de la frecuencia de oscitecton la amplitud del
movimiento.

El oscilador fue estudiadodeica y experimentalmente desde ~ La utilizacion de una planilla deaculo facilita la imple-

el punto de vista di@mico. Al comparar dichas predicciones mentacdn del algoritmo de Euler por parte de los estudian-
con los datos experimentales, la correspondencia fue satites, aunque no posean conocimientos avanzados de progra-
factoria. Esto permite inferir que el sistema analizado pued&acin. Por otra parte, les permite comparar de forma senci-

5. Conclusiones y perspectivas

ser abordado tgicamente, resolviendo su ecuatide movi-  lla las predicciones del modelo con los datos experimentales
miento con el rétodo de Euler haciendo uso de una planillay observar gé ocurre al variar manualmente cada uno de los
de dlculo. patametros.

El experimento presentado permite explorar urbfea- Finalmente, el trabajo realizado genera un abanico de po-

no que no puede ser descrito adecuadamente con ecuaciosdglidades para desarrollar y profundizar a futuro, entre las
resolubles anéticamente. Este tipo de sistema generalmencuales se destacan: el estudio de los espacios de fase del sis-
te no es abordado en los cursdssitos de Bica. Su estu- tema, el aélisis de oscilaciones forzadas, y la utilizatide

dio ayuda a que los alumnos comprendan que no todos lag acelebmetro para el estudio experimental del movimien-
problemas poseen una solociexacta. Al mismo tiempo, to.

i. Caracteisticas de la pesa: altura (3.5 = 0.1) cm; diametro  iz. Con el software Tracker tan#n se puede resolver némi
(3.3+0.1) cm; masa (213.7+0.1) g. camente la ecuan diferencial del movimiento utilizando el

ii. Masa del resortg22.76 + 0.01) g “modelo diramico de la partula”, el cual emplea el &todo de

Runge-Kutta. Dicha opon no fue utilizada, ya que uno de los

objetivos de este trabajo es mostrar la potencialidad y sencillez

del método de Euler.

3¢, Caracteistica de los imanes @idricos: dametro= (1.2 +
0.1) cm; altura= (0.30 £ 0.01) cm; masa= (2.5 £ 0.1) g;
intensidad del campo magtico a 1 cm de distancia: 1072 T.

iv. Caracteistica del disco: dimetro= (9.6 + 0.1) cm; espesor 1. S.R. CarsonPhys. Educ30 (1995) 89.
= (0.05 £ 0.01) cm; masa= (31.7 £ 0.1) g; diametro del

orificio central:(0.5 = 0.1) cm. 2. R. Buzzolat. Am. J. Phys. Edud (2007) 19.
v. Caracteistica de los imanes en forma de barra: larg5.0 & 3. A.G. Bezerra, L. Presoto de Oliveira, J.A. Lenz, and N. Saave-
0.1) cm; ancho= (2.0 + 0.1) cm; espesor= (0.50 + 0.01) dra,Cad. Bras. Ens. Fis29 (2012) 469.
cm; masa= (37.2 £ 0.1) g; intensidad del campo magiico a
1 cm de distancia~ 10! T. 4. V.L.B. Jesus and M.A.J. BarroRev. Bras. Ens. Fi36 (2014)
vi. CANON PS-SD750 (lente: 17.4 mm, resolbii 640 x 480, 4309.
FPS: 30 cuadros por segundo). 5. M. Sosaet al, Rev. Mex. Fis. E52(2006) 111.

vii. La exposicdn de la balanza a campos méaginos muy inten- )
sos podia llegar a alterar las medidas, por lo que para aumentar6- A-P- FrenchVibraciones y OndagReveré, Barcelona, 1997),

la distancia entre los imanes de barra y el plato de la balanzase P- 70.

colodd entre ambos un recipiente de poliestireno expandido. 7. M. Monteiro, C. Cabeza, and A.C. MartRev. Bras. Ens. Fis.
viis. La constante @ékstica tamk#n pudo haberse determinado por 37(2015) 1303.

un método esitico. No obstante, se escogel procedimien-

to empleado porque permite hallar directamente la constanteS. J.C. Castro-Palacio, L. \@tquez-Abad, M.H. Ginez, and

elastica y el coeficiente de amortiguamiento. J.A. Monsoriu,Am. J. Phys81 (2013) 472.
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