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Se analizan téorica y experimentalmente las oscilaciones unidimensionales no lineales de un imán que est́a unido a un resorte e interactúa
con un grupo de imanes. Se resuelve numéricamente la ecuación de movimiento del sistema utilizando el método de Euler en una planilla
de ćalculo. Experimentalmente, la evolución temporal de la posición se obtiene mediante análisis de video. La correspondencia entre las
predicciones del modelo y los datos experimentales deja en evidencia la potencialidad de las herramientas utilizadas. La sencillez de la
propuesta presentada permite su aplicación en los primeros cursos universitarios de Fı́sica experimental.

Descriptores:Oscilaciones no lineales; ḿetodos nuḿericos; planillas de ćalculo; ańalisis de video.

The one-dimensional nonlinear oscillations of a magnet attached to a spring and interacting with a set of magnets, are analyzed theoretically
and experimentally. The equation of motion is solved numerically by using the Euler method in a spreadsheet. The temporal evolution of the
position is obtained using video analysis. The correspondence between the data and the predictions of the model shows the potential of the
tools employed. The simplicity of this approach allows its application in the first university courses of experimental Physics.
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1. Introducción

En general, en cursos básicos de F́ısica, los sistemas osci-
latorios –aśı como otros sistemas fı́sicos– se estudian bajo
aproximaciones lineales. De esta forma pueden ser modela-
dos con sencillez y resueltos analı́ticamente en forma explı́ci-
ta. Esto permite ganar en simplicidad, pero se deja entrever
al estudiante que los problemas reales siempre pueden ser re-
sueltos en forma exacta. Cuando los problemas no pueden ser
descritos adecuadamente a partir de ecuaciones diferenciales
con solucíon anaĺıtica, entra en juego la resolución nuḿerica.
Las herramientas matemáticas para este tipo de tratamiento,
aśı como el ańalisis de situaciones con esas caracterı́sticas,
son en general pospuestas para cursos avanzados de Fı́sica.

En este artı́culo nos centramos en el estudio teórico y ex-
perimental de un sistema oscilatorio cuya ecuación diferen-
cial del movimiento no es lineal. El sistema está conformado
por una pesa colgada de un resorte, sobre la cual también
act́uan fuerzas de origen magnético debido a la presencia de
imanes. Se realiza un abordaje plausible de ser aplicado en
cursos universitarios básicos de F́ısica Experimental. Para de-
terminar las variables dinámicas y cineḿaticas del sistema,
se resuelve nuḿericamente la ecuación diferencial de movi-
miento, aplićandose el ḿetodo de Euler [1]. La justificación
del uso de este procedimiento se basa en que sus prediccio-
nes son acordes a los resultados experimentales y que es fácil
de comprender por los estudiantes [2]. De esta manera los
estudiantes pueden trabajar con sistemas dinámicamente ḿas
complejos, cuya evolución temporal no se conocea priori.
Por otro lado, la programación del ḿetodo de Euler es relati-

vamente sencilla, pudiendo ser realizada por cualquier estu-
diante con una planilla de cálculo.

En la siguiente sección de este trabajo se describe con
detalle el dispositivo experimental. En la Sec. 3, se describe
cómo se caracterizaron las fuerzas involucradas sobre el sis-
tema. En la Sec. 4 se analizan los resultados obtenidos y en
la última seccíon se presentan las principales conclusiones.

2. Procedimiento experimental

El dispositivo experimental consiste en una pesa cilı́ndricai

que cuelga de un resorteii cuyo extremo superior está fijo
(ver Fig. 1). En la base de la pesa se ubicaron cinco pequeños
imanes ciĺındricos de neodimioiii bajo los cuales se colocó un
disco de metaliv. Tanto la pesa como el disco eran de alea-
ciones ferromagńeticas y pod́ıan oscilar solidarios al resorte.
Debajo de este sistema se encontraba fijo un segundo disco
(similar al anterior) en cuya base habı́a dos imanes de neodi-
mio con forma de barrav.

Para estudiar el movimiento de la pesa oscilando se em-
pleó con una ćamara de video montada en un trı́podevi. La
filmación obtenida fue analizada con elsoftwareTracker [3-
4]. Empleando este programa se determinó la posicíon de la
pesa en cada uno de los fotogramas (ver Fig. 2). Para ello se
empléo la funcíon autotracker, que permite seleccionar una
región en uno de los cuadros del video y realizar un segui-
miento autoḿatico de la misma en el resto de la filmación.
Para facilitar esta tarea se le colocó a la pesa un papel blanco
con un dibujo de tres cı́rculos conćentricos (de color
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FIGURA 1. Dispositivo experimental. (a) Fotografı́a del sistema es-
tudiado. (b) Distribucíon de los imanes cilı́ndricos en el disco su-
perior (d = (2.8 ± 0.1) cm; θ = (72 ± 1)◦). (c) Distribucíon de
los imanes de barra en el disco inferior (d′ = (1.9± 0.1) cm).

FIGURA 2. Captura de pantalla delsoftwareTracker.

blanco el de díametro intermedio y de color negro los dos
restantes). En el primer cuadro del video se seleccionó este
disẽno para su seguimiento automático conautotracker.

Como referencia de longitud se empleó una regla. Para
minimizar los errores de paralaje, se prestó especial atención
a que la regla y la trayectoria de la pesa estuvieran en un
mismo plano. Y que a su vez dicho plano fuera paralelo al

objetivo de la ćamara. Con el fin de minimizar la distorsión
introducida por las lentes se evitó el uso de gran angular, em-
pleándose la mayor distancia focal provista por el zoomópti-
co de la ćamara. Para lograr que las imágenes fueran nı́tidas a
pesar del movimiento de la pesa, se empleó el ḿınimo tiempo
de exposicíon posible. Para ello se dispuso una iluminación
adecuada, producto de la combinación de tubos fluorescentes
y luz solar.

3. Análisis de las fuerzas involucradas

Las fuerzas que actúan sobre la pesa mientras oscila son la
magńetica, la fuerza elástica, una fuerza disipativa y el peso,
siendo la fuerza neta que actúa sobre la pesa:

~Fneta = ~FB + ~FE + ~FD + M~g. (1)

Donde~FB es la fuerza magńetica, ~FE la fuerza eĺastica,~FD

la fuerza disipativa yM~g el peso.
Para modelar el comportamiento del sistema se partió de

las siguientes hiṕotesis:

a) El movimiento de rotación de la pesa es despreciable.

b) La fuerza magńetica que act́ua sobre la pesa depende
únicamente de su posición.

c) El resorte tiene un comportamiento lineal y su masa es
mucho menor que la de la pesa.

d) La fuerza disipativa depende linealmente de la velo-
cidad de la pesa y se asocia al rozamiento, siendo la
principal fuente de disipación de enerǵıa.

Para resolver la ecuación de movimiento de la pesa, pri-
mero se determinaron las caracterı́sticas de cada una de las
fuerzas que actúan sobre ella.

3.1. Estudio de la fuerza magńetica

Para determinar la fuerza magnética que act́ua sobre la pesa
en funcíon de su posición, se empléo el montaje de la Fig. 3.
Primero se colocaron los imanes de barra junto al disco sobre
un recipiente de poliestireno expandido, y el conjunto sobre
una balanza digital. A continuación, se taŕo la misma y luego
se colǵo la pesa de un hilo. Posteriormente se modificó gra-
dualmente la distancia entre la pesa y los imanes de barra,
registŕandose para las distintas distancias los valores indica-
dos por la balanza. Dados estos valores –que son consecuen-
cia del cambio de la normal sobre los imanes– se determinó la
fuerza magńetica (aplicando el principio de interacción se de-
duce que el ḿodulo de estáultima es igual al de la variación
de la normal)vii [5].

La gŕafica de la Fig. 4 muestra los resultados experimen-
tales de la fuerza magnética actuante sobre la pesa (~FB) en
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FIGURA 3. Montaje experimental para determinar la fuerza
magńetica sobre la pesa.

FIGURA 4. Gráfica de la fuerza magnética en funcíon de la distan-
cia y. El ajuste corresponde a la Ec. (2) conn = −2.53 ± 0.06, y
C = (2.3± 0.4)× 10−4 N.

función de la distancia a los imanes de barra (y). Se ob-
serv́o que los valores experimentales se ajustan satisfactoria-
mente a una función potencial:

FB(y) = Cyn. (2)

Como se puede apreciar en la Fig. 5,y(t) puede expresar-
se en funcíon dez(t):

y(t) = L− h− z(t). (3)

Tras realizar este cambio de variable en la Ec. (2), la ex-
presíon de la fuerza magnética queda dada por:

FB(t) = C(L− h− z(t))n. (4)

FIGURE 5. Variables involucradas.y(t) es la distancia entre los
imanes de barra y el extremo inferior de la pesa,z(t) la longitud
del resorte,h la altura de la pesa,L la distancia entre los imanes de
barra y el extremo superior del resorte yl0 la longitud natural del
resorte.

3.2. Estudio de la fuerza eĺastica y del amortiguamiento

Para determinar las caracterı́sticas de la fuerza restauradora y
del rozamiento se realizó un montaje similar al de la Fig. 1
pero sin los imanes de la base. En estas condiciones lasúni-
cas fuerzas que actúan sobre la pesa son la ejercida por el
resorte, el peso y la fricción del aire:

~Fneta = ~FE + ~FD + M~g. (5)

Suponiendo que el resorte es lineal y que la fuerza disi-
pativa es proporcional a la velocidad de la pesa y tomando el
origen de coordenadas en la posición de equilibrio, la Ec. (5)
toma la forma:

Mẍ = −kx− bẋ. (6)

Dondex es la posicíon de la pesa respecto al punto de
equilibrio,b el coeficiente de amortiguamiento,k la constan-
te del resorte yM la masa del sistema conformado por la pesa
junto al disco y los 5 imanes cilı́ndricos.

La ley horaria correspondiente a la ecuación 6 es:

x(t) = Ae−βt sin(ωt + δ), (7)

donde:

β =
b

2M
, (8)

ω =

√(
k

M

)2

− β2. (9)
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FIGURE 6. Gráfica de la posición en funcíon del tiempo de la pesa
oscilando sin los imanes de la base.

En la gŕafica de la Fig. 6 se puede observar el ajuste de los
datos experimentales a la Ec. (7) con los siguientes paráme-
tros:

A = (1.365± 0.001)× 10−2 m ,

β = (5.73± 0.01)× 10−3 s−1,

ω = (6.264± 0.001) s−1,

δ = 1.4758± 0.0001.

A partir de la Ec. (9) se podrı́a determinar la constante
elástica del resorte (k) si su masa fuera nulaviii. Como en el
sistema estudiado la masa del resorte no es despreciable, la
constante elástica se aproxima a la siguiente expresión [6]:

k =
(
M +

mresorte

3

)
(ω2 + β2). (10)

Seaz(t) la posicíon del extremo inferior del resorte (ver
Fig. 5). En funcíon de esta coordenada la fuerza elástica
est́a dada por:

FE(t) = −k(z(t)− l0). (11)

Dondel0 es la longitud natural del resorte:

l0 = (7.1± 0.2)× 10−2 m.

A partir de los valores de la masa del sistema oscilante
(M = [257.9 ± 0.1] × 10−3 kg) y de la masa del resorte
(mresorte = [22.76 ± 0.01] ± 10−3 kg), la constante elástica
resulta:

k = (10.42± 0.03) N/m.

La fuerza disipativa está dada por la siguiente ecuación:

FD(t) = −bż(t). (12)

Dondeb es el coeficiente de amortiguamiento. De la Ec. 8
se desprende que:

b = 2Mβ,

b = (2.96± 0.06)× 10−3 kg/s.

3.3. Estudio dińamico del sistema

La fuerza neta que actúa sobre la pesa está dada por la Ec. (1):

~Fneta = ~FB + ~FE + ~FD + M~g.

Combinando la ecuación anterior con (4), (11) y (12):

Fneta = C(L− h− z)n − k(z − l0)− bż + Mg. (13)

Aplicando la 2a Ley de Newton se arriba a la ecuación
del movimiento:

z̈ =
C(L− h− z)n − k(z − l0)− bż

M
+ g. (14)

La cual no es lineal y no posee solución anaĺıtica.

4. Análisis numérico y resultados experimen-
tales de la posicíon y de la aceleracíon en
función del tiempo

4.1. Análisis numérico, método de Euler

La ecuacíon diferencial del movimiento de la pesa no es li-
neal y no posee solución anaĺıtica. Para obtener la aceleración
y la posicíon de la pesa en distintos instantes de tiempo, se re-
solvió nuḿericamente la ecuación de movimiento del sistema
(14) utilizando el ḿetodo de Euler en una planilla de cálculo
Excelix. Este ḿetodo nuḿerico de resolución de una ecua-
ción diferencial es el ḿas simple de todos. Dado el intervalo
de tiempo total para el cual se va a estudiar el movimiento, se
divide este enN intervalos∆t, tal que∆t = ttotal/N . A di-
chos intervalos se los denomina “pasos”. Para el cálculo de la
velocidad, se considera constante la aceleración en cada “pa-
so”. Posteriormente, se considera constante la velocidad para
determinar la posición. A partir de dichas suposiciones y del
conocimiento de las condiciones iniciales del movimiento es
posible calcular la velocidad y posición para distintos instan-
tes de tiempo con el siguiente algoritmo:

1. Para un instante de tiempot0 y las condiciones inicia-
lesx0 y v0, se determina la aceleracióna0 del objeto a
partir de la ecuación de movimiento.

2. Dadaa0 y definido el “paso de tiempo”∆t, se cal-
cula la velocidad que tendrı́a el objeto en un tiempo
t0 + ∆t, la cual asumiendo una aceleración constan-
te a0 durante todo el intervalo de tiempo∆t, resulta:
v1(t0 + ∆t) = v0 + a0∆t.

3. Conocida la velocidadv1, se determina la posiciónx1,
tal quex1(t0 + ∆t) = x0 + v1∆t.
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4. Se realiza el proceso iterativo hasta completar el tiem-
po total del ańalisis [2].

El método de Euler no es el ḿas eficiente para resolver
una ecuacíon diferencial. Sin embargo, se puede mejorar par-
cialmente su precisión reduciendo el valor del paso entre cada
operacíon. Esto no se puede hacer en forma ilimitada, ya que
la reduccíon del paso implica una mayor cantidad de cálculos
y un aumento del error introducido por el redondeo. De todas
formas, la riqueza del ḿetodo radica en su sencillez y fácil
compresíon por parte de los estudiantes, ası́ como en la po-
sibilidad de obtener resultados razonablemente buenos para
intervalos de tiempo no muy grandes.

4.2. Análisis de la posicíon, la velocidad y la aceleracíon
en función del tiempo

Se estudío la evolucíon del sistema en torno a la posición de
equilibrio estable. Las gráficas de las Fig. 7 y 8 permiten evi-
denciar las diferencias notables entre el sistema estudiado y
el de un oscilador arḿonico. En todas las gráficas se superpu-
sieron los datos experimentales y los valores simulados me-
diante ćalculo nuḿerico. El paso utilizado para la simulación
fue de 0.005 s.

Como se puede apreciar en la Fig. 7, los valores experi-
mentales de la posición se corresponden muy satisfactoria-
mente con los simulados. En cuanto a las caracterı́sticas del
movimiento, al trabajar experimentalmente dentro de la re-
gión de equilibrio estable, naturalmente el movimiento del
sistema es oscilatorio, con la particularidad de que no es
simétrico en torno a la posición de equilibrio, como se ob-
serva en el gŕafico de la Fig. 7. Del mismo gráfico tambíen se
desprende que el tiempo que tarda la pesa en ir desde la posi-
ción más cercana a los imanes hasta la posición de equilibrio
es mayor que el que tarda en ir desde la posición de equilibrio
a la posicíon más alejada de los imanes. Asimismo, la distan-
cia entre la posición de la pesa ḿas cercana a los imanes y la
posicíon de equilibrio es mayor que la distancia entre la posi-

FIGURE 7. Gráficas de las posiciones simulada y experimental de
la pesa en función del tiempo.

FIGURE 8. Gráficas de las velocidades simulada y experimental en
función del tiempo (arriba) y las aceleraciones simulada y experi-
mental en funcíon del tiempo (abajo).

ción de equilibrio y la posición de la pesa ḿas alejada de los
imanes. Respecto al perı́odo de oscilacíon del sistema, este
es mayor que el que posee el sistema en ausencia de la fuerza
magńetica.

En la Fig. 8 se muestran los gráficos de las velocidades
simulada y experimental de la pesa en función del tiempo
(arriba) y de las aceleraciones simuladas y experimental en
función del tiempo (abajo). En ellos se evidencia la diferen-
cia notable con un movimiento armónico simple. En lo que
concierne al gŕafico de la aceleración obtenido de la simu-
lación, este muestra una notable diferencia con el del osci-
lador arḿonico, presentando en un ciclo cuatro cambios de
concavidad. Esto es consecuencia de la posición en la que se
colocaron los imanes, ası́ como del hecho de que la fuerza
magńetica depende de la posición.

La gran incertidumbre asociada a la determinación de la
aceleracíon mediante ańalisis de video no permite una com-
paracíon certera de los valores experimentales con los simu-
lados. Una posible mejora del dispositivo experimental con-
sistiŕıa en incorporarle un acelerómetro. Esto serı́a factible

Rev. Mex. FIs. E /65 (2019) 200–205
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empleando un smartphone como parte del sistema y regis-
trando los valores arrojados por sus sensores de aceleración
[7,8].

5. Conclusiones y perspectivas

El oscilador fue estudiado teórica y experimentalmente desde
el punto de vista dińamico. Al comparar dichas predicciones
con los datos experimentales, la correspondencia fue satis-
factoria. Esto permite inferir que el sistema analizado puede
ser abordado téoricamente, resolviendo su ecuación de movi-
miento con el ḿetodo de Euler haciendo uso de una planilla
de ćalculo.

El experimento presentado permite explorar un fenóme-
no que no puede ser descrito adecuadamente con ecuaciones
resolubles analı́ticamente. Este tipo de sistema generalmen-
te no es abordado en los cursos básicos de F́ısica. Su estu-
dio ayuda a que los alumnos comprendan que no todos los
problemas poseen una solución exacta. Al mismo tiempo,

los acerca al uso de ḿetodos nuḿericos para la resolución
de ecuaciones diferenciales. Asimismo, el sistema analizado
es de f́acil construccíon y permite explorar caracterı́sticas de
sistemas oscilatorios no analizadas usualmente como la de-
pendencia de la frecuencia de oscilación con la amplitud del
movimiento.

La utilización de una planilla de cálculo facilita la imple-
mentacíon del algoritmo de Euler por parte de los estudian-
tes, aunque no posean conocimientos avanzados de progra-
macíon. Por otra parte, les permite comparar de forma senci-
lla las predicciones del modelo con los datos experimentales
y observar qúe ocurre al variar manualmente cada uno de los
paŕametros.

Finalmente, el trabajo realizado genera un abanico de po-
sibilidades para desarrollar y profundizar a futuro, entre las
cuales se destacan: el estudio de los espacios de fase del sis-
tema, el ańalisis de oscilaciones forzadas, y la utilización de
un aceleŕometro para el estudio experimental del movimien-
to.

i. Caracteŕısticas de la pesa: altura= (3.5 ± 0.1) cm; díametro
(3.3± 0.1) cm; masa= (213.7± 0.1) g.

ii. Masa del resorte:(22.76± 0.01) g

iii. Caracteŕıstica de los imanes cilı́ndricos: díametro= (1.2 ±
0.1) cm; altura= (0.30 ± 0.01) cm; masa= (2.5 ± 0.1) g;
intensidad del campo magnético a 1 cm de distancia:≈ 10−2 T.

iv. Caracteŕıstica del disco: díametro= (9.6 ± 0.1) cm; espesor
= (0.05 ± 0.01) cm; masa= (31.7 ± 0.1) g; diámetro del
orificio central:(0.5± 0.1) cm.

v. Caracteŕıstica de los imanes en forma de barra: largo= (5.0±
0.1) cm; ancho= (2.0 ± 0.1) cm; espesor= (0.50 ± 0.01)
cm; masa= (37.2± 0.1) g; intensidad del campo magnético a
1 cm de distancia:≈ 10−1 T.

vi. CANON PS-SD750 (lente: 17.4 mm, resolución: 640× 480,
FPS: 30 cuadros por segundo).

vii. La exposicíon de la balanza a campos magnéticos muy inten-
sos podŕıa llegar a alterar las medidas, por lo que para aumentar
la distancia entre los imanes de barra y el plato de la balanza se
coloćo entre ambos un recipiente de poliestireno expandido.

viii. La constante elástica tambíen pudo haberse determinado por
un método est́atico. No obstante, se escogió el procedimien-
to empleado porque permite hallar directamente la constante
elástica y el coeficiente de amortiguamiento.

ix. Con el software Tracker también se puede resolver numéri-
camente la ecuación diferencial del movimiento utilizando el
“modelo dińamico de la partı́cula”, el cual emplea el ḿetodo de
Runge-Kutta. Dicha opción no fue utilizada, ya que uno de los
objetivos de este trabajo es mostrar la potencialidad y sencillez
del método de Euler.
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