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Se presenta un estudio de los modos vibracionales de cristales con estructura de diamante. En este estudio aplicamos el modelo de Keating
para describir las interacciones de corto alcance entre losátomos e incorporar, en la forma más simple, las interacciones de tres cuerpos
asociadas con la deformación delángulo entre dos enlaces covalentes. En el marco de la aproximación arḿonica, se obtienen expresiones
anaĺıticas para las relaciones de dispersión de fonones con vectores de onda a lo largo de tres direcciones de alta simetrı́a: [001], [110]
y [111]. Estas expresiones muestran claramente el efecto de las constantes de fuerza sobre la estructura de las bandas fonónicas de cristales
con estructura de diamante. Nuestros resultados se ilustran en el caso especı́fico de C.

Descriptores:Fonones; estructura de diamante.

A study of the vibrational modes of crystals with diamond structure is presented. In the study we apply the Keating’s model for describing the
short-range interatomic interactions and incorporating, in the simplest way, three-body interactions, associated with the deformation of the
angle between two covalent bonds. Within the framework of the harmonic approximation, we obtain analytical expressions for the dispersion
relations of phonons with wave vectors along three high-symmetry directions:[001], [110] and [111]. These expressions show clearly the
effect of the force constants upon the phonon band structure for crystals with diamond structure. Our results are illustrated in the specific
case of C.
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1. Introducción

Un śolido cristalino est́a formado por un gran número déato-
mos dispuestos de manera periódica, los cuales oscilan per-
manentemente con respecto a sus posiciones de equilibrio.
Estas oscilaciones son responsables de un gran número de
fenómenos f́ısicos [1–3], lo que hace que el estudio de los
modos de vibración (fonones) de la red cristalina represente
un área importante de la fı́sica del estado sólido.

En la actualidad, son pocos los modelos de cristales tridi-
mensionales que permiten obtener expresiones simples y de
fácil ańalisis para las relaciones de dispersión fońonicas. Por
tal raźon, en la gran mayorı́a de los textos elementales de la
fı́sica del estado sólido, tratan a lo ḿas el problema de un
cristal unidimensional con 2́atomos por base primitiva, argu-
mentando que el ḿetodo de solución para el caso de una red
tridimensional con una base poliatómica, que aunque requie-
re de un tratamiento largo y complicado, puede ser generali-
zado.

El objetivo de este trabajo es calcular de manera analı́tica
las relaciones de dispersión para una estructura tridimensio-
nal con una base diatómica, como lo es la del diamante. La
eleccíon de la estructura de diamante se debe a la importancia
que tiene hoy en dı́a el estudio de las propiedades vibracio-
nales de bulto y de superficie de los semiconductores [4,5], y
en particular del C, Si y Ge que poseen tal estructura. Para la
descripcíon de la dińamica de la red en cristales con estruc-
tura de diamante, los cuales se caracterizan por tener enlaces
puramente covalentes [1], emplearemos un modelo fenome-
nológico, de acuerdo con el cual las interacciones entre los
átomos se describen por medio de un conjunto de constan-

tes de fuerza, dadas por las segundas derivadas del potencial
interat́omico con respecto a los desplazamientos de losáto-
mos. El modelo que aplicaremos fue propuesto originalmente
por Keating [4] y seŕa discutido en la Sec. 2 de este trabajo.
En esa misma sección se derivaŕan las ecuaciones de movi-
miento de lośatomos de la red cristalina de diamante dentro
de la aproximacíon arḿonica. En las Secs. 3, 4 y 5 se cal-
culan anaĺıticamente las relaciones de dispersión fońonicas
para tres direcciones principales de alta simetrı́a: [001], [110]
y [111], respectivamente. En la Sec. 6 se analizan los resulta-
dos obtenidos para las bandas fonónicas del C.

2. El modelo de Keating

El potencial de fuerzas de valencia de Keating (o simplemen-
te modelo de Keating) [4], expresa la energı́a potencial inter-
atómica en t́erminos de productos escalares de los vectores de
longitud de enlace, satisfaciendo ası́ la condicíon de invarian-
cia de la enerǵıa potencial ante translaciones y rotaciones. El
modelo de Keating [4] describe la energı́a potencialφ para
un átomo del tipos (s = 1, 2), situado en lai-ésima celda
primitiva de la red del cristal en la forma

φrs
i

=
3

16r2
0

αK

4∑

j=1

[∆(ris
j · ris

j )]2

+
3

8r2
0

βK

4∑

j,k>j

[∆(ris
j · ris

k )]2, (1)

donderis
j es el vector de longitud de enlace delátomois y

su vecinoj, r0 es la longitud de enlace en equilibrio,αK
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y βK son las constantes de Keating de fuerza central y no
central, respectivamente. Los cambios de los productos esca-
lares en (1) están dados por

∆(ris
j · ris

k ) = ris
j · ris

k −Ris
j ·Ris

k , (2)

en dondeRis
j = Rj − Rs

i , es el vector de longitud de en-
lace entre dośatomos vecinos estando en sus posiciones de
equilibrio (r0 = |Ris

j |).
Introduciendo los desplazamientos de losátomos des-

de las posiciones de equilibriou(rs
i ) = rs

i − Rs
i ≡ us

i ,
u(rj) = rj−Rj ≡ uj , podemos expresar los cambios de los
productos escalares en términos de dichos desplazamientos.
Se obtiene

∆(ris
j · ris

k ) = Ris
j · uis

k + Ris
k · uis

j + uis
j · uis

k . (3)

Aqúı, uis
j denota el vector diferenciauj − us

i . Aplicando
la aproximacíon arḿonica [6], es decir, expresando los cua-
drados de los cambios de los productos escalares (3) hasta
términos de segundo orden en los desplazamientosui, pode-
mos escribir el potencial de Keating (1) de la siguiente ma-
nera:

φrs
i

=
3
4
αK

4∑

j=1

[κs
j · uis

j ]2

+
3
8
βK

4∑

j,k>j

[κs
j · uis

k + κs
k · uis

j ]2, (4)

FIGURA 1. Representación esqueḿatica de los enlaces de unáto-
mo (ćırculo vaćıo) con sus cuatro vecinos más cercanos (cı́rculos
en negro) en la estructura de diamante.

donde hemos introducido los vectores unitarios de longitud
de enlace

κs
j ≡

Ris
j

r0
, (5)

los cuales se ilustran en la Fig. 1.
La enerǵıa potencial del cristal se obtiene sumando las

contribuciones de todos losátomos:

U =
∑

is

φrs
i
. (6)

Luego, la expresión general para la ecuación de movimiento
para elátomo i s tiene la forma

msüν(rs
i ) = − ∂U

∂uν(rs
i )

, (7)

donde los puntos indican derivadas parciales con respecto
al tiempo t, ms denota la masa deĺatomo y el sub́ındice
ν = x, y, z. Substituyendo (6) en (7), la ecuación de mo-
vimiento para eĺatomo i s se puede reescribir como

−msü(rs
i ) =
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3
4
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j · [uis
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i + r0κ

s
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s
k)]κs

k

+κs
k · [uis

k − u(rs
i + r0 κs

k − r0κ
s
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s
j

}
. (8)

Buscaremos las soluciones de la Ec. (8) en la forma de
las funciones de Bloch y con una dependencia temporal
exp(iωt). Es decir,

u(rs
i ) = us ei k·Rs

i−i ω t. (9)

Aqúı, ω y k simbolizan, respectivamente, la frecuencia y el
vector de onda de los modos de vibración. Despúes de subs-
tituir (9) en (8), obtenemos el siguiente sistema de ecuacio-
nes acopladas para las amplitudes de los desplazamientosus

(s = 1, 2) :

−m1 ω2 I u1 = U12 u2 + U11 u1 , (10)

−m2 ω2 I u2 = U22 u2 + U21 u1 , (11)

donde I es la matriz identidad y las matricesUss′

(s = 1, 2; s′ = 1, 2) tienen componentes dadas por las si-
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guientes expresiones:

Uν η
12 = 3(αK − βK)

4∑

j=1

κν
j κη

j ei k ·κj r0

+
3
2
βK

4∑

j,k

κν
j κη

j ei k ·κk r0

+
3
4
βK

4∑

j,k

[κν
k κη

j ei k ·κk r0

+κν
k κη

j ei k ·κj r0 ], (12)

Uν η
11 = −3(αK − βK)

4∑

j=1

κν
j κη

j −
3
2
βK

4∑

j,k

κν
j κη

j

−3
4
βK

4∑

j,k

[κν
k κη

j + κν
k κη

j ei k · (κj−κk) r0 ], (13)

Uν η
21 = Uν η ∗

12 , Uν η
22 = Uν η ∗

11 . (14)

dondeν = x, y, z; η = x, y, z y κν
j denota la componente

ν de κ1
j (κ1

j = −κ2
j ).

El sistema de Ecs. (10)-(14) describe los modos normales
de vibracíon de la red cristalina con estructura de diamante.
Generalmente, en el cálculo de las relaciones de dispersión
de dichos modos, se diagonaliza numéricamente la matriz
dinámica dada por las Ecs. (10) y (11). Sin embargo, como se
muestra ḿas adelante, en el caso particular de la estructura de
diamante se pueden obtener expresiones analı́ticas simples, y
de f́acil ańalisis, para las relaciones de dispersión fońonicas
sin necesidad de recurrir a los cálculos nuḿericos.

En nuestro ćalculo anaĺıtico seŕa conveniente escribir las
expresiones (10) y (11) en la forma

M u1 + N u2 = 0, (15)

M∗ u2 + N∗ u1 = 0, (16)

donde

N=U12, M=mω2I+U11, M∗=mω2I+U∗
11. (17)

Aqúı, hemos utilizado el hecho de que losátomoss en la
celda primitiva tienen masas iguales (ms = m).

3. Relaciones de dispersión en la direc-
ción [0 0 1]

Para el ćalculo de las bandas fonónicas en la dirección [0 0 1]
(i.e. el vector de Blochk es normal a los planos cristalinos
(0 0 1)), elegimos un sistema de coordenadas tal y como se
muestra en la Fig. 2. De acuerdo con esta geometrı́a, los vec-

tores unitarios de enlace están dados por

κ1 =
1√
3
(−1,−1,−1) ,

κ2 =
1√
3
(−1, 1, 1) ,

κ3 =
1√
3
( 1,−1, 1) ,

κ4 =
1√
3
( 1, 1,−1) . (18)

Eliminando u1 de las Ecs. (15) y (16), obtenemos

(N∗M−1 N −M∗)u2 = 0. (19)

Utilizando las expresiones (12)-(14) y (17), obtenemos ex-
presiones explı́citas para las matricesN y M :

M =




Mx x 0 0
0 My y 0
0 0 Mz z


 ,

N =




Nx x Nx y 0
Ny x Ny y 0

0 0 Nz z


 , (20)

donde

Mx x = mω2 − 4 (α + β),

My y = Mx x,

Mz z = mω2 − 4 (α + β) + 4 β sen2(kz a),

Nx x = 4 (α + β) cos(kz a),

Nx y = −i 4 (α− β) sen(kz a),

Ny x = Nx y,

Ny y = 4 (α + β) cos(kz a),

Nz z = 4 (α + β) cos(kz a).

Se puede verificar que el producto de las matrices simétri-
casM−1 y N es tambíen una matriz siḿetrica, por lo tanto
dichas matrices conmutan [7]. Luego, la Ec. (19) puede rees-
cribirse como

(N∗N M−1 −M∗)u2 = 0, (21)

o, de manera equivalente,

(N∗N −M∗M)u2 ≡ D u2 = 0. (22)

Aqúı, D resulta ser una matriz diagonal:

D =




Dx x 0 0
0 Dy y 0
0 0 Dz z


 , (23)
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FIGURA 2. Sistema de coordenadas con los ejesx, y, z paralelos
a las direcciones[100], [010], [001], respectivamente.(0), (−a)
y (a) indican las alturas enx (el eje perpendicular al plano de la
hoja) de lośatomos.

con elementos diagonales dados por

Dx x=m2ω4−8(α + β)mω2+64αβsen2(kza), (24)

Dy y=Dx x, (25)

Dz z=m2 ω4−[8(α+β)+8βsen2(kza)]mω2

+[4(α+β)+4βsen2(kza)]2−[4(α+β) cos(kza)]2. (26)

Entonces, para que el sistema de ecuaciones homogéneo (22)
tenga una solución no trivial (u2 6= 0) se deben cumplir las
siguientes ecuaciones algebraicas:

Dx x = 0, (27)

Dy y = 0, (28)

Dz z = 0 . (29)

Las soluciones enω de las Ecs. (27) y (28) determinan las
relaciones de dispersión de los modos transversales (modos
con desplazamientos perpendiculares al vector de ondak).
Puesto queDyy = Dxx (25), los modos transversales están
degenerados. Las soluciones enω de la Ec. (29) correspon-
den a los modos longitudinales, para los cuales los despla-
zamientos de lośatomos son paralelos ak. Presentamos a
continuacíon las relaciones de dispersión obtenidas.

Para los modostransversalesse tiene

ω2

ω2
0

=
1
2

(
1±

√
1− 4 α β sen2(kz a)

(α + β)2

)
, (30)

donde

ω2
0 =

4 (α + β)
µ

, (31)

µ = m/2 es la masa reducida de losátomos de la base pri-
mitiva. Para los modoslongitudinales

ω2

ω2
0

=
[α + β(1 + sen2(kza))]

2(α + β)

×
(

1± (α + β) cos2(kza)
α + β(1 + sen2(kza))

)
. (32)

4. Relaciones de dispersión en la direc-
ción [1 1 0]

La geometŕıa del problema para el caso cuando el vector de
ondak es normal a los planos cristalinos (1 1 0) se ilustra en
la Fig. 3. Por lo tanto, los vectores unitarios están dados por

κ1 =
1√
3
(−1, 0,−

√
2) ,

κ2 =
1√
3
( 1,−

√
2, 0) ,

κ3 =
1√
3
( 1,

√
2, 0) ,

κ4 =
1√
3
(−1, 0,

√
2) . (33)

Nuevamente hemos elegido, por simplicidad, un sistema
de coordenadas de tal forma que la dirección de propagación
sea a lo largo del ejez ( k = (0, 0, kz)). Esta vez, las expre-
siones para las matricesN y M [vea las Ecs. (17)] toman
la forma

M =




Mx x 0 Mx z

0 My y 0
Mz x 0 Mz z


 ,

N =




Nx x 0 Nx z

0 Ny y 0
Nz x 0 Nz z


 , (34)

donde

Mx x = mω2 − 4 (α + β)− β (cos δ − 1)2,

Mx z = −i β
√

2 (cos δ − 1) senδ,

My y = mω2 − 4 (α + β),

Mz x = −Mx z,

Mz z = mω2 − 4 (α + β)− 2 β sen2δ,

Nx x = 2 (α + β) (1 + cos δ),

Nx z = −i 2
√

2 (α− β) senδ,

Ny y = 4 (α + β cos δ),

Nz x = Nx z,

Nz z = 4 (α cos δ + β),

δ = kz a
√

2.
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FIGURA 3. Sistema de coordenadas con los ejesx, y, z paralelos
a las direcciones[001], [11̄0], [110], respectivamente.(0), (−a) y
(a) indican las alturas enx (el eje perpendicular al plano de la hoja)
de losátomos.

La forma de las matrices en la Ec. (34) nos dice que los
modos transversales en la dirección y se encuentran comple-
tamente desacoplados. Luego, directamente de las Ecs. (15),
obtenemos

My y uy
1 + Ny y uy

2 = 0,

My y uy
2 + Ny y uy

1 = 0. (35)

Por lo tanto, las relaciónes de dispersión de los modos trans-
versales en la dirección y son las soluciones de la ecuación

My y My y −Ny y Ny y = 0 , (36)

y pueden escribirse, finalmente, como

ω2

ω2
0

=
1
2

(
1±

∣∣∣∣
α + β cos δ

α + β

∣∣∣∣
)

. (37)

Para encontrar las relaciones de dispersión de los 4 mo-
dos restantes (dos modos transversales y dos longitudinales),
escribimos el sistema de ecuaciones (10) y (11) reducido a 2
dimensiones:

−m ω2 u1 = U12 u2 + U11 u1,

−m ω2 u2 = U∗
11 u2 + U∗

12 u1 , (38)

en donde se ha tomado en cuenta (14). Aquı́,

U11 =
(

Ux x
11 Ux z

11

Uz x
11 Uz z

11

)
,

U12 =
(

Ux x
12 Ux z

12

Uz x
12 Uz z

12

)
, (39)

donde

Ux x
11 = −4 (α + β)− β (cos δ − 1)2,

Ux z
11 = −i β

√
2 (cos δ − 1) senδ,

Uz x
11 = −Ux z

11 ,

Uz z
11 = mω2 − 4 (α + β)− 2 β sen2δ,

Ux x
12 = 2 (α + β) (1 + cos δ),

Ux z
12 = −i 2

√
2 (α− β) senδ,

Uz x
12 = Ux z

12 ,

Uz z
12 = 4 (α cos δ + β),

δ = kz a
√

2.

Para el ćalculo posterior es conveniente hacer el siguiente
cambio de variables:

u2 = u− 1
2

ξ,

u1 = u +
1
2

ξ, (40)

dondeξ y u denotan los desplazamientos relativo y del centro
de masa (en el planoxz) de los dośatomos de la celda primi-
tiva. El factor1/2 que aparece en los términos de la derecha
en la Ec. (40) resulta del cociente de la masam de uno de
los átomos de la base entre la masa total2m. El sistema (38),
entonces, se transforma en

−2mω2 u = P u + S ξ,

−µ ω2 ξ = Qu + R ξ, (41)

donde las matricesP , Q, R y S tienen las formas simples

P = U12 + U∗
12 + U11 + U∗

11

=
(

P x x 0
0 P z z

)
, (42)

Q =
1
2

(U12 − U∗
12 + U11 − U∗

11)

=
(

0 Qx z

Qz x 0

)
, (43)

R =
1
4

(−U12 − U∗
12 + U11 + U∗

11)

=
(

Rx x 0
0 Rz z

)
, (44)

S =
1
2

(−U12 + U∗
12 + U11 − U∗

11)

=
(

0 Sx z

Sz x 0

)
, (45)
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con sus elementos diferentes de cero dados por

Qxz = i
√

2 [β (cos δ − 1) + 2(α− β)] sen δ,

Rxx = −1
2
[(α + β)(6 + 2 cos δ) + β(cos δ − 1)2],

P zz = 8 α(cos δ − 1)− 4 β sen2δ,

Szx = −i
√

2 [β (cos δ − 1) + 2(α− β)] sen δ,

Qzx = −i
√

2 [β (cos δ + 1)− 2 α] sen δ,

Rzz = −β (4 + sen2 δ)− 2 α (cos δ + 1),

P xx = 4(α + β)(cos δ − 1)− 2 β(cos δ − 1)2,

Sxz = i
√

2 [β (cos δ + 1)− 2 α] sen δ,

La simetŕıa del conjunto de matricesP , Q, R y S, permite
escribir el sistema de ecuaciones matriciales (41), en dos pa-
res de ecuaciones acopladas. El primer par de ellas describe
el acoplamiento de la componente transversal (ux) del des-
plazamiento del centro de masa con el desplazamiento longi-
tudinal (ξz):

−2mω2 ux = P x x ux + Sx z ξz,

−µ ω2 ξz = Qz x ux + Rz z ξz. (46)

El segundo par de ecuaciones resulta del acoplamiento del
desplazamiento longitudinal (uz) del centro de masa con el
desplazamiento relativo transversal (ξx):

−2mω2 uz = P z z uz + Sz x ξx ,

−µ ω2 ξx = Qx z uz + Rx x ξx. (47)

Las relaciones de dispersión que resultan de los dos pares
de Ecs. (46) y (47), pueden escribirse como

ω2

ω2
0

= Γ1

(
1±

√
1− Γ2

)
. (48)

De acuerdo con el sistema de Ecs. (46), un modo acústi-
co transversal está acoplado al modóoptico longitudinal y los
valores deΓ1 y Γ2 en (48) est́an dados por

Γ1 = −4Rxx + P zz

32(α + β)
, (49)

Γ2 =
16(P zz Rxx −Qxz Szx)

(4Rxx + P zz)2
. (50)

Finalmente, del sistema de Ecs. (47) que describe el aco-
plamiento del modo aćustico longitudinal con unóoptico
transversal, encontramos los parámetros para la relación de
dispersíon (48):

Γ1 = −4Rzz + P xx

32(α + β)
, (51)

Γ2 =
16(P xx Rzz −Qzx Sxz)

(4Rzz + P xx)2
. (52)

5. Relaciones de dispersión en la direc-
ción [1 1 1]

En este caso es conveniente utilizar un sistema de coordena-
das como el que se muestra en la Fig. 4. Por consiguiente, los
vectores unitarios de enlace están dados por

κ1 = ( 0, 0,−1) ,

κ2 =

(√
2

3
,

√
2
3
,

1
3

)
,

κ3 =

(√
2

3
, −

√
2
3
,

1
3

)
,

κ4 =

(
−2
√

2
3

, 0,
1
3

)
. (53)

Nuevamente, el sistema de coordenadas elegido es tal que el
vector de ondak resulta paralelo al ejez ( k = (0, 0, kz)).
En esta geometrı́a y de acuerdo con las expresiones (13)-(14),
las matricesN y M en (17) adquieren una forma diagonal:

M =




Mx x 0 0
0 My y 0
0 0 Mz z


 , (54)

N =




Nx x 0 0
0 Ny y 0
0 0 Nz z


 , (55)

donde

Mx x = mω2 − 4 (α + β),

My y = Mx x,

Mz z = mω2 − 4 (α + β)− 3
2

β(1− cos 4 δ),

Nx x = 4 (α− β) ei δ + 2 β (3 ei δ + e−i 3 δ),

Ny y = Nx x,

Nz z = (α− β)[eiδ + 3e−i 3 δ] + 2 β [3 ei δ + e−i 3 δ],

δ =
kz a

√
3

3
.

Gracias a la simetrı́a de las matricesN y M , podemos
proceder de manera similar al caso de la dirección [001] (vea
la Sec. 3), introduciendo la matriz diagonal (22):

D = N∗N −M∗M =




Dx x 0 0
0 Dy y 0
0 0 Dz z


 , (56)

Rev. Mex. F́ıs. 50 (2) (2004) 96–103
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donde ahora

Dx x=m2ω4−8m(α+β)ω2+16(α+β)2−|Nxx|2, (57)

Dy y=Dx x, (58)

Dz z=m2ω4−m [8(α+β)+3β(1− cos 4δ)] ω2

+
[8(α+β)+3β(1− cos 4δ)]2

4
−|Nzz|2. (59)

Las relaciones de dispersión se obtienen igualando a cero ca-
da uno de estos elementos (Dxx = Dyy = Dzz = 0). Final-
mente, se tiene

ω2

ω2
0

= Γ1 (1± |Γ2| ) , (60)

donde el signo+(−) corresponde a los modośopticos
(aćusticos). Los valores deΓ1 y Γ2 para la relacíon de dis-
persíon de los modos transversales (degenerados) son

Γ1 =
1
2
,

Γ2 =
2 (α− β) ei δ + β (3 ei δ + e−i 3 δ)

2(α + β)
. (61)

Por otro lado, para los modos longitudinales:

Γ1=
1
2

+
3β(1− cos 4δ)

16(α + β)
,

Γ2=
2

{
(α−β)[eiδ+3e−i3δ] + 2β[3eiδ+e−i3δ]

}

8(α+β)+3β(1− cos 4δ)
. (62)

6. Análisis de las bandas fońonicas de C

A continuacíon presentamos las gráficas de las bandas
fonónicas téoricas para diamante (C) (Fig. 5), obtenidas
por medio de los resultados analı́ticos desarrollados en las
Secs. 3, 4, y 5.

FIGURA 4. Sistema de coordenadas utilizado con el ejez perpen-
dicular al plano cristalino (111).

FIGURA 5. Bandas fońonicas del C calculadas con el modelo de
Keating.

Los valores deα y β se pueden obtener ajustando las
pendientes de las ramas acústicas, téorica y experimen-
tal, en el ĺımite de longitudes de onda larga para una di-
reccion dek arbitraria (cerca del puntoΓ). Sin embar-
go, en nuestro ćalculo, los datos de estos parámetros fue-
ron tomados directamente del trabajo desarrollado por Kea-
ting [4]: α = 1.2 × 105 din/cm, β = 0.85× 105 din/cm.
Además, usamos la masam = 1.992× 10−23 gr, con lo cual
ω0 = 2.931× 1014s−1.

En las gŕaficas téoricas para C que describen las relacio-
nes de dispersión de los fonones en la dirección [1 1 0] (direc-
ción Σ en la Fig. 5), se observan las 6 ramas caracterı́sticas
de un cristal con una base diatómica. En cambio, en las di-
recciones [0 0 1] (direción ∆) y [1 1 1] (direccíon Λ), sólo
se llegan a observar 4 ramas, debido a la degeneración de los
modos transversales, tal y como se demostró en las Secs. 3
y 5.

En el ĺımite de longitudes de onda larga (k → 0 ), las fre-
cuencias aćusticas son lineales enk, y las frecuenciaśopticas
son independientes dek. Esto se puede analizar de mane-
ra expĺıcita, calculando las ası́ntotas de nuestros resultados
anaĺıticos. A manera de ejemplo tomemos la solución (30)
que nos representa las relaciones de dispersión de los modos
transversales en la dirección [0 0 1]:

ω2 =
2 (α + β)

µ

(
1±

√
1− 4 α β sen2(kz a)

(α + β)2

)
. (63)

Considerando el hecho de que para argumentos pequeños,
sen(kz a) ≈ (kz a) y que(1−x)1/2 ≈ 1−(1/2) x, hallamos
los siguientes resultados,
Para el modo aćustico,

ω2 ≈ 16
(2m)

(
α β

α + β

)
(kz a)2; (64)

y para el modóoptico,

ω2 ≈ 4 (α + β)
µ

. (65)

Las expresiones (64) y (65) ponen de manifiesto el com-
portamiento caracterı́stico de las frecuencias en el lı́mite de
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longitudes de onda larga. El análisis de cualquier otro modo
es similar.

Nótese que en el borde de la primera zona de Brillouin
(en el puntoX), las frecuencias fońonicas correspondientes
a las direcciones [0 0 1] y [1 1 0], se unen de la misma ma-
nera que se observa en los resultados experimentales [8]; es
decir en los puntosX1, X3 y X4 en notacíon convencional.
Calculemos los valores de la frecuenciaω en estos puntos.
Considerando nuevamente la expresión (30) (relaciones de
dispersíon de los modos transversales en la dirección [0 0 1])
y dado el valor dekz = π/2a, obtenemos

ω2

ω2
0

=
1
2

(
1±

√
1− 4αβ

(α+β)2

)
=

1
2

(
α+β ± (α−β)

α+β

)
. (66)

Seǵun (66), el valor deω para el modo aćustico en el punto
X3 es

ω

ω0
=

√
β

α + β
, (67)

y el valor deω para el modóoptico enX1 es

ω

ω0
=

√
α

α + β
. (68)

Luego, de la expresión (32), encontramos enX4:

ω

ω0
=

√
α + 2β

2(α + β)
(69)

Los resultados (67)-(69) se obtienen, también, substituyen-
do kz = π/

√
2 a en las expresiones (37), (48)-(52) para las

relaciones de dispersión en la direccíon [110].
Aunque el modelo de Keating describe varias caracterı́sti-

cas importantes de las bandas fonónicas de la estructura de
diamante, no logra reproducir correctamente las bandasΣ3.
En verdad, de acuerdo con los resultados experimentales del
trabajo [8], el ḿınimo de la bandáopticaΣ3(O) y el máximo
de la banda aćusticaΣ3(A) est́an separados por una brecha
pequẽna en comparación con la brecha que se obtiene con el
modelo de Keating (vea la Fig. 5).

Finalmente, cabe comentar que el modelo de Keating
tambíen ha sido aplicado a otros materiales con estructura de
diamante como Si y Ge [4,9], y a materiales con estructura de
zinc-blenda [9, 10]. Se ha encontrado que el modelo de Kea-
ting reproduce las caracterı́sticas generales de las relaciones
de dispersíon fońonicas de estos materiales, excepto por un
aplanamiento de la rama de los modos acústicos transversales
que es observado cerca del borde de la zona de Brillouin en la
direccíon [001] [11,12]. Weber [13] construyó un modelo ba-
sado en el de Keating, introduciendo cargas efectivas para los
enlaces covalentes. El modelo resultante se conoce como mo-
delo adiab́atico de cargas de enlace (Adiabatic Bond Charge
Model), y se ha demostrado numéricamente que reproduce de
manera muy satisfactoria las bandas de fonones para estruc-
turas tanto de diamante [13,14] como de zinc-blenda [15].

7. Conclusiones

Se obtuvieron las ecuaciones generales que describen el
movimiento de lośatomos en un cristal con estructura de dia-
mante usando el modelo de Keating. Estas ecuaciones per-
miten calcular las relaciones de dispersión ω = ω(k), en
principio, para cualquier dirección de propagacion del vector
de ondak. Se calcularon de manera analı́tica las relaciones
de dispersíon para tres direcciones de alta simetrı́a: [0 0 1],
[1 1 0] y [1 1 1], obteniendo f́ormulas expĺıcitas para cada
una de ellas. Se presentaron las gráficas de las bandas fonóni-
cas téoricas para el diamante (C), las cuales describen las ca-
racteŕısticas principales de las relaciones de dispersión, ob-
servadas en el experimento [8]. El método aplicado aquı́ para
obtener expresiones analı́ticas de las relaciones de dispersión
de fonones, podrı́a servir en el caso de modelos más sofisti-
cados que se basen en el de Keating.
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