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Cuando permitimos que la constante de Hooke de un oscilad@narmtienda a cero, el sistema se vuelve libre. Examinamosigste |
en el contexto de la méaaica c@éntica, donde los valores cuantizados de la éaesg acumulan en un continuo y donde las funciones de

Hermite se vuelven ondas planas.

Descriptores: Oscilador armnico; limites regulaes; ondas planas.

When we let the Hooke constant of a harmonic oscillator tend to zero, the system becomes free. We examine this limit in the context of
guantum mechanics, where the quantized energy values accumulate to a continuum, and where the Hermite functions become plane waves.
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1. Introduccion: los sistemas @sicos

El oscilador armnico chsico es un sistema métco cuya
fuerza de restituéin —xq es proporcional, por la constante
de Hookex, a la separadn g entre el punto masay el cen-
tro del oscilador. Su eneies
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y su valor oscila en el tiempo entre el sumandoétioo
(proporcional ap?) y el sumando potencial (proporcional
a ¢?); pero su suma, la endeytotal (1), es constante. El
movimiento de su posiéh ¢(¢) (ad como su momento

El limite de estas trayectorias —en ragiza chsica— son
lineas rectas.

En mea@nica c@ntica unidimensional, un potencial no-
singular cuya contraparteadica mantenga a las partlas
en un intervalo finito (compacto), gozade un espectro dis-
creto y no-degenerado —y el del oscilador amico aderas
es igualmente espaciado. Entretanto, laipald cuantica li-
bre despliega un continuo de eri@g)(cero y positivas); para
cada valor (excepto cero), las funciones seno y coseno son
las dos soluciones degeneradas en éaerglistinguidas por
su paridad [1]. Para examinar el procesoidgte de una su-
cesbn de osciladores énticos al sistema libre debemos re-
emplazar el argumento somero del casxsido anterior, por

p(t)=pdq(t)/dt) es armbnico, es decir, su trayectoria es una yna observadh mas cuidadosa dedmo las enefigs discre-

sinusoide:

q(t) = Quax SEN(WE + D),

2F
E T=4/—
Imax (B, B) 1 =14/ pa
w:= /% 2)
"

donde el punto de retorng.... y la fasep estin determinadas
por las condiciones iniciales.
Cuando la fuerza de restitiei de un oscilador se debili-

ta hasta desaparecer (es decir, su constante de Hooke tie

a cerox — 0), el sistema se convierte en una paurta libre,
cuya energ es toda ciética,

in > 0.

Fclasica —
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3)
En este aitulo consideraremos elinite de una suce-
sion de osciladores, etiquetados pore {1,2,...}, cu-
yos padmetros de Hooke SOR; k1/j, de modo que
lim;_, x; = 0. Las trayectoriag”(¢) formatan una suce-
sion correspondiente de sinusoides cuyas amplitggesy
pefiodos(w?)~! en (2) crecen proporcionaleg®? — oo.

tas de los osciladores tienden a un continuo, y @eaclas
funciones de onda de Hermite limitan a las funciones trigo-
nometricas.

El limite libre del oscilador arfmico y otros imites si-
milares, aunque aparecen condorfiulas entre funciones es-
peciales en tablas [2], no hemos encontrado niende es-
te caso concreto en los textos de émgica cantica. Aql,
nuestro propsito es analizar la contraéei que sufren siste-
mas canticos que denominaremos “discretos o compactos
a limites “continuos 0 no-compactos” mediante este ejemplo
distinguido. En la Sec. 2 recordaremos los sistemastitos

”

nc&)érespondientes; lafdticas para probar dihite sean ex-

puestas en la Sec. 3y aplicadas en la Sec. 4. Comentaremos el
contexto deesta en otras contraccionesaboygas en la Sec. 5.

2. Ecuaciones, energs y funciones de onda

La ecuaddn de Schidinger del oscilador arémico
cuantico, sus solucione$,,(q,w) de cuadrado integrable y
valores propios de la enéeg son bien conocidos [1]:

——+ 4

(_572 ? aw?
24 dg? 2

)\Ifn<q,w> = E,w)Yy(q,w), (4)
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w=/k/p, Ep,w)=hw(n+31), y tiene unidades de distancia, la cual se puede comparar
con (8). (Las normalizaciones de Dirac deben probarse con
n€{0,1,2,...}. ®) cuidado, integrando ambos miembros de la e@raanterior
La posicbn ¢ tiene unidades de distancia y las funciones deen compéia con funciones suaves de decrecimiedfaido,
onda normalizadas gase abajo (8)] tienen unidades dizra con un intercambio cuidadoso de integrales [3]).
de distancia inversa. Definimos la variable y funciones de on-

da sin dimensiones 3. Expresiones apropiadas para eliinite
. pw  h\/A T 5
rTi=q T Y (@) 1= (/Tw> n(@w), (6) Analizaremos primero las enéag de una secuencia de osci-

ladores cuyas constantes de Hodkg} 2, tienden a cero.

gue resuelven la Ec. (4) eartminos de una funéh gaussiana . . ;
Seia mas conveniente usar las frecuencias

decreciente y polinomios de Hermitg, (x). Ellas son

1 2 00 o _
Yn(®) = \/Ti\feiz /2 Hy (), (7) {w}ﬂzl’ Wi - M7
n!2%\/m

y la normalizadbn (sin unidades) es tal que en erminos de las cuales los niveles de eferg, w;) es-

taran dados por (5)éstos son igualmente espaciados, con

o0

una separadn constantéuw;, decreciente corj, y un ni-
/ dx (Yn (@) VY () = n, vel base(1/2)hw; — 0 al cual colapsdm todos los esta-
—o0 dos conn finita. Cuando escogemos y fijamos una eferg
oo finita positiva para la paidula libre,F,, = fiv en (9), una se-
_ / dq (Y, )" U (q, 0. (8) cugqci_a de osciladores, en niveles: crecientes que tienden
asinbticamente a esa enéages
— o0
En el imite, cuando la constante de Hooke se ha hecho Enwn) ~ hwpn ~ F,.
cero, el sistema es libre, y las funciones de onda del sistema
obedecen la ecuamn de Schidinger de ese sistema, Por ello, la secuencia que escogemos conaigte nive-
B2 g2 g lesn cada vez ras altos, en osc_iladores cada veasman-
—ﬂd—(ﬁtbfﬁ(q) = F, %), F, = hv, SV >0. (9) chos:w, ~ v/n. En consecuencia, adoptaremos la secuen-

ciaw, = v/n (n > 1), porque es la @s sencilla de tratar
Las soluciones de paridad definida poe {+,—} son las analticamente.

funciones seno y coseno, cuya normalidacse hace de ma- Escogimos la base de funciones seno y coseno
nera que su integral sobqgnp tenga unidades —como en (6) en (11) porque tienen paridad definids;(—q)=c ¢3 (),
y (8). Esto se logra redefiniendo ad como la tienen las funciones de Hermite en (7),
1 2 n(—x) = (—=1)"n(x), en cada oscilador en la secuencia.
o HVNTT o p . -
Pp (@) :(f) 7(q), p: =+ 2huw, hV:ﬂv (10)  seiia erbneo escoger, por ejemplo, las ondas viajeras
donde es conveniente usar el fp@etrop de momento, y las bip(@) = qs;;(q) +i¢, (q) o exp(Fipq/h),
funciones trigonoratricas
. g . pq 1 pues la secuencia no converigea ellas. Similarmente, cier-
¢p (@) = N cos 75 Pp (@ = NG Sen - (1) tasformas funcionales soramapropiadas que otras para evi-

La normalizacdn de estas funciones es en el sentido de DiracdenCiar el imite que rios ocupa. En la futei de onda (7),
¢l factor gaussiane™* /2 = exp(—uw,q*/2h) tiene clara-

7 , ) mente el imite 1 cuandon — oo, pero el Imiten — oo
/ dq (d5(@))" 65 (@) = Moo 6(p — ') de los polinomios de Hermitél,, (z) no aparece bien defi-
—0 nido. El método de aalisis que ofrecemos en esteianio

IS consiste en reescribir los polinomios de Hermite como se-
h ’ ries hipergeoratricas confluentes, o funciones de Kummer
=\/— [ dg(®J@)" @} (@, (12 ' . L
7% / 7(2r@)" 0@, (12) 1F1(a;b;2) = M(a,b, 2) [4], cuyas propiedades asiticas
- se prestaiptimamente para este p@gto. Sus expresiones

| son[4]:
(—=1)z" ! L
(1n)! 1Fi(—3n; 5527), n par
@ =1 Cpyao-by "
(2n — ),'21’ 1F1(*%(nf1);%;1,2)’ nimpar.
2
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donde para tod& > 0 entera (nivek par o impar),

G.S. POGOSYAN, L.E. VICENT Y K.B. WOLF

k factores

N

Z

1Fi(—N; b; 2

=GN

(k— N —1) 2%

=0

Do+2)---(b+k—1) kI’ (14)

la serie se corta y la funin es un polinomio de grady.

Los denominadores en (13)—(14) &ey parab = 1/2
y 3/2, son
parab=1/2:
B 1(2k-1) - 12

k= (2k)!/2%k, (15)

(SIS

parab = 3/2:
2.k = (2k+1)1/2%. (16)

En cuanto a los numeradores, cuamdccrece y al mismo

tiempo hacemos decrecer la escala del argumento definiendo

r =: y/2v/N, los sumandos en (14) con (15) y (16)a@er
asinbticamente(—1)*y?* /(2k)! y (—=1)ky?*+1/(2k + 1)),
habiendo desaparecido todos los factoresVdeAsi vemos
que los Imites de las secuencias hipergé&tricas son clara-
mente
lim 1F1<
N—o0

N; 45 /AN ) = cosy, (17)

Jm 1F1(—N; 3, y2/4N) = Seny/y, (18)

y convergen en todo el plano complejo < oco.
Como 1 Fi(a;b;0) = 1, podemos verificar qué’, (0)

(comparando con la Ref. 4), éastlado correctamente por

k factores

I
4. Comportamiento del imite

Los desarrollos de la seéei anterior implican, para la fun-
cion de onda (7) cuyo argumentoes- y/2+/n, que

1
lim m4(=1)"g,, L) = — cosy,
i Ao (5 5) = 7 cony
n=2m, (21)
1
I 1/4 1 m m ( ) ) —
L m (=)™ b2m+1 Wi ﬁseny,
n=2m+1, (22)

donde las frecuencias y los argumentos son

"’ 2/n hn 2hy/n’ I
(23)

En consecuencia, hemos probado la conttacdeseada para
las funciones de ondésicasV,,(q; w,), en la forma

dm (50) (=12 (g wn) = @ (@),
npar,  (24)
nlgrgo(%[n—l])1/4(—1)("_1)/2‘11n71(q;wn—l) =, (),
n impar, (25)

los prefactores en (13). En particular, notamos que las fa-

ses(—1)"?y (=1)(»=1)/2 solamente reflejan la definai

conw, = v/n.La norma de las funciones en la secuencia es

historica de los polinomios de Hermite, cuyos signos en el — oo, de modo que la integral (8) converge a (12) en el

origen alternan, mientras que las funciones trigogiitas
soncos0 = 1 = lim,_,¢ sin y/y. El factor de normalizadn
y los resultados de (15)-(16) requierendanfiula asinbtica
de Stirling [4] en su form&N)!/(N!)? v—% 22N+ /\/7N;
con ella probamos

(2m)! %m_i , (19)

V(2m+1)!

1 1
m! 2m+§ S

il

n=2m par ————
ml2mri

n=2m+1 impar: +i,

m—»oo —m

T

Recordamos que paraimpar, en (13) an es necesario mul-
tiplicar la serie hipergeogitrica por2z = y/+/n, por lo que
las constantes frente a las funciones trigoatimas (20) ten-
dran el mismo comportamiento agitico~ n—'/%/,/x, tan-
to en el caso de par como en el impar.

sentido esperado.

En la Fig. 1 mostramos elrhite que nos ocupa para
estados pares (izquierda) e impares (derecha) del oscilador
armbnico. Sus funciones sin unidades(x) estn graficadas
con una escala horizontal determinada por las cotas del mo-

vimiento cBsico,¢,... = V2E/k = 2 = 2n+1,y
una escala vertical camn. En cada difica a partir dev = 4
indicamos un reéngulo cuyo ancho esrn—'/2 y cuyo al-
to es2n—1/4. El contenido de este reéotgulo converge a las

funciones trigonorgtricas en el intervale-47 < y < 4.

5. Contexto y conclusiones

Hemos probado ariticamente que las funciones de onda del
oscilador armnico cuantico,{¥,,(q, w,)}52, en (6)—(7), las
cuales forman una base numerable y ortonormal en sentido de
Kronecker bajo la integral (8), cuando— oo se contraen a

Rev. Mex. Fs. E51 (1) (2005) 18-22
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FIGURA 1. Funciones de onda del oscilador &mto cuantico,y, (z) paran par (izquierda) y para impar (derecha), representando los
limites de las secuencias (21) y (22), respectivamente. La escala horizontalsanal queiheas verticales son las cotas del movimiento
clasico,z{"), = v/2n + 1. En cada dafica (a partir de. = 4) hay un recangulo de anchdrn~'/? y alto2n /4, cuyo contenido converge,
conformen — oo, a la funcbn coseno y seno respectivamente, en su intervdlo < y < 4.

las funciones de onda de la gattla Iibre,{@g(q)}ggg{g’_} armonicos unidimensionales con barrera céaga, cuyos
en (10)—(11), las cuales forman una base ortonormal en sepotenciales son /2(kz? + \/z?), > 0. Estos se con-
tido de Dirac (12), en la forma descrita por (21) y (22). Eltraei&n a paficulas ‘libres’ con potenciales cefitrgos so-
limite fue probado representando los polinomios de Hermitéos, 1/2)\/z2. Estas contracciones establéoeque secuen-
como funciones hipergedstricas confluentes. cias de funciones de Laguerre tienen porite las funciones

de Bessel dérdenes relacionados con paral > —1/4.

Existe una gran variedad de contracciones de sistemaS$s funciones de Whittaker esdar en el imite cuando

ligados a sistemas libres que taémise pueden tratar con —1/4 < A < 3/4 (intervalo excepcional, espectro acotado
métodos como el detallado dgurales son los osciladores

Rev. Mex. Fs. E51 (1) (2005) 18-22
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por debajo) yA < —1/4 (caso cenipeto fuerte, espectro no mo lo hicieronindnii y Wigner en 1953, en el 4culo “On

acotado por debajo). Allos espectros no sadimicos, pues the contraction of groups and their representations” [6]. Un

hay una familia uniparaétrica de extensiones autoadjuntasgrupo homomorfo @&se es el de matrices reales & 2,

para el operador hamiltoniano de Satlinger, cuyos espec- que describe los sistemas rae@cos chsicos y canticos

tros no son igualmente espaciados. (jy opticos georatricos, ondulatorios y @nticos!) llamados
Asimismo podemos inquirir sobre otros sistemas, comd¢uadaticos;éstos incluyen a los osciladores @mico y re-

los osciladores repulsivos, cuyo potencial invierte el signo depulsivo (Wase por ejemplo [7]: “The unitary irreducible re-

armbnico, —xz2, cuyo espectro es un doble conio clasifi- ~ presentations of SL(®) in all subgroup reductions”). Todas

cado por enefig E € Ry paridado € {4, -}, y cuyas fun- las funciones propias de estos sistemas involucran funciones

ciones de onda son de cilindro padibo [3]. Cuandas — 0, hipergeongtricas gaussianas y confluentes. Dentro de este es-

la barrera que representa el potencial para las ondas viajerggema podemos estar seguros queitoges existian, y para

de enerip negativa se vuelve cada veasmancha; como all  determinarlos anéllcamente hemos propuesto agluso de

las funciones de onda decaen exponencialmente, émig| una serie apropiada para este objetivo particular.

todas se volvém cero. Solamente las soluciones de €iaerg

positiva tvendfnn ﬁ.mite a funciones trigonoétricas. Eli,m_ite Agradecimientos

a la funcbn de Airy ocurre cerca del punto de retornasito

y también es de intés [5]. Estas contracciones pueden pre-Es un gusto agradecer comentarios de Natig M. Atakishiyev

sentar otras dificultadesdticas que meredan un estudio  (Instituto de Materaticas UNAM/cuernavaca) y de Jamil Da-

monogafico. boul (Departamento dei$ica, Universidad Ben Gurion, Beer
En realidad, todas las contracciones mencionadas arritheva), dando fe del apoyo ded&APA—-UNAM al proyec-

(y algunas ras) son casos particulares contenidos en el grupto PAPIIT 1026030ptica Matenatica, as como la beca de

de transformaciones relativistas en 2+1 dimensiones, cuangmsgrado de L.E.V. contenida en el proyesEP-CONACYT

dejamos que la velocidad de la luz aumente al infinito, co44845 del mismo nombre.
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