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Las cartas de Gurney-Lurie sonafjicas de la soludn del modelo mateatico de conducéin de calor en estado no-estacionario para
geometras prototipo como placa plana, cilindro de longitud infinita y esfera. En el presente trabajo se reporta un ejercicio deagimyo did
consistente en la evaluaci de tres esquemas de diferencia finita para la smudel modelo mateatico de conducéin de calor y la
construcadn nunérica de las cartas de Gurney-Lurie, utilizando un conjunto @pede paametros nur@ricos. Se considera que este
trabajo puede utilizarse en cursos avanzados de programas de ciencias eimgemeidraten sobre la soldci nunérica de ecuaciones
diferenciales parciales o transferencia de calor.

Descriptores: Cartas de Gurney-Lurie; diferencias finitas; sotuchunérica de EDP’s.

Gurney-Lurie Charts are plots of the mathematical model solution for non-steady state heat conduction in prototype geometries like flat
plate, infinite length cylinder and sphere. In this work, we report a didactic exercise which consists in the evaluation of three finite difference
schemes for the solution of the heat conduction mathematical model and the numerical construction of the Gurney-Lurie Charts, using a
particular set of numerical parameters. This work can be applied in advanced courses of science and engineering programs related with the
numerical solution of partial differential equations or heat transfer.

Keywords: Gurney-Lurie Charts; finite differences; numerical solution of PDE's.
PACS: 02.70.Bf; 44.05.+e; 01.50.Ht

1. Introduccion Uno de estos proyectos semestralesfdigie por los auto-
res y asignado recientemente en nuestro curso a nivel pos-

Una de las herramientas néntas de mayor aplicam enla  9rado “Métodos Nurgricos en Ciencias e Ingeniaf, con-

solucbn de ecuaciones diferenciales parciales que surgen ¢St en la evaluadin nunerica de tres esquemasisicos de
modelamiento de fénmenos fsicos, gimicos o biobgicos ~ diferencia finita para la construcei de las llamadas cartas de

lo constituyen lasécnicas de diferencia finita. Sus ventajasGurney-Lurie de transferencia de calor por condolara
se ponen de manifiesto sobre todo en casos donde no puedado no-estacionario.

obtenerse la solugh deseada empleand@tados andficos, El trabajo a desarrollar durante la elabogacide este
ya sea que se trate de una ecaadie tipo no lineal, se pre- Proyecto resulta amplio e integral, en el sentido de que re-
tenda modelar geomés complejas o las condiciongml-  quiere aplicar conceptos que van desde la discretinade

te sean mateaticamente Comp|icadas_ Este tipo de metodoja ecuaabn diferencial parcial Yy condiciones frontera/inicial
logia, adenas, compite en forma satisfactoria con d@itodo ~ 9ue gobiernan el proceso de transferencia de calor para ca-
numérico de elemento finito y en ocasiones lo supera en a$la geomeie, el ailisis de estabilidad para determinar los
pectos relativos a eficiencia deraputo y facilidad de progra- taméios de malla que sea conveniente utilizar, el uso de len-
macibn. Debido a ello es un tema obligado en todo curso quéuajes de programami (en este caso FORTRAN 77) para
trate sobre la soludh nunerica de ecuaciones diferenciales obtener las soluciones aitada y nunerica del problema, el
parciales en programas de posgrado en ciencias e ingeniercalculo de errores nuémicos, hasta la aplicam de software

El enfoque tradicional de ersanza de este tipo de me- para la generaén de las gaficas correspondientes (Micro-

g ) : . soft Exce[Mfue el disponible).
todolodas consiste en presentar en sesiones de claseila teor A . - .
En esta presentani nuestro objetivo es describir el ejer-

basica de aproximaciones de diferencia finita, los conceptos

. . . . : Cicio asignado a los estudiantes, el procedimiento utilizado
de convergencia, consistencia y estabilidad, y aplicar estas

- . - : para evaluar tres esquemaasitos de diferencias finitas pa-
técnicas en la soluah de modelos matesticos de tipo pa- . ;

L ) L , ra la construcdin de las cartas de Gurney-Lurie y algunos re-
raldlico, eliptico e hiperblico a traes de tareas semanales Py . : .

: . Co T sultadosfpicos obtenidos durante la implementacde este
asignadas al estudiante. En nuestra experiencia, &xlem

este planteamientaakico, hemos obtenido resultados positi_ex_penmento nurgrico para un conjunto dado de paretros
: : L utilizados.

vos al asignar al grupo de estudiantes un proyectoanicm

semestral que involucre la soloai de un problema de ma- 2 Planteamiento del proyecto nurerico

yor complejidad que ilustre al alumno la aplicatide estas

técnicas en ejercicios que le permitan una mejor comgyansi Las cartas de Gurney-Lurie [1,2] representaafigamente la

de los temas discutidos en clase. solucbn del modelo mateéatico de difusbn de calor endi-
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dos de geomeim modelo tales como placa plana infinita de
espesor uniforme, cilindro de longitud infinita y esfera. Se
utilizan de forma generalizada en ciencias e ingéaipa- /\/\/\/\/
ra analizar situaciones donde la transferencia unidimensiona
de calor por conducén es dominante o donde esta aproxi- T
macbn es \alida. a
El proyecto nurérico asignado a los estudiantes consis- 60 T
tio en la evaluaéin de tres esquemasasicos de diferencia 0
finita [3] de uso corain en la soludn de ecuaciones diferen-
ciales parciales de tipo pai@iro (expicito, completamente
implicito y Crank-Nicolson) y seleccionar el esquemasm
exacto (en promedio) para construir la carta de Gurney-Lurie_OO
correspondiente a cada tipo de geofaetnodelo (placa pla-
na infinita de espesor constante, cilindro de longitud infinita
y esfera).

NN

3. Modelo matenmatico

El modelo cuya soluéin se presenta gficamente en cada
carta de Gurney-Lurie se obtiene de la represedtanma-
tematica del siguiente féémeno para cada tipo de geonietr x=-L x=0 x=+L
“Consicérese undalido homogneo, istropo, con difusi-
vidad €rmica constante (independiente de temperatura), si'gIGURA 1. Esquema deddido con geometa tipo placa plana de
generadn interna de calor y un valor de temperatura inicial longitud infinita.
Ty, el cual es Bbitamente inmerso en una masa infinita de
fluido de temperatura,l Se desea determinar la temperatura
en el $lido como funcbn de la posidn y el tiempo, T(x,t) donde

o T(rt).”
Dado que la difusividadérmica es constante aplica la
teofia lineal de conducdn de calor, por lo que, si no exis- T = T(z,t) = temperatura en ebtido,
te generadin interna de enetrg en el slido y la transfe- }
rencia es unidimensional, la ecuaigeneral de balance de ¢ = tiempo,

c_qlor se red,u;e ala ;egunda ley de Eogrler. L{;l _representa- o = difusividad €rmica,
cion esqueratica del sistema, la descripa matenatica del
problema en forma dimensional y adimensional, y su solu- x = posicon,

cion analtica se presentan a continuacipara cada tipo de LI
geometia. Bi = = nimero de Biot,
3.1. Placa plana infinita de espesor constante T, = temperatura del fluido (constante),

En la Fig. 1 se presenta un diagrama del sistema de placa Ty = temperatura inicial delido (constante),

plana infinita de espesor constante. h = coeficiente de transferencia convectiva de calor,
3.1.1. Modelo mateéatico dimensional L = espesor de la placa,
k = conductividad érmica del élido

or _ 327T (independiente de temperatura) (5)
ot~ " oa2’ @

con las siguientes condiciones frontera/inicial:

or 0 N 20 At 0 5 La condicbn frontera en x = 0 [Ec. (2)] expresa la sime-
or en r= para & >0; (2) tria del perfil de temperatura en el interior delido. La con-
T Bi dicion frontera para x = + L [Ec. (3)] describe la igualdad del

A (I'-1T,), en z=+L para t>0; (3) flujo de transferencia de calor por conduty convecdn
en la superficie de la placa. Poltimo, la condicon inicial
T'=T, en t=0 para —L<wz=<I; (4)  [Ec. (4)] representa el estado délido para todo £O0.
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2

=R
FIGURA 2. Esquema de@ido con geometa tipo cilindro de lon-
gitud infinita.

=0

3.1.2. Modelo mateatico adimensional

Introduciendo las siguientes variables adimensionales en

modelo materatico formado por las Ecs. (1)-(4),

T —
Y = = temperatura adimensional, (6)
Ty — T
z= % = posicbn adimensional, @)
t
Xr, = ———— = tiempo adimensional,
T @) TP

es posible expresarlo de manera adimensional como se pr;

senta a continua@n.

oY 0’y
6XFO 0z
con
oY
5 =0, en z=0 para Xgp,>0; (10)
oY
a—+BzY—O, en z=1 para Xp, >0; (11)
z
Y =1, en Xp, =0, para—1<z<+1. (12)
La solucbn andltica al modelo mateatico

[Ecs. (9)-(12)] ha sido reportada de la siguiente forma [2]:

4sen 3,

Y= Z zﬂn + sen Qﬂn oS (6712) exp (_ﬁ?zXFo)-

(13)

Los valores caractiticos(,, son races de la siguiente ecua-
cion:
On tan 3, = Bi. (14)

Para el caso particular cuand®y — oo, la condicon
frontera (3) cambia a

T=T, en x=+L para t>0; (15)
y la condicbn frontera (11) se expresa
Y =0, en z=+1 para Xg, > 0; (16)

lo cual introduce los siguientes cambios en la s@ngg]:

4 & ncos[(2n+1) /2] 7z
> (1) (2n + 1)

C(2n+1)°

X exp 1

W2XFO] . (A7)

Es conveniente puntualizar que las anteriores condicio-
nes frontera/inicial no deben tomarse como condiciones que
la temperatura T deba satisfacer, por ejemplo, en la superfi-
cie del $lido o en el instante t = 0; son condicionesiaiite.
Estas condiciones matéticas deben entenderse en el sen-
tido de que la temperatura y/o sus derivadas tienden al valor
prescrito a medida que uno se aproxima al punto o instante de
evaluacdn [4]. En particular, la condién frontera (15) pue-
gde utilizarse cuando urbbdo de conductividadérmica (k)
muy pequéa es repentinamente inmerso en iguido para
el cual el coeficiente de transferencia convectiva de calor (h)
tiene un valor relativamente muy grande, es decir, bajo con-
diciones donde la resistencia a la transferencia convectiva de
calor es despreciable. Esta considdracnatenatica debe to-
marse como una aproximaci conveniente a un proceso real
en el cual la temperatura superficial es cambiada “rapy-r

®) damente” ala temperatura T

§2. cCilindro de Longitud Infinita

En la Fig. 2 un diagrama de un cilindro de longitud infinita.

3.2.1. Modelo matedatico dimensional
oT 0*T 10T
- el 18
ot a<87‘2+7“8r)7 (18)
con
T
8—:0, en r=0 para t>0; (19)
or
oT Bi
5 R(T T,), en r=R para t>0; (20)
T=Ty, en t=0 para r<R; (21)
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donde

r = dimenson radial,
h ) .
Bi = ?R = nbmero de Biot,

R = radio del cilindro. (22)

La interpretaddn de las condiciones frontera/inicial ante-
riores es similar al caso de la placa plana infinita de espesol
constante.

3.2.2. Modelo mateatico adimensional

Definiendo las siguientes variables adimensionales y subs:
tituyéndolas en el modelo matético integrado por
Ecs. (18)-(21),

T —

Y = = temperatura adimensional, (23)
Ty — T =0 =R
T . . .
£= R radio adimensional, 24 Furas. Esquema deddido con geometa tipo esfera.
Xro = 57— = tiempo adimensional, (25)
) (R_ /C,“) ) . 3.3. Esfera
se obtiene el siguiente modelo adimensional:
oy (32Y N 131’) (26) En la Fig. 3 aparece el esquema de una esfsidesen la
0Xro 0&2 £ 0¢ cual ocurre transferencia de calor por condaci
con
v =0 =0 X 0; 27
I en £=0 para Xpo>0; (27) 331  Modelo matedtico dimensional
oYy
a—+BzY—O en £¢=1 para Xp, >0; (28)
& oT T 20T
Y=1, en Xp,=0 para £<1. (29) =%\ oz T (35)
En la literatura [2] se reporta la soldci anaitica de las
Ecs. (26)-(29) como con
- JO ﬂng) 2 oT )
=2Bi Z 1 B2 Jo (3 exp (=67 Xro). (30) ol 0, en r=0 para t>0; (36)
Los vanres caractéaticos 3, son races de la siguiente 97 _ Bi (T—T,), en r=R para t>0; (37)
ecuaocbn: or R
By (Ba) = Bido (Bn) =0, (31) I'=T, en t=0 para r<£f. (38)

En las Ecs. (30) y (31), las J son funciones Bessel de or-
den indicado por el sabdice y primer tipo.

Para el caso particular cuand®y — oo, la condicon
limite (20) cambia a

Las condiciones frontera/inicial (36)-(38) tienen una jus-
tificacion similar a las correspondientes a la geometipo
placa plana infinita de espesor constante.

T=T, en r=R para t>0; (32)
mientras que la condian (28) se transforma en 3.3.2. Modelo mateético adimensional
Y=0, en £=1 para Xp, > 0. (33)

Substituyendo las variables adimensionales (23)-(25) en el
En este caso, la solusi analtica tambén se encuentra dis- modelo materatico dimensional descrito por Ecs. (35)-(38),

ponible [2]: resulta el siguiente conjunto de ecuaciones adimensionales:
oo J o
= 22 50J1ﬁﬁ exp (B Xpo).  (34) o _ (0 20Y 39)
w i (On) 0Xp, \ 02 £ 0¢
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con
88% =0, en £=0 para Xgp,>0; (40)
%JrBszo en £¢=1 para Xp,>0; (41)
Y=1, en Xp,=0 para £<1. (42)
Para el modelo (39)-(42), la soldéci anaitica es [2]
B 1 & + (Bi —1)*]sen 3,
- 5; e ﬁQ B (Bi 1) n (6,8)
X exp <—672LXF0) . (43)

Los valores caractaticos 3,
ecuaobn:;

son rdces de la siguiente

On cot B, + Bi—1=0. (44)
Para el cas®i — oo, la condicbn limite (37) se substi-
tuye por
T=T, en

r=R para t>0; (45)

y la condicbn frontera adimensional (41) es reemplazada por

Y=0, en £=1 para Xp, > 0. (46)
La solucbn analtica de Ec. (39) satisfaciendo (40), (42)
y (46) se expresa [2]:
2 [e'¢) n+1
gZ

sen (nré) exp (—n*m*Xp,). (47)

4. Solucbn numeérica

Para obtener la solumn nunérica del modelo mateatico
adimensional en cada tipo de georigtrse evaluaron los
tres esquemas de diferencia finitéasncomunes para solu-
cion de ecuaciones diferenciales parciales de tipo péicab
(explicito, completamente imfito y Crank-Nicolson) con
el fin de seleccionar agiicon el menor error (en promedio)
para construir posteriormente la carta de Gurney-Lurie res-
pectiva.

El enfoque utilizado para evaluar la exactitud promedio
de cada esquema némico para la geométr modelo corres-
pondiente involucra los siguientes pasos:

1. Seleccionar el tipo de geomietly la carta de Gurney-
Lurie correspondiente. Para fines ilustrativos, con-
sidérese la geomét tipo esfera.

2. Discretizar el modelo matéatico de transferencia de
calor por conducéin utilizando el esquema nuarico
a evaluar. En el Apndice A se presenta un resumen de

las ecuaciones algebraicas resultantes del proceso de

discretizaddn del modelo mateatico correspondiente

5.

8.

9.

10.

. Para Bj
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a la geometa tipo esfera empleando los esquemas ex-
plicito, completamente imfito y Crank-Nicolson. En

la numeradn nodal para geomédr tipo esfera, i = 1
corresponde al centro de la esfera e i = M+1 a la super-
ficie del lido.

. Determinar el valor éximo permitido para el pame-

tro de estabilidadX) en el esquema expito, utilizan-
do el método matricial para atisis de estabilidad, ya
gueéste incluye el efecto de las condiciongsite al
obtener el rango permitido para el garetro\ [5,6].
En el Apendice B se reporta un resumen dehlisis
de estabilidad para el esquema ésipd, empleando el
método matricial en geomédrtipo esferay amero de
Biot finito, para propsitos explicativos.

. Definir dos tamfos de cambio para espacidg;,

Azy,0,A&;, A&) y dos taméos de cambio para tiem-
PO (AX o1, AX ro2) que satisfagan. Para geomeia

tipo esfera, sean M = 10, 40 nodos (correspondientes
aAé = 0.10, A& = 0.025) Yy AX g, = 0.00005,

AX gy = 0.0001.

Seleccionar un conjunto esfifead de valores para
(Az,AXp,) 0 (AE, AXp,) definidos en el paso # 4.

. Escoger dos valores representativos @aero de Biot

(Bi1, Biz) en la carta de Gurney-Lurie elegida en el
paso # 1. Para geomgirtipo esfera, sean Bi= 0.5,
Big =0

, definir en la carta de Gurney-Lurie por
generar, dos valoresX(p,rin1 Y Xrorrn2 ) para
la abscisa %, que sean representativos de iaeh
correspondiente a BiPara geomeia tipo esfera, sean
Xrorin1 = 1.0, Xporrn2e = 3.0, para B[=05, sean
Xrorin1 = 0.25, Xporrne = 0.50 paraBi2 =00

Calcular la solud@n analtica y nun€rica para el tiem-
po adimensionaK r,rrn1 aplicando el 6digo FOR-
TRAN apropiado (escrito por los estudiantes). Expre-
sar el error RMS de acuerdo a

RMSxFrorint

M+1

_ Z 1 |:§/i,analtica_}/i,nuwérica:| ?
i=1 (M+1) )/i,analtica i
XFoFIN1

. (48)

Repetir el paso # 8 para el tiempo adimensional
Xrorrno definido en el paso # 7. Realizar los cam-
bios apropiados en la Ec. (48).

Evaluar el error RMS para Biutilizando la siguiente
expresbn

1
RMSBZ'1:§ (RMSxporin1+RMSxporin:) (49)
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11. Repetir los pasos # 7 a 10 para el valor dmaro de

Biot Bi, , obtenéndose de esta formaM Sg;».

12. Calcular RM$roa para el conjunto de valores de

nimero de Biot de acuerdo a la explasi
1
RMSprom = 5 (RMSpin + RMSpiz)  (50)

13.
RMSpron para cada combinam de valores para
(Az, AXF,) 0 (A¢, AXF,) definidos en el paso #

4, reportando los resultados en una tabla de errores

RMSpro v para cada esquema de discretibaci

14. Seleccionar el conjunto de valorés:{, A X r,) 6 (A,
AXr,) Yy el esquema de discretizaai con el menor
error RMS o para construir la carta de Gurney-

Lurie correspondiente.

5. Resultados

En la Tabla | se presenta un resumen de los resultados obte |

nidos del aAlisis de estabilidad del esquema égipb, me-
diante el neétodo matricial para cada geomatr

TABLA |. Rangos de estabilidad para el @aretro)\, esquema ex-
plicito.

Geometra NUumero de Biot Finito Nimero de
Biot Infinito
1 1
Placa Plana AL s5EmGD A< 5
ili nd1 1 1
Cilindro /\gmln{4,2+3im£)(l+ﬁ)} A< g
H 1 1 1
Esfera Agmln{g,m} A< 5

TABLA Il. Resultados de RM&zo 1 para geometa tipo esfera.

Esquema A X F»1=0.00005A X r,2=0.00010
Explicito A&=0.10 0.0105198 0.0103282
(M=10)
A&;=0.025 0.0005564 0.0005861
(M=40)
Implicito A&,=0.10 0.0112330 0.0117157
(M=10)
Ag;=0.025  0.0013065 0.0018052
(M=40)
Crank-Nicolson A¢;=0.10 0.0119934 0.0121102
(M=10)
A&;=0.025  0.0009492 0.0010706
(M=40)

Repetir los pasos # 5 a 12 con el fin de calcular "-.\

79

1

~Bi=0.5
Y o1 w

TINUBELO

\ Bi=Infinito

0 1 2 3 4 5

O\ BiE2.0

0.01

XFo

FIGURA 4. Carta de Gurney-Lurie generada nemcamente para
placa plana.

==

\. <%
ARYDNS
RN
RN

Y o1

¥ ‘\ = . B Ky
. “\Biks "\ BiHl.0 3
Bi].llﬁll"* \&l 20 ) R

0 1 2 3 4 5 6

XFo

FIGURA 5. Carta de Gurney-Lurie generada nemcamente para
cilindro.

1

Y ot 1 ~B:i:0.2
IR ¥
BN N\ >
HEYAY i T
1\ \ \
IRREREN |
:\ \\\ \ \\\ N _Bi=0.:
\ .\Bil \‘\\kil'o \
Bi=Infinjto N i
0.01
0 1 3 3 4 5

XFo
FIGURA 6. Carta de Gurney-Lurie generada nencamente para
esfera.
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Los resultados para el valor de error RM& s en el aque el tamido de los intervalosA¢, AX r,) afecta el error
caso ilustrativo de geomédrtipo esfera se presentan en lade truncamiento y el error de redondeo en sentido opuesto. El
Tabla ll. primero decrece a medida que el tdroae malla disminuye,

Los valores reportados en la Tabla Il indican que paranientras que el segundo generalmente se incrementa.
el caso ilustrativo de geomértipo esfera, el menor error Una vez identificados los esquemas que produjeron el
RMSpron Se obtuvo utilizando el esquema eixjtb con ~ menor error RM$ron en cada geométr, se genera-

M = 40 nodos y un valor de\ X, = 0.00005. Utilizando  ron las cartas de Gurney-Lurie correspondientes. Microsoft
un enfoque similar para geomietrtipo placa plana y cilin- ExcelMfue utilizado por los estudiantes para graficar los da-
dro, en nuestros experimentos renicos y para los tanfims ~ tos obtenidos (Figs. 4-6), empleando una escala normal para
de paso de tiempo y espacio utilizados, el menor RMS,;  Xro Y una escala logémica para la temperatura adimensio-
ocurrid tambén para el esquema egito. nal, Y. Las géficas obtenidas numicamente resultan indis-

Estos resultados obtenidos para un conjunto éfipede  tinguibles de las reportadas en la literatura [2].
tamdios de paso de tiempo y espacio, permitieron a nuestros EN 1as Figs. 4-6 se aprecian trésdas para cada valor
estudiantes comparar la témsobre errores de truncamiento de rimero de Biot: laihea superior representa el valor “Y”
y redondeo de esquemas nerigos con su implementazi €N el centro deld@ido, la inea discontinua expresa el valor
practica. De acuerdo a su error de truncamiento el esquenfi€ “Y" promediada en todo ebéido y la linea inferior es el
Crank-Nicolson, aplicado al caso particular del modelo pard@lor de “Y” en la superficie del@ido. La Unica excepdn
geometia esérica, tiene un error del ordefA X2, A¢?), ~ ocurre paraBi = oo, debido a que la superficie tiene un valor
mientras que el imptito es del order(AXFo, AgQ) y el ex- de Y=0 todo el tiempo y por ello no se muesiireel.
plicito tiene un errof AX r,, A?). Basandoseinicamente Los_resultados repottados anteriormente se pueden extra-
en el error de truncamiento, los resultaddssraxactos deben Polar directamente al fémeno de transferencia de materia
obtenerse con el esquema Crank-Nicolson. Sin embargo, BPf difusibn en estado no estacionario en el interior olé s
error total de la soluéin nunérica obtenida con un esquema d0s de la misma geomédt en analo al proceso de trans-
de discretizadin particular estintegrado por el error de trun- ferencia de calor analizado en este trabajo, substituyendo la
camiento ras el error de redondeo [7]. Est#imo est rela- variable temperatura por concentiagila difusividad érmi-
cionado con el error introducido debido a que la computador§2 Por la de masa, etc.
al calcular la soludn nunérica realiza todas sus operaciones
con un rumero finito de decimales, de tal forma que mientrasg.  Conclusiones
mayor sea eliimero de operaciones requeridas por un esque-
ma de discretizabh espeffico, es de esperar un mayor error En este reporte hemos descrito un ejercicio atico que
de redondeo. En los esquemas ifojpb y Crank-Nicolson es  puede ser utilizado como apoyo éittico en cursos de post-
necesario resolver un sistema de “M+1" 0 “M” ecuacionesgrado relacionados con aplicaciones detodos nuraricos
lineales algebraicas (para el caso detero de Biot finito en la solucdn de ecuaciones diferenciales parciales en cien-
o infinito, respectivamente), en cada paso de tiempo, lo cualias e ingenida. Este proyecto computacional estimula el in-
incrementa el amero de operaciones requeridas (y proporterés de la clase, debido a que los estudiantes emplean los
cionalmente el error de redondeo) comparado conéebdo  conceptos analizados durante las sesiortgctes en un ejer-
explicito en el cual se obtiene de forma directa la sdoci cicio de mayor profundidad, el cual se desarrolla a lo largo
numeérica. de todo un semestre, y adicionalmente tiene uadater inte-
Asimismo, una combina6n apropiada de tarfias de pa-  grativo ya que incluye desde los principios de discretizaci
so (A€, AXr,), puede alterar el orden de error de trunca-por diferencias finitas hasta la aplicacidel nétodo matri-
miento de un esquema dado, incrementando en algunos cagdgl para aalisis de estabilidad de esquemas kuicos, el
su exactitud. Debido a lo anterior, no siempre resulta que gual en el presente caso se utilen lugar del rétodo de Fou-
esquema de menor error de truncamientoite® arroja los rier con base en la inclusm de las condicionesnhite en el
resultados de menor error total en la saduchunérica co-  estudio de estabilidad. En el desarrollo del presente ejercicio,
mo es el caso reportado en la Tabla Il para las combinaciond@s estudiantes trabajaron sus solucionesitweas y nunéri-
(A¢, AXR,) empleadas en el experimento nénico. cas utilizando FORTRAN 77. Logdigos en FORTRAN 77,
Estos resultados pueden ser utilizados durante las sesi@s como los reportes completos deédisis de estabilidad pa-
nes de clase con los estudiantes como base para discusi@-cada tipo de geoméd;, esén disponibles por parte de los
nes acerca de los distintos tipos de errores involucrados e#/tores.
calculos nuréricos utilizando ratodos de diferencias fini-
tas, resultados obtenidos a tea\de experimentamn nunéri-  Agradecimientos
ca. Es posible utilizar distintos conjuntos de valores para
(A&, AXF,) y obtener conclusiones diferentes en cuanto aSe agradecen los comentarios deddstros abnimos de es-
esquema i@s exacto debido a lo mencionado anteriormente ye manuscrito.
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Apéndice A
Ecuaciones algebraicas resultantes de la discretizatg] modelo mateatico adimensional para geoniattipo esfera.

A.1 Esquema: Expicito, Biot: Finito

Vit = (1 -6\ Y +6)YS, i=1;

)

, 1 , ; j .
yiﬂ+1:A<1_(i_l))i/ifl+(1—2/\)1/5+/\(1+ )YZH, i=2,...,M;

1
(i-1)

; . 1 .
Y]\j4++11 =2\Y}{, + {1 —2X {1+Bi(A§) (1+ M)]}YJ{IH, i=M4+1.

A.2 Esquema: Expicito, Biot: Infinito

ViTh =1 -6NY +6\Yy, i=1;

Yf“—/\<1

1 . ) 1 .

— | Y/ 1-20Y + (1 Y’ L =2,..., M,
(2_1)) ’L—l+( ) i + ( + i ) i+1 g ’ ’ ’
vith=0 i=M+1

A.3 Esquema: Implicito, Biot: Finito

(I4+6N YT -6y =Y/,  i=1;

1 . , 1 ) )
)\<(i—1) _1) Yi]+11+(1+2)\)Yij+l_)\(1+ (7;—1)>Yi]+—qlzyijv i=2,...,M;
. 1 . .
—22Y{ + {1+2/\ [1+Bi(A§) <1+M>”Y,{fjl =Y. i=M+1

A.4 Esquema: Implicito, Biot: Infinito

(1+6N YT —exyyt =v/, =1,

1 : ; 1 : :
e R R O e

1 . 4 .
)\( _1> Vil + A+ 20yt =Yy, i= M,

M -1
vithi=0 i=M+1.

A.5 Esquema: Crank-Nicolson, Biot: Finito

(T30 Y7 =3y = (1 =30 Y +3)YY,  i=1;

A1 - » A 1 » A 1 ,
z Y a4+ S i —— Y =2 1 - Y/
2 [(i—l) ] i—1 +( + ) 7 2 +(i—1) i+1 9 (i—l) i—1
+(1—A)Yj+é T+ |vi, =2 M
'3 2 (’L*l) 1+1» T Syt )

. 1 . .
AT+ {1 + A [1 + Bi (Af) (1 + M)} } Vit =Yy,

+ {1—)\ [1+Bi (A€) <1+z\14>} } Vi, i=M+L

Rev. Mex. is. E51(2) (2005) 74-83



82 M.A. NUNEZ-ESQUER, J.A. GARCILASO-ZJAR Y A. RUIZ-MANRIQUEZ

A.6 Esquema: Crank-Nicolson, Biot: Infinito

(T30 Y7 =3y = (1 =30 Y 432y,  i=1;

A {(1) - 1] YA 4 (140 Yt - A [1 n _1} yis

2| (i—1 2 (i—1)
A 1 | Y | |
. Y (- NY oy — Y, =2 M1
[l g e

A1 | |

Q{W_l)—l}Y&fﬁ(HA)YXF
A 1 - o 1 :
S PR RV 1-NYi+ 2 (14— \vi = M;
3 1= G T+ - g (1 g Ve =

vith=0 i=M+1
Apéndice B

Analisis de estabilidad para el esquema ®ifd empleando el gtodo matricial en geomé#rtipo esfera y amero de Biot
finito.
Resumen de ecuaciones algebraicas para gelentiptv esfera y amero de Biot finito (ver Apndice A)

Vit = (1 -6\ Y +6)YY, i=1;

YZ.J“:/\(l—(i_1)>Yi11+(1—2)\)Y/+/\(1+ )Yﬁw i=2,...,M;

1

(i—1)
. ) 1 .

YL =20y, + {1 —2) {1 + Bi (Af) (1 + M)]}vam, i=M+1.

En la Fig. B.1 se presenta en forma matricial el sistema de ecuaciones generado a partir de las expresiones anteriores. En
esta figura, el valor de (una constante) estdado de la siguiente manera:

e=1-2\ {1+Bi(A§) <1+1>}. (51)
M

Asimismo, es importante resaltar que los componentes del vector columna al final del lado derecho debla etiacial
de la Fig. B.1 son todos valores constantes, por lo que la matriz que determina la prapagherror es la que aparece en
primer €rmino en el lado derecho de la ecuacimatricial.

La aplicacon directa del teorema deirculo de Gerschgorin [5] permite determinar una cota superior para los eigenva-
lores de la matriz de propagéci del error que se presenta en la Fig. B.1 y para el vaiutd permitido del pa&tmetro de
estabilidad K) correspondiente al esquema égjtb.

i1 \cani (1—6)) (6N 0 0 0 00 0 0 [ Y7
i_9 v+t 0 (1—2%) (2N 0 0 00 0 0 Yy
-3 yi+! 0 3 -2y (3 0 00 0 0 v?
. Yot 0 0 (2A) d-2n (2A) 00 0 0 Y/
” § _ | 0 0 0 . . e O 0 0 é
. . 0 0 0 0 ) LI ) 0 0 .
. . 0 0 0 0 0] LI . 0 .
i=M vt 0 0 0 0 0 0 A(1-g4g) -2 A1+5k) || ¥
i=M+1 | yiEL | | o 0 0 0 0 00 2A B )L Yir |

FIGURA B.1. Ecuacbn matricial para el esquema eiqilo, geomefia tipo esfera, Biot finito.
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A continuacon se presenta la aplicéci del Teorema del

Circulo de Gerschgorin para algunos noddseos de la ma-
triz de propagacin de error de la Fig. B.1. Para estabsis,
considerePs= Suma de los @dulos de los elementos sobre

la fila “s” de la matriz, excluyendo el elemento de la diagonal

ass.

—_

a)i=1
Para este case,; = (1 —6)\), Ps = 6, por lo que

algunos de los eigenvalores de esta matriz deben loca-

lizarse enn — {1 — 6A}| < 6A. Por lo tanto,
m=1—-X)—6A=1-12), (B.1)
Ny =(1—-6A)+6A=1 (B.2)

Para satisfacer el criterio de estabilidad de Lax-

Richtmyer, se requier); | < 1, || < 1. De acuerdo
a Ec. (B.3),n> si cumple con este criterio. Parg se
tiene

—1<1-122 <1, (B.3)
entonces

(B.4)

| =

b)i=2,3,....M
Para este castss = (1 — 2)\), Ps = |2)\]| = 2, por

lo que algunos de los eigenvalores de esta matriz deben

localizarse efin — {1 — 2A}| < 2. Por lo tanto,
mo=(1—-2)\)—2\=1—4)\, (B.5)
n=>01-2\)+2x=1. (B.6)

La satisfacdn del criterio de estabilidad de Lax-

Richtmyer, requiere cumplipy;| < 1,|72] < 1. De

acuerdo a Ec. (B.6);; cumple con este criterio. Para
71 Se tiene:

—1<1-4x<1,

entonces

(B.7)

DN | =

c) i=M+1

Para este caso

a55=e={1—2A [HBi(Ag) (Hf\l/f)H

P = [2\] = 2),

por lo que algunos de los eigenvalores de esta matriz
deben localizarse € — ¢| < 2X. Por lo tanto,

m=e— 2\ (B.8)
e = e + 2\ (B.9)

Para cumplir el criterio de estabilidad de Lax-
Richtmyer, se requiergy | < 1, |n2| < 1.

Paran;, de la Ec. (B.8), substituyendo la equivalencia
paras y despejando, se tiene
1

AS 2+ Bi (A6 (1+ ) (8.10)

Parans, de la Ec. (B.9), substituyendo la equivalencia
paras y despejando, se tiene
1

TG (s

(B.11)

El pamametro expresado por (B.10) es menor
que (B.11).

En resumen, el pametro) que debe utilizarse para
estabilidad global es el menor valor de las expresio-
nes (B.4), (B.7) o (B.10), es decir,

1 1
Agmm{672+Bi(Af)(l+Al/[)}‘ (B.12)
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