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En muchagéreas de la ciencia y la tecnolagnodernas es muy cdm encontrar funciones de matrices cuadradas &bdo aadlitico basico
para encontrar dichas funciones se basa en la existencia de la forma normal éntaartcida como forma generalizada de Jordan— para
la matriz argumento; seguir esteetndo es tedioso para la majede los casos. En este comentario de igmsea presentamos eetodo
para encontrar funciones matriciales basado en matrices generalizadas de Jordar@nyuamiiodo andtico alternativo muy sencillo de
implementar y aplicable a funciones que admitan desarrollo en series de Taylor. Como valor agregado se estudiasuapbtaéilisis

de entrofia clantica para un sistemadaico de tres niveles en interadnicon un campo cuantizado mono-modo.

DescriptoresMécanica cantica; entrofa; funciones matriciales; forma normal o de Jordan; teorema de Cayley-Hamilton.

Finding matrix functions is a common occurrence in modern day research. The basic analytic method to calculate matrix functions is b:
in the existance of the generalized Jordan — or normal — form of the argument matrix; usually, this method is tedious or hard to follc
In this report we present the typical generalized Jordan form method and an alternative method, which is simpler and usable for sm
functions that accept a Taylor series expansion. As extra-value, we apply the method finding the entropy of a three-level system intera
with a quantized single-mode radiation field.

Keywords:Quantum Mechanics; entropy; matrix functions; Jordan or normal form; Cayley-Hamilton theorem.

PACS: 02.10.Sp; 02.20.Sv; 03.65.Sq; 42.15.Eq; 42.30.Kr

1. ¢Por qle funciones matriciales? funcion de una matriz. En este @nlo de ens@anza presen-
tamos un par de &todos generales para encontrar una fun-
ibn de una matriz cuadrada finitA(A), siempre y cuando

Encontrar funciones de matrices es de vital importancia e -, . i
a funcion f sea bien comportada (suave y continua).

el quehacer cieffico de investigadéin de muy diversas es-
pecialidades. Uno de los tema&simencionados al respec- Ademas de los ejemplos mencionados anteriormente, en
to es encontrar la exponencial de una matriz cuadrada. Utionde se requiere conocer la exponencial de una matriz, en
ejemplo que requiere conocer la exponencial de una matria siguiente secén presentamos una breve disémssobre

lo encontramos al analizar sistemas diferenciales de procéa entropa como medidor de pureza de un estado erémiec

sos de tiempo continuo en téade control moderno [1]; en ca cluantica para el caso de sistema@aicos de tres niveles.
esta aplica@n los resultados invariablemente recurren a laLa definicbn de la entrofa de un sistema éntico como el
expresbn et dondey es alguna constantedy es una ma- logaritmo de la matriz de densidad del sistema nos da terreno
triz compleja cuadrada. Otro ejemplo de este tipo lo podemopara presentar un par deéitndos para encontrar funciones
encontrar en ehrea de menica chsica, donde el @tisisde  de matrices. En la Sec. 3, con el fin de presentar étom
trayectorias de puntos de masas cuyadiita sea lineal en do para encontrar la furmn de una matriz con forma nor-
dos dimensiones da como resultado que las trayectorias searal —o forma generalizada de Jordan— siempre y cuando
descritas por la exponencial de una matriz de Hamilton aplise trate de una fun@n bien comportada, comenzamos estu-
cada a un vector de condiciones iniciales [2]. Generalmentdiando la construcén de transformaciones coordenadas que
la manera de enfrentar este problema —encontrar la expgermiten obtener la forma generalizada de Jordan para matri-
nencial de una matriz— consiste en desarrollar @iotlo  ces cuadradas, para luego calcular la fanae dicha matriz
Optimo, espeifico para cada situamn, pues las propiedades en forma normal. Como se \&a lo largo del desarrollo de

de la matriz dependen del tipo de problema. Por ejemplo, easte primer ratodo basado en la forma normal de una ma-
el caso de teda de control moderno el desarrollo de Silva [3]; triz, construir las transformaciones coordenadas puede vol-
en elarea de meinica chsica yoptica lineal el trabajo des- verse tedioso para sistemas de gran din@gngor lo que en
arrollado por Wolf y presentado recientemente [4]. Los ejemia Sec. 4 estudiamos unatodo nas simple para encontrar
plos antes mencionados son téosun par entre la multitud  la funcibn —nuevamente si la furtmi es bien comportada—

de problemas que requieren encontrar la exponencial de umi una matriz cuadrada cualquiera conociendo solamente los
matriz. Pero las exponenciales de matrices no soarda&ss  valores propios de la matriz argumento. Este nue@todn
funciones de matrices relevantes en la actividad de investig&st basado en la aplicari del teorema de Cayley-Hamilton.
cion. Por ello es de intés estudiar @todos para encontrar la Los conocimiento adquiridos en las Secs. 3 y 4 son luego
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aplicados al problema de medir la pureza del estado de wionde el operadof! se conoce como operador de Hamilton
sistema de tres niveles explicado en la segunda&eeei  y el vector|y) representa el estado del sistema.

utilizando el operador de entrigp Los resultados obtenidos Corolario 1 La evolucon temporal de un sistemésico

a trawes del estudio del operador de enfeopon compara- cerrado es descrita por una transforméaniunitaria:

dos con la informaéin dada por la funéin de pureza —una

aproximacbn a la entrofa de un sistema éntico bastan- [¥(t)) = Ul1(0)). ®)

te conocida y usada. Finalmente presentamos una camelusi

sobre los ratodos presentados y los resultados obtenidos.

Gracias al corolario 1 encontramos la primera apli@aci
2. Entropia en me@nica cuantica de las funciones de matrices en raeica cantica: si quere-
mos conocer la evolugh temporal del estado de un sistema

Al nivel que usaremos en esteiarttlo es suficiente conocer cuantico debemos conocer un operador de evolugue es
los siguientes postulados de la raeica c@ntica [5] como  justamente el exponencial de una matriz y aplicarlo sobre el
antecedentes: estado inicial del sistema [Ec. (5)]. Pero la relevancia de las
Postulado 1Asociado a cualquier sistemésico cerrado 'y  funciones de matrices no se quedaiagomo veremos a con-
aislado de interacdin con el entorno se encuentra un espa-tinuacbn.
cio vectorial complejo con producto interno —un espacio de  En mednica cé@ntica se definen estados puros y estados
Hilbert, H— al que se le llama espacio de estados. mezclados [5, 6]. Por ejemplo, si tenemos un sistema de tres

Una representatn de este espacio de estadosi@iztda niveles, {|1), |2),|3)}, donde(j|k) = §;x, un estado puro
por la notaddn de Dirac, donde un objeto llamakiet |-), re-  puede escribirse como una fuéigide onda normalizada:
presenta un vector de estado en el espacio de Hilbert corres-
pondiente. Otros elementos que complementan dicha nota- [Y) = a1|1) + az|2) + as|3),
cibn son: un objeto llamadara, (-|, que representa el funcio-
nal perteneciente al espacio dual asociado al ket correspon-
diente; el objeto conocido confwaket (-|-), que representa
el producto interno entre un bra y un ket; y el producto exter-
no que es representado por el objleétbra |-)(-|. Es conin  donde las constantds; } son conocidas como amplitudes de
representar a un ket como un vector columna, por lo tantgrobabilidad.
un braket sex un rimero complejo y un ketbra una matriz - para un estado mezclado la fuiitide onda ya no puede

compleja. ser invocada directamente, y es necesario recurrir a la matriz
Asociado a un espacio de Hilbert existe un espacio dge densidad:

operadores lineales asociados, representado edffg. Un
operador perteneciente a este espacio puede definirse como.

una transformaéi lineal que, aplicada sobre un vector per- A = Pol0)(0] + pr[1) (1] + p2|2)(2 ij =1
teneciente a un espacio de Hilbert, regresa un vector pertene- j=0

ciente al mismo espacio de Hilbert:

W = () = Z |an|? = (6)

A A En la matriz de densidad las constanfps} representan la
O:H—H, Oe€L(H). (1)  probabilidad de que el sistema&sh el estadgk).
Definamos una base vectorial, a la que llamaremos

Visto de otra forma, . . L
estindar, para el espacio de Hilbert de diménsires aso-

Olp)y =¢), |¥),]¢) € H,0 € L(H). (2)  ciado a nuestro sistemadatico de tres niveles:
En este espacio de operadores lineales asociados al espacio 1 0 0
de Hilbert podemos encontrar un operador en particular: - o 2) - | 1 3y~ | o )
p=)Wl, peL(H),l¥)eH, 3) 0 0 1

que recibe el nombre deperador estafitico, pero es Me-  ytilizando esta base éstdar [Ec.(8)] podemos reescribir las
jor conocido comanatriz de densidag tiene como fun@dn  matrices de densidad para un estado puro, [Ec.(6)] y un esta-

representar el estado de un sistemantico. do mezclado [Ec.(7)], respectivamente, como
Cabe mencionar que los elementos del espacio de ope-
radores lineales; (), pueden representarse como matrices lao|?  aoal aoaj
complejas cuadradas de dimdmsafin al espacio de Hilbert pp = | aay |a 1> aiay |, 9)
correspondiente. azay  axal  |ag|?
Postulado 2 La evolucén temporal de un sistemasico
cerrado responde a la ecudsi de Schidinger: A |aol® 0 ) 0
d|w> PM = 0 |a’1| 0 ) . (10)
= Hy), (4) 0 0 o
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Si comparamos las matrices de densidad para un estado Este valor promedio nos entrega infornéci sobre
puro, [Ec.(9)] y la correspondiente para un estado mezcladqué tan puro es el estado del sistema. Para el caso de un es:
[Ec.(10)] notamos una mayor cantidad éeminos en la pri- tado puro el valor promedio de la entiages cero, mientras
mera, cantidad que crece mipidamente en cuanto aumen- que para un estado mezclado es diferente de cero.

tamos el imero de posibles niveles del sistema. Lersii- Tomemos como nuestro caso particular de estudio un sis-

nos extra que aparecen en la matriz de densidad de un estaglp, 5 ge tres niveles interactuando con un modo cuantizado

puro son elementos ,n.o-diagonales y son estqs elementos |8§ radiaddbn (Fig. 1); la fundbn de Hamilton que describe la
que proveen informath sobre laxoherencialel sistema [S].  jeraccon del sistema de tres niveles con el campo cuanti-
En la matriz de densidad que representa al estado mezclaggdo .
[Ec.(10)] no existe coherencia entre los estados que la for-
man, por lo que los elementos no-diagonales son todos cero. 5
Entonces, al tener elementos fuera de la diagonal diferente L1 i N N
de cero, la matriz de densidad nos informa que el sistema <n+2) +Z Gili) X2 1) 21+ a[2)(1)
se encuentra en una superpdsiccoherente de estados; en =1
otras palabras, que existe coherencia entre los estados. +Xis(af|1) (3|+al3)(1]), (13)

Los casos de las matrices de densidad antes menciona-
das son casos extremos de estados puros y mezclados. Exd%'nde la cantidad es la frecuencia del campo cuantizado,
te la posibilidad de tener estados parcialmente mezcladosI
parcialmente puros. Un operador que nos define muy bien ‘?§
grado de pureza de un sistema es el operador de émtedp
cual se puede definir como

s valoreso; = w;+x;n las frecuencias relacionadas con ca-

a transiadbn abmica y los coeficientes;; las constantes de
acoplamiento entre el campo cuantizado y el sistema de tres
A niveles. La soludn para un sistema descrito por esta fonci

S =—1In(p), (11)  de Hamilton [Ec.(13)] es la funéh de onda

dondep es la matriz de densidad del sistema bajaliais

—un operador erf (). Nuevamente necesitamos encontrar > 5
la funcion de una matriz para obtener infornfatidel estado (1)) = Z et (e (t)n+1,1)
del sistema, en este caso la pureza del mismo. n=0
Para trabajar con un ejemplo concreto analicemos el va- +dy, (1)1, 2) + en(t)|n, 3)), (14)

lor promedio de la entrdp del estado de un sistemeaaiico

conforme el estado evoluciona en el tiempo: . .
donde los coeficientes de la fudnoi de onda,

(S(8)) = Tr[=p(t) In(p(1))]. (12) (e, (t),dn(t), en(t)}, responden a la ecudci de Schipdin-
| ger
9 cn(t) x1(n+1) Agvn+1 dzvn+1 cn(t)
’La d, (t) = Aivn+1  As+ X2n 0 dn(t) s (15)
€n (lf) )\31 vn+1 0 Ag en(t)
A

conelvalorA; = w; —w1, coni = 2, 3, lafrecuencia de tran-
sicion entre el-&simo nivel y el nivel base]). La ecuadn

! La solucbn a la ecuadin de Schidinger [Ec.(15)] nos

anterior [Ec.(15)] tiene una solum de la forma permite escribir la funéin de onda [Ec. (14)] con la cual po-
yy 12>
cn(t) _ cn(0)
do(t) | =e | d,0) |, (16)
en(t) en(0)
®, i 13>
donde{c,(0),d,(0),e,(0)} son las amplitudes de probabi- 0,
lidad para el estado inicigt)(0)). Para poder encontrar la
evolucbn temporal de la fundin de onda de nuestro siste- A 4 * 11>
ma debemos encontrar la exponencial de una matriz compleja
cuadrada de tres por tres. FIGURA 1. Diagrama esquedtico para un sistema de tres niveles.
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demos calcular la matriz de densidad del sistema completo Para mostrar esto tomemos una matriz cuadrads de

—sistema dimico mas campo—: N, A, cuyos valores propios sedrh;, Ao, ..., AN} Y SUS
vectores propio$uy, is, . . . , Wy }. Ahora construyamos una
p= 1) W) (17)  matriz de transformaén donde cada columna sea uno de los

i , vectores propios da:
Para poder calcular la entriapdel sistema nos vamos a

concentrar8lo en la parte @mica del sistema completo. Por U = (U, Us, ..., Up)- (21)
lo tanto, en la matriz de densidad del sistema completo, tra- L. . L
zaremos sobre los estados del campo. De esta manera ob cha representabh para la inversa de esta transfornsaci
nemos la matriz de densidad reducida para la pabtmiaa: esh dada por

N Ut = (a7 T ayt T, a )T (22)
pa=Tro(p) = (ilpli). (18)  dondeii;! representa el inverso del vector propig, tal que
3=0 (@, Un) = Uy T, = Spm.n. Con la transformadin coor-

denada [Ec.(21) y (22)] la matriz origin&l en las nuevas

El resultado de esta operanide reducd@n [Ec.(18)] nos en-
coordenadas resulta

trega una matriz de tres por tres con la forma

2 . . D=U1'AU
A e el Cndn-oz-l CnCpi1
pa=>_ | dopicy da*  dpey |, (19) = U~Y(Ady, Ads, . .., Ady) (23)
n=0 \ enCh 1 endy len|?
T
con la cual podemos encontrar la opebacilel operador de g2—1
entropa sobre el estado del sistema: = : (A, Aatia, - . ., Anily)
Spa = —In(pa). (20) iy
Con el resultado anterior [Ec.(20)] podemos calcular el valor A0 0
medio de la entrda [Ec.(12)]. _ 0 A ... 0 (24)
Para obtener un resultado que podamos analizar —una o : oo : ’

grafica del valor medio de la entri@p[Ec.(12)] contra un eje 0 0 ) )\'N
temporal, por ejemplo— ahora necesitamos calcular el expo-

nencial de una matriz compleja de tres por tres y el logaritm&U€ €S una forma diagonal. . _ .
de otra matriz compleja. Tal vez el operador de evélci Teorema 2 Una matriz cuadrada de dimension N cuyo poli-

[Ec.(5)] y el operador de entrém [Ec.(11)] son tando un nomio caracteistico tiene N ceros iguales puede ser llevada
par de los muchos operadores en éréca cé@ntica que se & unaforma de Jordan. _ _ . _
definen como funéin de una matriz, pero en lo que nos con-  Contamos con un largo siglo de investigaty trabajos
cierne en este momento —elculo de este par de opera- sobrg formas de Jordan para ayudarnos en esto, pero una for-
dores (evoludn y entrojpa)— es motivadin suficiente para ™Ma simple de mostrar este teorema consiste en empezar con
tratar de encontrar &todos andlicos para representar fun- Una matriz cuadrada d& x N, B, tal que su conjunto de
ciones de matrices, cosa que presentamos en las siguienté¥0res propios es tarol {A} y construir un conjunto de

dos secciones. vectores{ i, us, . .., Uy}, que cumplan
By = Ay, (25)

3. Funciones matriciales: forma de generaliza- L

MBUQ = Ui, (26)

da de Jordan

Mpiiz = s, (27)
Una de las formas utilizadas para encontrar la fmcie una
matriz se remite a utilizar la forma generalizada de Jordan : (28)
—o forma normal— de la matriz argumento. A continueci . .
presentamos una breve rediside conceptos fundamentales Mptin = tn-1, (29)

de algebra lineal [7] que nos permiten encontrar la forma NOTgonde utilizamos una matriz auxiliar cuadrada que debe
mal de una matriz cuadrada. Cada teorema presentado es §&s .. inversa y ser definida tal g, — B — AT, dondel es
guido por una breve demostrani que presenta un&do |\ identidad de dimerisi N ’

para llevar una matriz compleja cuadrada a su forma normal. Nuevamente construimos una matriz de transforéaci

Teorema 1 Si el polinomio caractéstico de una matriz Cua-  jinea) cuyas columnas sean los vectores antes mencionados
drada de dimenéin N tiene N ceros distintos, entonces IagECS (25)-(29)]:

matriz se puede reducir a una forma diagonal en un sistem
coordenado apropiado. U = (ty,Us, ..., Up). (30)
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y transfromamos a la matrig al nuevo sistema coordenado la transformadn para la matrit:
dado pofU [Ec.(30)]:
C'=U"'cu

_ -1
J=U""BU — U (Bily, Bily, ..., Biy, ..., Biiy)

= U Y(Biiy, Bidy, . .., Bi,)

:U—l()\lﬁl,)\zﬁg,...,)\ﬁk,ﬁk+)\kﬁk+1,...,)\nﬁn)

= U Ny, iy + Mz, . .., U1 + Nilyp) D, 0 0
A1 0 ... 0 = 0 J O . (34)

0O x 1 ... 0 0 0 Do

(31)

Do : A esta matrizC [Ec.(34)] se le conoce commatriz gene-

0 0 0 ... A ralizada de JordanLos bloques componentes @etienen

la forma diagonal o normal correspondiente para el tipo de

La matrizJ [Eq(31)] presenta una forma triangular superior pjoque no-degenerado o completamente degenerado, en ests
donde el valor propio se repite a lo largo de la diagonal y a sgjemplo:

derecha se encuentra una diagonal que repitarakno uno;

ésta es conocida como forma de Jordan o forma normal. At 0L 0
Hasta este instante tenemos en nuestras manos la ma- 0 A ... 0
nera de encontrar las formas diagonal para matrices no- Dy = : C- : ’ (35)
degeneradas y la forma de Jordan para matrices completa- 0 0 ' )\k' X
mente degeneradasstos son los dos casos extremos de ma- B
trices. Toca ahora encontrar una forma de llevar una matriz A 1 0 ... 0
parcialmente degenerada a su forma generalizada de Jordan. 0 XM 1 ... 0
Corolario 2 Una matriz cuadrada de dimet@si N cuyo poli- J= . S . ) (36)
nomio caracteistico tiene algunos ceros distintos y algunos : - BN
. . 0 0 0 Ak
iguales puede ser llevada a una forma diagonal de blogue
donde los bloques tenéin forma diagonal o forma de Jor- Nl 0 ... 0
dan (forma de Jordan generalizada). 0 Nbtmto
Para mostrar el corolario 2 tomemos una matriz cuadrada D2 = : : T 37)
deN x N, C, tal que sus valores propios astdados por el ' ' B
conjunto: 0 0 - An
Ahora contamos con un&odo para encontrar la forma
(A1 A2, RAIRRER )"Hm*lx Mo -« s Ants Ak generalizada de Jordan para una matriz cualquiera. Podemos
m entonces atacar el problema que nos concierne: encontrar la
= N1 = o = Mepme1,  (32) funcion de una matriz'cuadrada dé x N, A, siempre y
cuando la fund@n sea bien comportada.
donde hemos supuesto el casasnsimple de undo valor Para encontrar la funwn de una matriz cuadrad4(T),
propio degenerado. podemos recurrir al desarrollo en series de potencias de la

Para la matrizC podemos construir un conjunto de vec- funcion f, en particular a la serie de McLaurin:
tores_ gue agrupe un par de s_,ubcqnjuntos: el de los vectores < pm) ()
propios para los valores propios diferentes —como en el ca- f(T) = Z 7'11‘“1. (38)
so de una matriz no-degenerada, teorema 1— y varios sub- m—o ¥

conjuntos de vectores asociados cada uno de ellos a uno g% ongamos aue la matriz araumerfose trata de una ma
los valores propios que se repite —cada uno de égfinsos upong qu 9 03
triz con forma diagonal y, por lo tanto, la llamambs Es

subconjuntos es construido como en ef caso de una matriécil darse cuenta que fa—ésima potencia de dicha matriz
completamente degenerada, teorema 2. Por ejemplo: q P

est dada por:
{’ljl,’ljg,...,ﬁk,ﬁk+1,ﬁ]€+2,...,ak+m, )\71n 0 0
7 i (33) 0 ¢ ... 0
Uk+m+1y - - - 7“%}) D™ = ) (39)
donde seguimos trabajando con el caso dedlm&lor pro- o 0 A;IG

pio degenerado.

Nuevamente construimos matrices de transforomaei  Entonces encontrar la furdsi matricial para una matriz dia-
partir de este conjunto de vectores siguiendo los ejemplogonal D aplicando el desarrollo en series de potencias de la
mencionados anteriormente [Ecs.(21) y (30)] y encontramofuncion requerida [Ec.(38)] resulta:
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Z 0 0 0
5.5 (m)
(m) 0 fi(o))\n . 0
f(]D)) f ( )Dm _ mZ=:O m! 2
m.
m=0
0 0 i £ O)An
m=0
fAr) 0 0
0 fO) ... 0
- : : . : ’ (40)
0 0 ... fOw)

dondef ™ denotad™ f /O™,

Mientras tanto, para una matriz con forma de Jordan —a la que llamafempsiede mostrarsé@€imente por inducoin
gue lam—ésima potencia es una matriz triangular superior que posee la forma

A AN Ld2A7n lds)\m, 1 ar—1ym
dx 21 dx2 317dx3 0 (n=D! drxn1
d\™ 1 d2>\m, 1 dn—2)\m,
0 AT dX 217dXZ tr (n—2)! din—2
m m—3ym
Jm — 0 0 A d(;\k . 7(71_13)1 ‘dd/\nés . (41)
0 0 0 0 0 A
Por lo tanto, el desarrollo en serie de potencias [Ec.(38)] para este caso nos presenta el resultado
o0 (m) 0 (m) 0 m s} (m) 0 n—1ym
Z_ f m!( )/\’rn Z f I( )dA o Z f m!( )dd)\ni\l
(") (0) S £ (0) gn—2ym
0 ) DIEACPCINED S B Al OF
f(J) Z f'(m)( )J B = n! mr 1 m! d\n—2
m:o m! . .
S (n) (g
0 0 > L0 \n
e

VIOV OV VROV ¥ A CV RN ey d A O
0 SO S R e G /TP

A . (42)

0 0 0 0 0 fN)

Finalmente, para una matriz cuadrada cualqui&rgue puede ser transformada en una matriz con forma diagonal de
bloques —como la presentada en el caso del corolario 2— podemos escribir &nfdaaicha matriz como

) (0
f((C) Z f Z f U(C/nU— _ <Z f C/n) —1
n=0

f(Dy) 0 0
-U 0o fUJ) o0 Ut (43)
0 0 f(D2)

Para llegar al resultado anterior [Ec.(43)] hemos utilizado lé®dos presentados en teorema 1, teorema 2 y corolario 2.
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Asi contamos con un atodo para encontrar la fuigei  Siguiendo para& N+ conm = 2,3, ... se puede llegar por
de una matriz cuadrada cualquiera [Ec.(43)] siempre y cuarninduccbn a la ecuadin
do se trate de una furtm bien comportada. Para terminar el

calculo de la fundn de una matriz cualquierg(C), solo N N-1

corresponde tomar el resultado presentado en la Ec.(43) y ANTT =" BIIAT Y m >0, (48)
aplicar las formas encontradas para calcular la fumde una n=0

matriz diagonal [Ec.(40)] y la funén de una matriz normal

[Ec.(42)]. Cabe notar que esteetodo, si bien es détilen- donde la constantewﬁl’”)}, conn = 0,1,...,N — 1,

tendimiento, es de difil aplicacn pues el @lculo de las ma-  son funciones de las constantgs;} conj = 0,1,...,N:

trices de transformagh coordenada que se necesitan para enﬁ,ﬂm) = gm (o, - -.,an). Mas adelante se v@que la for-

contrar la funddbn de una matriz requiere de encontrar los va-ma de dichas constantéﬁﬁm)} es irrelevante para nuestros

lores propios de dicha matriz argumento, los vectores de egines.

tado propios asqciados a los valores propios no-degenerados g objetivo nuevamente es encontrar la fémcide una

y vectores asociados a los valores propios dege_nerados 48kLtriz cuadradal, siempre que dicha furim sea bien com-

sistema, lo cual es tedioso y de considerable dificultad pargoriada y admita un desarrolio en serie de potencias. Utili-

matrices de dimensh mayor a dos. zando el reé@n demostrado hecho de queNa+ m-ésima
potencia de una matriz cuadrada de dimamsV, m > 0,

4. Funciones matriciales: Cayley-Hamilton- puede ser escrita como una suma finita de potencias inferio-

Vandermonde res aN de la misma matriz [Ecs.(46) y (48)] podemos es-

cribir el desarrollo en serie de McLaurin [Ec.(38)] de dicha

Para evitar la construdmn de las transformaciones coordena-matriz como

das de la secoh anterior podemos echar un vistazo &to

do propuesto por Vidyasagar [8], que utiliza simplemente los

e’} N—-1 00

. . _ /AT /AT / N / N+m

valores propios de una matriz cuadrada para encontrar el ext(A)= > A=Y A AN A
m=1

ponencial de dicha matriz, y generalizarlo para cualquier fun- n=0 n=0
cibn que admita una expabsien serie de Taylor. N—-1 N-1
Iniciemos recordando &orema de Cayley-Hamiltajue =D AT+ Y apA”
sei la base de los desarrollos a utilizar: n=0 n=0
Teorema 3 Supongamos qui es un espacio vectorial com- 0o N-1 N-1
pIejquué}l‘ € L(V).Seap(\;) = det(T—\;1) el polinomio + Z Z B AT = Z cnA™. (49)
caracteiistico deT, entonce®(T) = 0. m=1 n=0 n=0

Para nuestro primer caso tomemos nuevamente una ma-
triz cuadrada no-degenerada de diménsV, A. Su polino-  Siguiendo los mismos pasos realizados sobre la matriz ma-

mio caracteistico se puede escribir como triz A, y que nos llevan a los resultados de las ecuaciones
N Ecs.(46) y (48), pero reemplazandopor cada uno de sus
p(\) = Z o/ A" =0, oy = 1. (44)  valores propios);, se obtinene que
n=0
Al aplicar el teorema de Cayley-Hamilton (teorema 3) para Nl N
la matrizA resulta FOG) =Y el (50)
N N-1 n=0
A) = PA" = PAM + AN =0 45 . . .
p(4) ;a" HZ:% OB ’ (45) La representabn matricial para esta ecuéai [Ec.(50)] se
lo que nos permite escribir [&-ésima potencia de la matriz escribe
A como n—
N-1 f(A) D VD (e co
AV =D anh”, (46) A ] 6D
n=0 f()\N) 1 Ay ... )\}(,71 CN—1

dondea; = —a’;. Si queremos encontrar potencias de orden
superior aN es claro que podemos calcular, por ejemplo,  De la ecuadn anterior [Ec.(51)] se puede reconocer la ma-

AN+HI_p AN triz de Vandermonde:
:aoA—i-OélAQ—i- e —f—aN,QAN_l—‘rOzN,lAN 1 1 PN 1

N—2 N—1 N—1 V: )\1 )\2 )\N (52)
=A™ dayy Y anA= ) BUAT. (47) S

n=0 n=0 n=0 )\711*1 )\721*1 /\T]i/jl
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cuyas propiedades incluyen tener una inversa existente [9I problema es que ahora la exp@spara el autovalor de-

Por lo tanto, la ecuagn [Ec.(51)] tiene soluéin: generado,
Co f(A1) iy
N : Fo) = eald, (59)
. . ’ n=0
CN-1 f(An)

no entrega los coeficientés,, } requeridos para encontrar la
c= VTflfﬂ()\). (53) funcion de la matriZB [Ec.(58)] por lo que debemos buscar
una forma alternativa de encontrar dichos coeficientes. La
Conociendo los coeficientes, podemos entonces hallar la respuesta viene en la forma de las derivadas de la Ec. (59):
funcion f(A) sedin la Ec.(49). Con esto, nos damos cuen-

ta de que realmente es irrelevante preocuparnos por la forma A B iy \° 60
de las constantefp*ﬁﬁbm)} gue aparecen en la Ec.(48). Para Fho) = 2_;) “no (60)
encontrar la fun@n de una matriz cuadrada no-degenerada "=
solamente debemos conocer los valores propios de dicha ma- df () N1
triz Prop ) - _ Z can g™t (61)
) d)\o
Ahora consideremos una una matriz cuadrada completa- n=0
mente degenerada de diménsiV, B, con valor propio\. (62)
El polinomio caractéstico de este sistema tiene la forma
) s AN
p(A) = =) =0. (54) AT T > Cn N1 (63)
0 n=0 0
Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton podemos reescriEn forma matricial el sistema de ecuaciones anterior
bir el polinomio caractéstico para la matriB: [Ec.(60) - (63)] queda como
N
1 . N-1
pE) = > alB", ) - Y
n=0 : = : : . .
— N— N— N—
N-1 FN=D(N) 0 ZATZ‘ %
0 = BY+> dB" (55)
n=0 o
- _ X : . (64)
donde los coeficientegy,, } conn = 0,1,..., N son coefi- '
cientes binomiales, eN-1
N La ecuaddn anterior [Ec.(64)] tiene soluim
!/
Q. =
( n ) Co Qo)
o fci : =y ; 65)
Entonces podemos escribir nuevament®’la m-ésima po- : = : ) (
tencia de una matrizn > 0, como la suma finita de poten- CN-_1 FN=D ()
cias inferiores av de la misma matriz [Ecs.(46) y (48)] pero _
ahora para el caso completamente degenerado: con (") = d" f/dA" y V la matriz de Vandermonde para el
caso deV raices iguales, que tiene forma triangular superior.
N-1 N Ahora contamos con un &wodo para encontrar la fun-
N n ., . , . .
B” = Z a,B",  a, =-— ( ) ; (56)  ciobn de una matriz no-degenerada y la fémcde una matriz
n=0 completamente degenerada utilizando solamente los valores
N-1 propios de la matriz argumento; falta generalizar étado
BN = 3" BUMBT Vom > 0. (57)  para calcular la funéin de una matriz degenerada cualquie-
n=0 ra. Por lo tanto, tomemos una matriz cuadrada de dirbensi
Con la ayuda de los resultados anteriores [Ecs.(56) y (57)?]’ €, con un conjunto de valores propios:
podemos escribir el desarrollo en serie de McLaurin para una Ao Mes o3 Moo 1s Morms - -+ s A} (66)
funcion de la matriZB: F N ’ Y
N-1 i i
F(B) = Z B (58) podemos usar las Ecs.(51) y (64) para construir una matriz de
= Vandermonde con forma
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1 1 0 0 1 1

A A 1 dm Dy A
1 k AN L k4+m+1 .-~ n

k
2 2 d\p dmIAR 2 2
V= Af A bV Y Nitma1 - Az (67)
_ _ d)\N71 d'rnflANfl _ _
ANZL AN S -’ SR VAl S AN
1 k d\p dA], k+m+1 n

gue nos ayude a encontrar una serie de coeficientes

A con el campo cuantizado sean igualgs,=\3; =\=w/2;
co f(A1) " : ;
. tambén supongamos que la frecuencia no dependelnieén
: : ro de fotones que hay en el modo del campos= 0; y consi-
Ck f(Ak) deremos que el sistema esta en resonancia salvo por la transi-
cion entre el estado base y el tercer nivel,= 0, Az = 2w.

: T : . e : :
o =V Fm=D(x ) . (68) La Fig. 2 muestra una representatigifica de dicho siste-
rm hm ma. Adends tomemos como estado inicial un estado cohe-
Chtmt1 JAkgma1) : L .
_ _ rente del campo y el sistemaatico en el tercer nivel de tal
: : forma que podamos escribirlo como
CN-1 f(AN)

W}(O» = |O‘>campo® |3>atomo (70)
para poder utilizar en la exprési en serie de potencias de la , "
funcibn matricial Con un estado coherente del campo cuantizado definido co-

mo
N-1 0 —lal?/2,
_ n =N |j). 71)
FA) = ST e A (69) ) campo= 1) (

Las d . q L, iten De tal manera, teniendo en cuenta las ecuaciones [Ecs.(14)
as demostraciones de esta senanos permiten formu- y (15)] podemos escribir el vector de amplitudes de estado

lar un teorema: . . . inicial y la matriz auxiliarA de la ecuadn de evoludn
Teorema 4 Seal/ un espacio vectorial complejo § una [Ec.(15)] como

funcibn bien comportada que admita desarrollo en serie de

Taylor. Entonces(A) = 2 ¢, A" para A € L(V), con cn(0) 0
coeficientes = V7' f(A), V € L(V) la matriz de Vander- dn(0) | = .. 0 ;
monde asociada & en(0) eloel®/2qm /\/nl|n)

Con esto obtenemos unétodo nés simple para encon- w w

, . 0 “/n+1 ¢yn+1

trar la funcbn de una matriz cuadrada que el presentado en A | e T 2 0 2 0 72
la tercera secon utilizando formas generalizadas de Jordan. o g\/’il 0 9 - (72
En este caso solamente debemos conocer los valores propios vt w

de la matriz argumento y no necesitamos construirmrng  Como ya vimos en la Sec. 3 la solani[Ec.(16)] tiene la
po de vectores propios o auxiliares para la transforameal  forma

sistema de coordenadas donde la matriz argumento tenga una cn(t) s cn(0)
forma normal generalizada, por lo cual el trabajo es conside- dn(t) | =" dn(0)
rablemente menor. en(t) en(0)

Consideremos los valores propios de la mattizcomo
{a1,a2,a3}. Utilizamos el teorema 4 presentado en la sec-
cion cuatro que nos dice que podemos representa una fun-
cibn suave y continua de una matriz cuadrada de diraansi

En este momento tenemos las herramientas suficientes pafat0mo 1a suma finita de potencias inferiores’§Ec.(69)].
retomar el problema planteado en la Sec. 3 de esteuart Entonces podemos escribir el exponencial de la matin-

lo: encontrar el valor medio de enti@ppara un sistema de mo N_1

tres niveles conforme evoluciona temporalmente en interac- et Z T A" = 20l + 21 A + 19A2, (73)
cibn con un campo cuantizado. Para lograr nuestro objetivo 0

iniciemos colocando una serie de restricciones sobre nuestiynde los coeficientel:;,} eséin dados por

sistema: primero consideremos que las constantes de acopla-

miento entre los dos niveles excitados del sistemaniio F=vT" Fla), (74)

5. Entropia en me@nica cuantica: resultados
numericos
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donde el vecto = (zg, 21, z2) €S el vector de coeficientes, Nuevamente nuestro programa debe encontrar los valores
la matrizV es la matriz de Vandermonde asociada g el propios de otra matriz —ahora la matriz de densidad redu-
vectorf(a) el vector de funciones asociadddaEn el caso cida. Con los valores propios de la matriz de densidad redu-
de que la matriz argumentd sea no-degenerada —es decir, cida debemos analizar el tipo de matriz del que se trata —

a1 # as,a1 # as, a1 # az— la matriz de Vandermonde y el no-degenerada, degenerada o completamente degenerada—

vector de funciones toman la forma y calcular el logaritmo de ella ség la ecuadn
1 1 1 . e_,mt In(p) = yol + y1pa + y2p, (80)
V=| a1 ay a3z |, fla)=| et |. (75)
ai a3 a3 east con ecuadn de coeficientes
Para la matrizA, una matriz completamente degenerada, g= VTﬁlfq(r), (81)
a1 = as = ag, la matriz de Vanermode y el vector de funcio- _ _
nes se escriben donde las opciones de la matriz de Vandermoridey el
, vector de funcionesf(r), asociados @4 para encontrar el
r 0 0 . e ) vector de coeficientes, = (yo,y1,y2), SONn: en el caso no-
V= ai 1 0 ) f(a): —ute™ " : (76) degenerado;l # 719,71 £ 13,72 # T3,
a? 2a; 2 —t2eraat
1 1 1 In(ry)
Finalmente, si la matriA se trata de un caso parcialmente v = 1| r, ry rg |, f(r) = In(ro) |. (82)

degeneraday; # as,as = ag, podemos escribir la matriz de r? r2 r? In(r3)

Vandermonde y el vector de funciones como
En el caso completamente degeneradcs o = r3,

1 1 0 . e—wlt
V= a1 ay 1 . fla)= e razt . (77) 1 0 0 . 111(1?"1)
a? a3 2as —itera2t V={(mn 1 0], f(r)= e - (83)
2 oo 2 -
1 T1 2

. . . T
Es facil escribir un programa que encuentre los valo- '
res propios de la matria, verifique el tipo de matrizZA Y en el caso parcialmente degenerados# ra, 72 = 13,

—no-degenerada, completamente degenerada, parcialmente

degenerada— y encuentre las amplitudes de probabilidad de—V B L (1) 2 ingrlg 84
pendientes del tiempfc,, (t), dn(t), e (t)} sedin sea el ca- B ) - J) = e (84)
so. Con las amplitudes de probabilidad se puede calcular la 1 T2 42 r
matriz de densidad reducida [Ec. (18)]: En el tratamiento anterior consideramos que la matriz de den-
9 " N sidad reducid# 4 posee valores propios dados por el conjun-
oo len] Cndl 1 Cn€hiq o
N Z dprcs  |d,|? e (78) to {r1,re,r3} y entonces utilizamos el teorema 4 para es-
pa fvard e"}} " . ”d* ‘e” |’5 ’ cribir el logaritmo de la matriz de densidad [Ec.(80)] y su
o nontl men " ecuacdn de coeficientes [Ec.(81)] para los casos de matriz
con la cual podemos hallar la entfaglel sistema: no-degenerada, Ec.(82), completamente degenerada, Ec.(83)
y parcialmente degenerada [Ec.(84)].
gﬁA = — 111(pr)~ (79) Tomemos como ejemplo particular en tiempo inicial
t = 0. Para este tiempo la matriz de densidad reducida pa-
ra el sistema @imico esh dada por
pa=1| 0 0 0 |. (85)
0 0 1
=2 Esta matriz de densidad tiene valores propios degenerados
W; =20
12> A» _
f =@ {0,0,1}. (86)
© =W, Si tratiramos de usar el@odo presentado en la Sec. 3 nece-
Azzo sitaiamos de los vectores propios asociados a estos valores.
* Es facil encontrar un par de vectores propios:
11>
FIGURA 2. Diagrama esqueatico para el sistema de tres niveles a L (1) L 8 87
considerar en nuestro problema de inter@g@on un campo cuan- U1 = 0 o U3 = 1 ) (87)

tizado.
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Trabajando con las representaciones $ilchs podemos es-
&(t) 101 cribir la funcion logaritmo de la matriz reducidig, [Ec.(80)]
1 como

0.8
In(pa) = yol +y1pa + y2p,

0.6 - lim, o+ In(x) 0 0
o = 0 lim, g+ In(z) 0 ,
0.4 0 0 In(1)
m) 0 0
0.2 = 0 In(0) 0 . (91)

0 0 In(1)

0.0 +————————————————— Este resultado es igual al encontrado anteriormente [Ec.(89)].
0 20 40 60 80 100 120 140 Por lo tanto el valor medio de la entfiapdel estado inicial
t [Ec.(12)] es

FIGURA 3. Entroda ( (S), linea continua) y purez& (¢), linea A . R .
punteada) para un sistema de tres niveles en intéra@mn un (5(0)) = Tr[=pa(0) In(p(0))],

campo coherente. 00 0 In(0) 0 0
. =Tr—|{ 0 0 0 0 In(0) O ,
Para encontrar el tercer vector tenemos que construir la ma-
. - 0 01 0 0 In(1)
triz auxiliar ML
=0. (92)

M =1\ - pa = —pa, (88) .

Esto concuerda con el valor esperado del valor medio de la
la cual no tiene inversa y, por lo tanto, no nos puede ayudaentropa para la matriz de densidad del estado inigiglpues
a encontrar el tercer vectary, asociado al valor propio de- el estado inicial es un estado puro y debe poseer una &atrop
generada, = 0 como se muestra en la Sec. 2. En este casmedia igual a cero —un ejercicio para el interesado es derivar
tenemos la suerte de poder encontémilfnente este tercer el valor maximo de la entrojfa mediapista: el valor maximo
vector asociado com@, = (0,1,0), pero en general, para se da cuando el estado del sistema de tres niveles es un estad
dimensbn mayor, hallar los vectores §attedioso. Es decir, mezcladoy es igual &,,.,) = In(3) = 1.09861.
la matriz de transforma@h de coordenadas no esisgue la El procedimiento antes demostrado para el tiempo inicial,
matriz identidad de tres por tre®, = I, pues la matriz de ¢ = 0, puede repetirse para cada instahtgue deseemos
densidad reducida 4, ya tiene una forma diagonal. Por lo analizar. Con cada uno de los valores medios de la datrop

tanto el logaritmo de la matriz reducida&siado por encontrados para cada instante de tiempo podemos construir
una gafica. Para darle un pocoas de relevancia al atisis
In(0) 0 0 de la entroa podemos estudiar al mismo tiempo la pureza
In(pa) = 0 In(0) 0 : (89)  del sistema [5] dada por la ecuasi

0 0 In(1)

: : ) £(t) =1 —Tr(pi (1)), (93)
Si seguimos el @todo basado en el teorema de Cayley-
Hamilton —presentado en la Sec. 4— los valores propios dé cual, para sistemas con dimesimayor a dos, es una
la matriz de densidad reducida del sistentarito [Ec.(86)] aproximacdn a la entrofa y debe ser calculada segcada
remiten a un vector de coeficientes y matriz de Vandermondeaso particular.

definidos como la Ec.(84): Si tomamos los resultados para la evabinctemporal de
la entropa y la pureza del estado inicial del sistema de tres ni-
101 . In(0) veles [Ec.(70)] en interac@h con el campo cuantizado y los
V=1011 /[, f(r)= 5 : (90)  graficamos contra un eje temporal (Fig. 3) podemos darnos
0 01 In(1) cuenta de que cualitativamente el comportamiento de ambas

funciones es similar. Pero, si prestamos mayor abenda
entropa nos indica que el sistema alcanza su mayor pureza
en las primeras etapas de evobrci—el primer valle es mu-
cho nés profundo que el segundo— mientras que la pureza
nos muestra que el sistema alcadzsu mayor pureza mu-
cho mas tarde —el segundo valle de la fumitide pureza es

Ahora lalltima ecuadin tenemos un problema muy impor-
tante: las funcionel(0) y 1/0 son singulares, por lo tanto
trabajaremos con loghites por la derecha de ambas funcio-
nes de tal forma que para nosotros

In(0) — lim In(z),

z—0+ mucho nés profundo que el primero. De esta forma se revela
1 la inexactitud de la fundin de pureza, Ec.(93), para dimen-
0 ;g{ﬁ z sibn mayor que dos. Esto es un resultado de @stejue nos
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revela la importancia de trabajar corétondos andficos pa- 3. Calcular los coeficientes  auxiliares, {c},

ra calcular funciones de matrices para obtener resultados que ~ @=V7 ' f(\).

las funciones aproximadas no nos permiten observar. No1

4. Encontrar la fundn matricial,f (A) = > ¢, A™.

. n=0

6. Conclusiones ) , _ ;
Este nétodo es muy simple de aplicar, como se niostr

Hemos presentado un par détmdos andlicos para cal- la Sec. 4, y nos entrega la fubai de una matriz. Otro punto
cular funciones matriciales. El primero de lotodos se a favor es su simplicidad, lo que permite llevardkzifmente
basa en encontrar las funciones de matrices en forma gé-un sistema dalgebra computarizada.
neralizada de Jordan. El segundcadsasado en el teorema  Finalmente, se presénuna aplicadn muy simple en
de Cayley-Hamilton y en las matrices de Vandermonde, estel aralisis de la pureza del estado de un sistema. Es mucho
método requiere del conocimientode los valores propios de Ignas sencillo analizar directamente el operador de ef@yop
matriz argumento solamente y de realizar una serie de mubj4 = — In(.4), que encontrar la pureza del sistema, la cual
tiplicaciones matriciales para ser aplicado. Si contamos cofé tiene que analizar y derivar $iegel caso que se éstra-
una matriz argumento cuadrada de dimensV, A, podemos tando —en el caso presentado no hubo necesidad de derivar
resumirlo en los siguientes pasos: tal expresbn pues era ya conocida. Adés si bien la pureza

nos presenta informamn general confiable, para obtener da-

1. Encontrar los valores propios de la matriz argumen{0s mas precisos debemos buscar la inforraagdroporcio-

to A. nada por la entrdp, un ejemplo de esto es el caso presenta-
do de un sistema de tres niveles en inte@ecion un campo

2. Formar la matriz de Vandermond#, correspondiente cuantizado donde la furtm de pureza da un dato errado so-

y encontrar la inversa de su transpuesta. bre el momento en que el sistema llega a su estédopuaro.
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