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En este artı́culo se describe una aplicación del ḿetodo de diferencias finitas en el dominio del tiempo (MDFDT) para simular la propagación
del campo electromagnético en un medio homogéneo. La estrategia de este método se basa en escribir las ecuaciones diferenciales de
Maxwell en una formulación discreta en el espacio y en el tiempo. El objetivo es trasladar esta formulación a un algoritmo que pueda ser
resuelto nuḿericamente por medio de un código computacional. Este trabajo pretende motivar a los estudiantes a la simulación nuḿerica
de feńomenos electromagnéticos ondulatorios. Por medio de lenguaje Matlab generamos un código que, con modificaciones fáciles, permite
obtener animaciones que simulan diferentes situaciones fı́sicas.
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In this paper we describe an application of the Finite Difference Time Domain (FDTD) method to simulate the propagation of the electro-
magnetic field in a homogeneous medium. The strategy of this method is to formulate the differential Maxwell equations in space and time
finite differences in order to write a computational code. This work tries to motivate the undergraduate students to the numerical simulation
of the electromagnetic wave propagation. We propose an interactive matlab code that with easy modifications is able to simulate different
physical situations.
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1. Introducción

En teoŕıa, cuando un campo electromagnético incide sobre
una estructura de una forma arbitraria, las ecuaciones de
Maxwell pueden ser utilizadas para conocer el valor exacto
de la reflexíon en cualquier punto del espacio. Sin embargo,
una solucíon anaĺıtica de la distribucíon del campo está res-
tringida a un cierto ńumero de geometrı́as; aquellas en donde
es posible realizar los ḿetodos tradicionales de solución de
ecuaciones diferenciales. Usualmente para obtener solucio-
nes analı́ticas, el feńomeno de dispersión del campo electro-
magńetico se resuelve aplicando condiciones a la frontera y
realizando separación de variables. Desafortunadamente este
procedimiento śolo es v́alido para unas pocas geometrı́as. En
consecuencia, cuando la geometrı́a se vuelve ḿas complica-
da, śolo es posible conocer el valor del campo por medio de
métodos computacionales.

Durante laśultimas d́ecadas han sido desarrollados diver-
sos ḿetodos para resolver numéricamente las ecuaciones de
Maxwell. Entre estas técnicas se encuentra el método de dife-
rencias finitas en el dominio del tiempo (MDFDT) [1,2]. Ac-
tualmente, el MDFDT es ampliamente utilizado para la des-
cripción del campo electromagnético en diversas situaciones
fı́sicas y en especial en el campo de los cristales fotónicos [3].

Este articulo está dedicado a hacer una presentación sen-
cilla de este ḿetodo. Discutimos la formulación del MDFDT
para simular la propagación del campo electromagnético en

un medio homoǵeneo. Ciertamente, la propagación en un me-
dio homoǵeneo o en el vacı́o no es un problema que implique
un gran inteŕes f́ısico. Sin embargo, el objetivo principal de
este trabajo es la ilustración del algoritmo.

Nuestra presentación es apropiada para los estudiantes de
licenciatura o ingenierı́a que han llevado un curso interme-
dio [4] de electromagnetismo en donde se hayan presentado
las ecuaciones de Maxwell. La experiencia computacional re-
querida para leer este trabajo es mı́nima. Nuestra idea es que
el código sea f́acil de entender, de tal forma que el estudian-
te desarrolle una buena intuición del feńomeno f́ısico y de
la lógica del programa en Matlab. Cabe destacar que en es-
ta presentación tratamos de exponer en la forma más clara
que nos ha sido posible el algoritmo del MDFDT. Hemos to-
mado en cuenta que probablemente el estudiante tendrá un
par de obst́aculos para entender el contenido de este trabajo:
la inexperiencia en la formulación discreta de las ecuaciones
diferenciales de Maxwell y la inexperiencia en programación.

En este trabajo nos restringimos a la descripción del cam-
po en un medio homogéneo, en particular el vacı́o. En nues-
tro algoritmo śolo son necesarios dos vectores para indexar
los valores del campo eléctrico y magńetico. La presentación
grafica de estos valores de los campos se muestra median-
te una evolucíon en el tiempo gracias a nuestro programa en
Matlab. En la Sec. 2 hacemos una presentación b́asica de la
formulacíon discreta de las ecuaciones de Maxwell. En la
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Sec. 3 discutimos la implementación del algoritmo en Ma-
tlab. En la Sec. 4 discutimos las condiciones absorbentes de
frontera. Finalmente en la Sec. 5 ilustramos la flexibilidad del
algoritmo implementando diferentes situaciones fı́sicas.

2. Las ecuaciones de Maxwell en forma discre-
ta

EL MDFDT analiza el problema de la propagación electro-
magńetica en pequẽnas particiones espaciales. En estas cel-
das los campos eléctricos y magńeticos est́an alternadamente
distribuidos. Las celdas o nodos también est́an intercaladas
en el tiempo. Para resolver este conjunto de ecuaciones se
desarrolla un proceso iterativo en el tiempo.

Comenzamos con las ecuaciones de Maxwell en el siste-
ma cent́ımetro-gramo-segundo (cgs) [4]. Consideramos que
las ondas se propagan en un medio homogéneo y que no exis-
ten fuentes de carga ni de corrientes (ρ = J = 0). Si escogemos
una polarizacíon tal que el campo eléctrico (E) sea paralelo al
ejex y que se propague en la dirección z, entonces el campo
magńetico (H) est́a sobre el ejey. Las ecuaciones rotaciona-
les de Maxwell quedan de la siguiente manera

∂

∂t
Ex(z, t) = − c

ε

∂

∂z
Hy(z, t), (1)

∂

∂t
Hy(z, t) = − c

µ

∂

∂z
Ex(z, t). (2)

La primera de estas ecuaciones es también llamada de
Ampère-Maxwell y la segunda se conoce como la ecuación
de Faraday. Ambas sonecuaciones diferenciales puntuales,
es decir, que son validas para cada valor continuo del espa-
cio y tiempo. Para lograr una formulación discreta, aproxima-
mos las derivadas espacial y temporal por su representación
en diferencias finitas. Recordemos la definición de derivada
en diferencias centrales [5]:

df(z0)
dz

= ĺım
∆z→o

f(zo + ∆z/2)− f(zo −∆z/2)
∆z

. (3)

En esta ecuación, para un valor finito de∆z,la ecuacíon
diferencial se transforma en una ecuación de diferencias fi-
nitas. La derivada está definida por el valor de la función en
puntos discretos contiguos azo.

La estrategia del MDFDT consiste en cambiar los valores
continuos de la coordenada espacial ‘z’ por valores discre-
tos indexados por el número entero ‘k’, de tal forma que los
valores espaciales son obtenidos por medio de la ecuación
z = k∆z.Con estas consideraciones, la forma discreta de la
derivada espacial para el campo eléctrico (E) es

∂

∂z
Ex(k∆z, n∆t)

∼= Ex[(k + 1/2)∆z, n∆t]− Ex[(k − 1/2)∆z, n∆t]
∆z

. (4)

Similarmente, los valores discretos de la coordenada tem-
poral est́an indexados por el entero ‘n’ por medio de la rela-
ción t = n∆t y la forma discreta temporal queda

∂

∂t
Ex(k∆z, n∆t)

∼= Ex[k∆z, (n + 1/2)∆t]− Ex[k∆z, (n− 1/2)∆t]
∆t

. (5)

Relaciones similares pueden obtenerse para el campoHy.
Al implementar las ecuaciones en diferencias finitas para
Ex(z, t) y Hy(z, t)en la Ec. (1) se obtiene forma discreta de
la ecuacíon de Amp̀ere-Maxwell:

E
n+1/2
x (k)− E

n−1/2
x (k)

∆t

= − c

ε

Hn
y (k + 1/2)−Hn

y (k − 1/2)
∆z

. (6)

Para simplificar la notación, hemos puesto como
supeŕındice el ı́ndice discreto temporal, por ejemplo
Ex(n + 1/2, k) → E

n+1/2
x (k).

Para obtener la forma discreta de la Ec. (2) vamos a con-
siderar las derivadas en el punto(z + ∆z/2, t + ∆t/2). La
ecuacíon de Faraday en su forma discreta, es entonces,

Hn+1
y (k + 1/2)−Hn

y (k + 1/2)
∆t

= − c

µ

E
n+1/2
x (k + 1)− E

n+1/2
x (k)

∆z
. (7)

Al considerar la Ec. (1) en el punto(z, t) y la Ec. (2) en el
punto(z+∆z/2, t+∆t/2) logramos describir una situación
en donde los campos están intercalados:

En+1/2
x (k) = En−1/2

x (k)

− c

ε

∆t

∆z

[
Hn

y (k + 1/2)−Hn
y (k − 1/2)

]
, (8)

Hn+1
y (k + 1/2) = Hn

y (k + 1/2)

− c

µ

∆t

∆z

[
En+1/2

x (k + 1)− En+1/2
x (k)

]
. (9)

En cada punto del espacio, el valor del campo se obtiene
de los valores de los campos vecinos. Esta forma de escribir
las ecuaciones de Maxwell es ilustrada en la Fig. 1. El campo
E

n+1/2
x (k) es inducidopor el valor del campo un paso tem-

poral anteriorEn−1/2
x (k) más la contribucíon de los campos

magńeticosHn
y (k+1/2) y Hn

y (k−1/2). Estos campos están
en puntos espaciales contiguos y un medio tiempo espacial
anterior.
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FIGURA 1. Representación de la evolucíon espacio-temporal de un
campo electromagnético.

FIGURA 2. Ilustracíon de un pulso gaussiano, cuyo centro esta en
t = 5τ y tiene un espesorστ .

En este punto, es necesario determinar las cantidades que
afectan a los corchetes en las Ecs. (8) y (9). En el vacı́o, la
función dieĺectrica y la permeabilidad magnética son iguales
a 1;ε = µ =1. Una onda electromagnética necesita un ḿıni-
mo de tiempo∆t =∆z/cpara propagarse dentro de la malla
discreta espacial∆z. Si tomamos un paso temporal más gran-
de, la onda ya habrı́a pasado la distancia∆z y ya no estarı́a
en nuestra malla de simulación. Por esta raźon es necesario
escoger un paso temporal de la forma [2,3,6]

∆t ≤ ∆z

c
. (10)

En este trabajo vamos a utilizar la convencion de escoger
un paso temporal∆t = ∆z/2c.Por su parte, el paso espacial
lo escogemos tomando 10 puntos de la longitud de onda de

la luz en el vaćıo λ0:

∆z =
λ0

10
. (11)

3. Implementacíon en Matlab

El primer campo electromagnético que vamos a simular es un
pulso gaussiano que tiene la forma

E(t) =





0, t < 0,

Eoe
− 1

2 ( t−t0
σt

)2

, t > 0.

Ésta es una función temporal que asemeja un pulso de luz
y esta ilustrada en la Fig. 2. Tiene la caracterı́stica de que su
amplitud ḿaxima esE0. Sólo toma valores diferente de cero
en la vecindad det0, tiempo al cual está centrada y tiene una
duracíon mediaσ t.

La implementacíon de las Ecs. (8) y (9) en un algoritmo
computacional requiere dos vectores unidimensionales, uno
paraExy otro paraHy, para describir la coordenada espacial.
En cada tiempo ‘n’ los campos son calculados en Matlab me-
diante lasl ı́neas de programason los siguientes:

ex(k) = ex(k) + 0.5*( hy(k-1) – hy(k) ) (12)

hy(k) = hy(k) + 0.5*( ex(k) – ex(k+1) ) (13)

En estasrelacionesya no existe el superı́ndice. El tiem-
po es una variable implı́cita en el MDFDT. En la primera de
estas ecuaciones, el nuevo valor deex(k) a la izquierda de la
igualdad [para el tiempo(n + 1/2)] proviene del antiguo va-
lor ex(k) [al tiempo(n−1/2)] que la ḿaquina ya ha calculado
y teńıa en la memoriamás los campos magńeticoshy(k-1)y
hy(k) [propios del tiempo n]. Para el vectorhy los ı́ndices se
han redondeado de losı́ndicesk+1/2 y k-1/2 a k y k-1 pa-
ra poder especificar la posición de los campos en el arreglo
computacional.

En el Aṕendice A mostramos el programa ‘simple.m’ que
es nuestra primera implementación del algoritmo MDFDT en
Matlab. Ya que el MDFDT es un proceso iterativo, puede ser
presentado en forma concisa en un resumen de pasos lógicos
o pseudo-ćodigo:
• Definición de paŕametros
• Iteración principal sobre el tiempo
◦ Calculo del campo eĺectrico para todos los pun-
tos espaciales
◦ Inserción de una fuente de campo eléctrico
◦ Calculo del campo magńetico para todos los
puntos espaciales
◦ Graficación

Fin de la iteración principal
El programa comienza inicializando constantes y

paŕametros. Los campos eléctricos y magńeticos son inicia-
lizados a cero. El ćalculo comienza obteniendo los campos
eléctricos en cada nodo usando la Ec. (11). A continuación,
se introduce el valor de la fuente de campo eléctrico. El si-
guiente paso es calcular los campos magnéticos. Finalmente,
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el programa itera el procedimiento al siguiente valor tempo-
ral.

En la Fig. 3 mostramos el resultado del programa para
200 iteraciones temporales. El comportamiento del pulso en
el espacio y en el tiempo puede ser visualizado en la Fig. 4.
A medida que el pulso se propaga en el tiempo, se extiende
hacia fuera del centro de la malla espacial.

El programa detiene la simulación antes de tocar el lı́mite
de la malla de simulación. En nuestro ḿetodo, para calcular
el campoE en un punto, es necesario conocer los valoresH
que rodean dicho punto. Sin embargo, en el borde de la malla
de simulacíon no conocemos el punto correspondiente que
est́a fuera de la malla. De esta forma, no es posible calcular
el campoE en los valores lı́mites de la malla.

Si el programa continuase, es decir, si hacemos el ejerci-
cio de modificar el ńumero de pasos temporales aN t=200,
veremos la evolución temporal de los valores espurios que
toma el campo en el borde de la malla. El efecto neto es
una reflexíon hacia el interior de la malla. Esto es algo que
es necesario evitar. Por ello introducimos las condiciones de
frontera absorbentes en la siguiente sección.

FIGURA 3. Pulso gaussiano despues de 100 pasos temporales.

FIGURA 4.Variación del puslo gaussiano en el espacio y en el tiem-
po.

4. Condiciones de frontera absorbentes

Las condiciones de frontera absorbentes son necesarias para
simular adecuadamente la propagación de los campos elec-
tromagńeticos una vez quéestos han llegado a la frontera de
nuestra malla de simulación. En el algoritmo del MDFDT, los
valores de los campos se determinan mediante un promedio
de los campos en los puntos vecinos. El problema consiste
en que en la frontera de la malla de simulación, este prome-
dio no se puede dar porque no conocemos el valor del campo
fuera de la malla. De esta forma, si la simulación continua,
los campos toman valores espurios.

Fı́sicamente, esperamos que los campos se propaguen ha-
cia fuera de la malla de simulación, ya que consideramos que
fuera de nuestra malla no existen fuentes. La distancia que
la onda viaja en un paso temporal está determinada por la
relacíon

distancia = c0∆t = c0(∆z/2c0) = ∆z/2. (14)

Esta relacíon implica que al campo le toma un par de pa-
sos temporales viajar un paso espacial. La forma de escribir
esta condicíon es

En
x (1) = En−2

x (2). (15)

Con esta expresión estamos asignando el valor del cam-
po en la frontera en lugar de calcularlo. Esta condición es
fácil de implementar. Solamente es necesario guardar el va-
lor deEx(2) un par de pasos temporales y luego asignarlos
a Ex(1).Las condiciones de frontera han sido implementa-
das en el programa ‘simpleABC.m’ que se encuentra en el
Apéndice B. En la Fig. 5 mostramos la propagación de una
onda gaussiana. En esta ocasión, la onda pasa la frontera sin
reflexión, que es lo que es esperado que ocurra.

FIGURA 5. Pulso gaussiano despues de 140 pasos temporales in-
cluyendo condiciones absorbentes de frontera.
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FIGURA 6. Superposicíon de dos pulsos gaussianos.

5. Aplicaciones

Uno de las ventajas ḿas significativas del MDFDT es que es
flexible para realizar simulaciones tanto de campos estacio-
narios como de pulsos que varı́an en el tiempo. También es
posible simular tanto una sola frecuencia, por ejemplo una
onda sinusoidal o un pulso que contenga varias frecuencias.
A continuacíon veremos algunos ejemplos de superposición
de diferentes tipos de fuentes. Estos ejemplos pretenden ilus-
trar la flexibilidad del algoritmo.

5.1. Superposicíon de dos pulsos gaussianos

El primer ejemplo de modificación del programa es obtenido
al analizar la superposición de dos pulsos gaussianos. Uno de
los pulsos está ubicado enk=30 y el segundo está ubicado
enk=70. En la Fig. 6 ilustramos la superposición de ambos
pulsos despúes de 90 pasos temporales.

Para lograr esta simulación es necesario escribir una nue-
va funcíon llamada ‘pulso2gauss.m’ la cual mostramos en
el Apéndice C. Asimismo, hay que modificar una lı́nea del
programa ‘simpleABC.m’. La lı́nea 28 donde viene la ins-
trucción

ex=pulso(ex,n,t,tao,t0,spread);
debe ser cambiada por
ex=pulso 2gauss(ex,n,t,tao,t0,spread);
Con esta variación estamos llamando a la nueva función

‘pulso 2gauss.m’ en vez de a la función ‘pulso.m’.

5.2. Superposicíon de dos ondas sinusoidales

Este ejemplo requiere ḿas cambios sobre el programa
‘simple ABC’, Ahora vamos a requerir de una malla espa-
cial más grande, Nz=400 y las iteraciones temporales van a
ser N t=350. La onda sinusoidal que vamos a simular es

E(t) = sin
(

0,1
2π

τ
t

)
.

FIGURA 7. Superposicíon de dos ondas sinusoidales.

FIGURA 8. Evolución de la suma de dos ondas sinuosidades lige-
ramente desfasadas.

Esta fuente va a ser ubicada en k=20 y k=380. Este cam-
bio est́a contenido en la función ‘pulso2sin.m’, la cual se lla-
ma dentro del programa modificando la lı́nea 28 donde viene
la instruccíon

ex=pulso(ex,n,t,tao,t0,spread);
debe ser cambiada por
ex=pulso 2sin(ex,n,t,tao,t0,spread);
En la Fig. 7 mostramos la superposición de dos ondas

despúes de 405 pasos temporales.

5.3. Evolucion de un grupo de ondas

Como un ultimo ejemplo vamos a presentar la evolución de
un grupo de ondas ligeramente desfasadas que obedecen a la
función:

E(t) = sin
(

0,3
2π

τ
t

)
+ sin

(
0,28

2π

τ
t

)

Similarmente, la ĺınea 28, donde viene la instrucción
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ex=pulso(ex,n,t,tao,t0,spread);
debe ser cambiada por

ex=pulso 2group(ex,n,t,tao,t0,spread);
En este ejemplo consideramos una malla de tamaño

N z=500 y en la Fig. 8 mostramos la situación despúes de
1500 pasos temporales.

6. Conclusiones

Hemos presentado una implementación sencilla del MDFDT
utilizando en forma elemental las caracterı́sticas de Matlab.
Este algoritmo puede ser trasladado fácilmente a Fortran o
C++, en caso de ser necesario por no contar con Matlab. Esta
breve ilustracíon del ḿetodo pretende motivar a los estudian-
tes, mediante la presentación de ejemplos, de las potenciali-
dades de este algoritmo. Este trabajo puede también verse co-
mo una actividad suplementaria a un curso de electromagne-
tismo. La flexibilidad del programa al introducir los diferen-
tes casos mediante funciones, ayuda al estudiante a explorar
nuevas posibilidades de aplicación del algoritmo. Finalmen-
te, esperamos que la metodologı́a expuesta en este trabajo
interese a los estudiantes para adquirir más conocimientos en
la técnica del MDFDT.
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Apéndice A

El primer programa es llamado ‘simple.m’ y el código es pre-
sentado a continuacion.

% simple.m
clear;
% Definicion de parametros
c = 3.0E+8; % velocidad de la luz
lo = 632.8E-9; % longitud de onda del laser
tao = lo/c; % periodo
N z = 100; % particiones en z
N t = 100; % pasos temporales
delta z = lo/10 % particion espacial
delta t = delta z/(2*c) % particion temporal
t = 0.0 % valor inicial del tiempo
zf = N z*delta z/1e-6 % valor final de z (micras)
ex(1:N z) = 0; % inicializa valores del campo
hy(1:N z) = 0; % inicializa valores del campo
z = delta z*(1:N z); % inicializa valores de z
t0 = 2.5*tao;
spread = 0.5*tao;
for n = 1: N t % inicia ciclo MDFDT
for k = 2: N z-1
ex(k) = ex(k) + 0.5*(hy(k-1)-hy(k));
end

ex(50) = ex(50)+exp(-0.5*((t-t0).*(t-t0)/spread 2));
for k = 1 : N z-1
hy(k) = hy(k)+0.5*(ex(k)-ex(k+1));
end
axis([0 zf -1 1])
plot(z/1e-6,ex)
axis([0 zf -1 1])
xlabel(’z (micras)’)
ylabel(’E(z,t)’)
title([’n=’,num2str(n,’ %4.1f’),’pasos temporales’])
frame = getframe(gca);
t = n* delta t;
t v(n) = t/tao;
pulse v(n) = exp(-0.5*((t-t0).*(t-t0))/spread 2);
end % termina MDFDT

Apendice B

La segunda versión del algoritmo es el programa ‘sim-
ple ABC.m’, el cual incorpora las condiciones de frontera y,
adeḿas, el pulso es introducido por medio de una función
llamada ‘pulso.m’, esta función debe de estar en el mismo
subdirectorio que el programa ‘simpleABC.m’

% simple ABC.m
clear;
% Definicion de parametros
c = 3.0E+8; % velocidad de la luz
lo = 632.8E-9; % longitud de onda del laser
tao = lo/c; % periodo
N z = 100; % particiones en z
N t = 140; % pasos temporales
delta z = lo/10 % particion espacial
delta t = delta z/(2*c) % particion temporal
t = 0.0 % valor inicial del tiempo
zf = N z*delta z % valor final de z
ex(1:N z) = 0; % inicializa campo ex
hy(1:N z) = 0; % inicializa campo hy
z = delta z*(1:N z); % inicializa valores de z
t0 = 2.5*tao;
spread = 0.5*tao;
ex low1 = 0;
ex low2 = 0;
ex high2 = 0;
ex high1 = 0;
for n = 1: N t % inicia ciclo MDFDT
for k = 2: N z-1
ex(k) = ex(k) + 0.5*(hy(k-1)-hy(k));
end
ex=pulso(ex,n,t,tao,t0,spread);
% condiciones absorbentes
ex(1) = ex low2;
ex low2 = ex low1;
ex low1 = ex(2);
ex(N z) = ex high2;
ex high2 = ex high1;
ex high1 = ex(N z-1);
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for k = 1 : N z-1
hy(k) = hy(k)+0.5*(ex(k)-ex(k+1));
end
axis([0 zf -2 2])
plot(z,ex)
axis([0 zf -2 2])
xlabel(’z (m)’)
ylabel(’E(z,t)’)
title([’n=’,num2str(n,’ %4.1f’),’ pasos temporales’])
frame = getframe(gca);
t = n* delta t;
end % termina MDFDT
A continuacíon mostramos el programa ‘pulso.m’, el cual

introduce el mismo pulso que el caso ‘simple.m’
% pulso.m
function campo=pulso(ex,n,t,tao,t0,spread)
ex(50) = ex(50)+exp(-0.5*((t-t0).*(t-t0)/spread 2));
campo = ex;
La ventaja de introducir unafuncion, es que nos per-

mite flexibilizar el algoritmo. Ahora, los casos de estudio se

obtendran mediante la utilización de diferentes funciones sin
modificar el programa principal.́Este es un concepto impor-
tante en la programación estructurada.

Apéndice C

% pulso 2gaus.m
function campo=pulso 2gauss(ex,n,t,tao,t0,spread)
ex(30) = ex(30)+exp(-0.5*((t-t0).*(t-t0)/spread 2));
ex(70) = ex(70)+exp(-0.5*((t-t0).*(t-t0)/spread 2));
campo = ex;
% pulso 2sin.m
function campo=pulso 2sin(ex,n,t,tao,t0,spread)
ex(20) = ex(20)+sin(0.1*2*pi*t/tao);
ex(380) = ex(380)+sin(0.1*2*pi*t/tao);
campo = ex;
%pulso 2group.m
function campo=pulso 2group(ex,n,t,tao,t0,spread)
ex(20) = ex(20)+sin(0.3*2*pi*t/tao)+sin(0.28*2*pi*t/tao);
campo = ex;
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