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A partir de los resultados de la n#etica estaidtica chsica se puede deducir de manera formal la ebnatg van der Waals (vdW), utilizando
como modelo de potencial de interamtiun pozo cuadrado; a su vez se muestra que latdemperturbaciones se puede utilizar para deducir
el mismo resultado, pero con la variante de que el modelo de potencial sea una ibtepaaporcional /r°, dondes > 3y r es la distancia
relativa. Con esto se demuestra que formalmente la énudeivdW es una primera correggia la ecuaéin de gas ideal. Se presentan todas
las propiedades termodimicas de un gas de vdW y diferentes formas para construir la curva de coexistencia. En este trabajo utilizan
para construir la curva de coexistencia uetado gafico, uno nurérico y uno anatico.

Descriptores: Ecuacon de estado; funon de partiobn; curva de coexistencia.

From the results of the classic statistical mechanics we can deduce, over a formal way, the van der Waals (vdW) equation, using like m
interaction potential an square well, also we show that the perturbation theory can be used to deduce the same result, but with a variar
potential model used is proportional to an interactigh®, wheres > 3, andr is the relative distance. With this, one demonstrates that
formally the vdW equation is one first correction to the ideal gas equation. We obtain all the van der Waals‘s thermodynamic properties
the coexistence curve. We used to construct the vdW coexistence curve by different methods, by a graphical method, a numerical ar
analytical one.

Keywords:Equation of state; partition function; coexistence curve.
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1. Introduccion es la presin que ellos ejercen sobre las paredes del recipien-
te yT es la temperatura del sistenhags un volumen propio.

Desde hace mucho tiempo se encon relacon entre 1as | o cual da que el volumen disponible para que se mueva el
variables termodiamicas del llamado gas ideal. Pero estaggs es

ecuacbn de estado no predice la tranéitigas-iquido. El
primer estudio sisteatico de @mo se comporta un gas en su Vi=V —b, (2)
camino a convertirse eimuido y viceversa, fue hecho por el
fisico escoes T. Andrews en 1869. En este trabajanos-  donde el volumen excluido es proporcional al volumen pro-
tr6 como el bbxido de carbono se comporta en sus fases vaPio que debéan ocupar las esferas, obtendose que
por y liquido [1]. 9103 N

El 14 de junio de 1873 [2],&0 cuatro &ios despés de la b= . 3)
publicacbn de los resultados de Andrews, &li¢o holanés 3
Johannes Diderik van der Waals (vdW) deférsli tesis doc-  Por su parte el pametroa contiene las contribuciones de las
toral titulada: “On the continuity of the gaseous and the liquidfuerzas intermoleculares por unidad de volumen al cuadrado.
state” en la Universidad de Leiden, donde propuso unadaeor  Con la derivadn de la ecuadin de estado, van der Waals
muy simple para explicar el comportamiento de una sustancigalmente hace una extedisiconsistente de la tdarcirgtica
en la regbn de coexistencidduido-vapor. Usando argumen- de los gases yiduidos, donde la interadam molecular deter-
tos basados en el tafima finito de las mdiculas de un gas, mina el desarrollo macro8pico. A pesar de que la ecuani
ad como de la considerami de que las fuerzas de interac- de van der Waals se puede explicar por factores géicos
cion lejos de las paredes del recipiente son fuerzas atractivgspor medio de la asimé# de la interacéin y de la den-
entre moéculas, lle@, de forma semi-enipca, al resultado sidad en el bulto y cerca de las paredésttas que son la
de que la ecuadn de estado de un mol de gas no ideal, tienemanifestaddn del potencial de confinamiento, caracterizando

la siguiente forma: dicha interacdn por lo que llamamos volumen del recipien-
a te. La deducd@n mea@nico-estaibtica y la discugin de sus
(p + W) (V—-b)=RT, (1) limitaciones fueron hechas mucho tiempo dé&spien los si-

guientes prrafos demostraremos que, usando diferentes po-
donde los pametrosa y b son dos pametros fenome- tenciales de interacon y a bajas densidades, la ecaactle
nologicos. Impicitamente se esta asumiendo que lasipart  estado que se obtiene como primera cor@ttiene siempre

las o moéculas que forman el gas son esferas duras fegue la forma de la ecuadh de vdW, es decir, ella constituye la
de dametroo, encerradas en un recipiente de volunierp  primera correcd@n a la ecuadin de estado del gas ideal.
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2. Obtencibn de la ecuaddn de vdW por méto-  dondes es

dos estadisticos

2.1. Tomando como modelo de potencial entre matu-

las un pozo cuadrado

6d=-m ()\3 — 1) o3ef/ KT — Zp)\3g3, @)

La funcion de partiddn carbnica es

Utilizando como modelo de potencial un pozo cuadrado, po- Q= (27kaT)3N/2 VN NWN-1)5/(2V) (8)
demos obtener la ecu@ci de estado de vdW, de la siguiente

forma. Nuevamente consideramos que la €iagrgtencial de  Entonces, la enefg libre de Helmholtz es

interaccon de un gasl/, contienelnicamenteérminos de

la formau;, que dependen de la distancia relativa entre las

pariculas,r;;.

F=—KTN | In(2rmkT)*/* + glnT +InV

La integral de configuraén en este caso $ef3]

+N (N—-1)6 ©)
Zn = /e—wa/deﬁ..dm. (4) 2V '
Pero cuando eitomo se encuentra dentro de la esfera d&0n esta fundin hallamos la preén,
atraccon, la interac@n esu;;, = —e¢, Y €s cero si eétfuera aN?
de la esfera de admn (ver la Fig. 1.) po_ P —_— (20)
KT KT KTV?
Fijando las coordenadas del (N-43tmoatomo e inte-
grando, tenemos donde
2
4 _ = 3 3 _ .
ZN: V—(N—l)g?TO'S “ 371.0. E()\ 1)’ (11)

+e/ KT ((N ~1) %W (o )\303))

que es una ecudm de la forma de la ecudxi de van der

Waals, obtenida con un desarrollo directo de la integral de
Zn-1. () configuracdbn, pero ahora considerando un pozo cuadrado.

Como sabemos esta forma de trabajar @gla inicamente

Y repitiendo el mismo procedimiento sucesivamente, obtengdara sistemas muy diluidos y taréhisabemos que, en gene-

mos

ral, este potencial estil para ciertos rangos de anchura del
pozo de potencial [4].

Zn =VN[14+(N=1)6/VI1+(N=2)6/V]---

x [1

+o/V], (6) 2.2. Obtencbn dg I.a ecuaaddn de vdW a partir de un de-
’ sarrollo del virial

Supongamos que nuestro sistema es tal que nunca aparecen

tres o méis moéculas interaccionando, y supongamos t&mbi

que en todo instante no hayasinteracén que la que se

obtiene por interacén a pares. Entonces, utilizando la ecua-

cion de estado del virial, en una primera aproxirbagise

usaé Plo el ttrmino que contiene el segundo coeficiente del

virial, por lo tanto

p 2
— = By (T 12
o =P B(D)p (12)
pero sabemos que el segundo coeficiente del virial, para po-
tenciales pares considerdolos de forma gémica, es [3]

-4

FIGURA 1. Potencial efectivo y un modelo de
cuadrado que representa la interaéoainolecular.

By (T) = —2r / (e—u“)/KT - 1) r2dr.  (13)

Si consideramos un modelo para el potencial de intebacci
molecular atractivo y escrito de forma @gita como, (ver
Fig. 2):

potencial de pozo u(r) =

i <
{eoo si r<o , (14)

(%)S Si r>o0o
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cons > 3. Entonces, obtenemos

0.3 3

0

By (T) = +2n 7% + 277%@, (15) Zn = 2 {exp (=BUL))y (20)

y tomando como sistema de referencia a un fluido de esferas
duras (HS). Aderas asumimos que el potencldles aditivo

p o3 e o3 ) a paresy es de la formid (r) = Uns (1) + Ui (r), donde

xT P + {273 + QWﬁ (3 s) } P 16 (r) es el potencial perturbativo. Entonces, asumimos que

BU, es pequio, a$ que podemos escribir,
Sabemos que = N/V y tomando la definiciones siguientes:

sustituyendola en la Ec. (12) resulta

oreod N2 (exp (=BU1))q = exp (= (Ut)y) - (21)
TET
 (3-9) (47 Sabemos que el promedio del potencial perturbativo con res-
9753 N pecto al de esferas duras es
b= 3 (18) -
v

tenemos que (Uh)y = pT /u1 (1) grs (1) dmridr; (22)

_ NKT _ a_ (19) ’

b= (V—-b) V% la funcion de distribudn radial de esfera durgys (r) se

. , toma como [5]
gue es una ecudn de estado, exactamente de la misma for-

ma que la ecuabn de van der Waals, obtenida en este caso [0 r<o 23
usando el desarrollo del virial. Note que el modelo de po- gns (r) = 1 r>o (23)
tencial usado es gérico y por lo tanto es apropiado para
cualquier potencia inversa a la distancia de sepamagie va Usandoggs (), tenemos
comor—*, paras > 3. Por otro lado, mediante la tdarde -
ensambles y considerando un sistema de referencia con una
. . . . . U(l) 72 2V ( ) 2d (24)
interaccon dominante, se puede construir unafizole per- N ), T TP up\r)r-ar
turbaciones, en la cual értmino de referencia es @rmino o
_dorr_li_nanEe. E§t§ desarrollo se mostrarcontinuadin y cuya = —aNp, (25)
justificacibn tedrica se puede encontrar en la Ref. 5.
. _ donde hemos usado la defirdini
2.3. Teolia de perturbaciones
Tomando la integral de configuréci de la siguiente for- a= 727r/u1 (r) r2dr. (26)
ma [3, 5]: p
u(r) & El signo menos en la defin@ dea tiene que ser incluido
para hacer que sea uaimero positivo.
Ahora, la integral de configuram es
o Zy = Zy) e’ (27)
— -
y, por definicon,
p _ (O0ln Z](\(,)) ap? (28)
KT )% - KT’
(0) 2
I %7 (29)
KT KT KT
dondep(©) es la presin del sistema no perturbado.
La aproximaaddn final es asumir que la integral de confi-
-4 guracbn de esfera dura es un volumen efectiyy, el cual
es determinado considerando que el volumen disponible para

FIGURA 2. Modelo de potencial de interaéei molecular de esfera  una moécula en el fluido tiene un volumen exclui¢ioo? /3,
dura mas un potencial atractivo ®. por cada mdcula del sistema. Sin embargo, tenemos que
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dividir esta cantidad por 2, ya quéls la mitad del efec- que sustituidos de nuevo en la ecié@actdep conducen al re-
to puede ser asignado para una @cola dada. Por lo tanto sultado

_ _ 3
Vey =V —27No? /3, entonces a

_ 2mod Pe

ZO =W Ny, b= . (30)

) . _ 8 . Notese tamliin que dichos pametros dticos satisfacen la
Sustituyendo la ecuamn anterior en la ecuamn de la pre-  g|acbn

sion, obtenemos la ecuaci de van der Waals,

9 pVe.  3ab 1 3
L__r_ 2 (31) Ze = Rr, :8@'(@):8- (38)
KT 1-bp KT ¢
Aqui las constantes y b estin dadas eretminos del poten- El valor deZ. para el gas de van der Waals es 0.375 y pue-
cial intermolecular. de compararse con los valores obtenidos experimentalmen-
te para varios fluidos, donde.0.23,0.308), el cual siem-
pre es menor que el valor obtenido por la ecoiacle estado
de vdW. Este resultado muestra que vdW cualitativamente es

A pesar de que se hacen ciertas aproximaciones para obterféfTecta, pero no cuantitativamente.

la ecuaddn de vdW el resultado final, es decir, la ecoaaile

estado es muy interesante, ya que a pesar de ser una primér2. Ecuacodn reducida

correccon a la ecuaéin de estado del gas ideal, las isoter-

mas ya no son tan simples y predicen un comportamientde puede hallar una ecuanireducida de vdW definiendo las

ciertamente, muy distinto al de un gas ideal, en esta@ecci variables reducidas

analizaremos algunos de las propiedades de dicha écuaci
Escribamos la ecuam de vdW como T="—, ¢=—, 0= (39)

Pe Ve’ T,
pV3 —V2(pb+ RT) +aV — ab = 0, (32)

3. Propiedades de la ecuadn de vdW

Al sustituir éstas en la ecudm de van der Waals, e introdu-

se puede observar que esta exjinesis un polinomio de gra- ciendo los valores encontradosyge 7. y V,, obtenemos
do tres en el volumen, es decir, una ecaadlbica para V.

Se sabe que una ecu@deidibica $lo tiene tres rees, estas o 8¢ 3 (40)
tres races o son meros reales o bien una es real y las otras 3p—1  ¢2

dos son aimeros complejos. Como obviamente, &ich las
raices complejas no tienen niitng significado, las desecha-
remos. A% que, escogido un valor de T, para cada valor de

p tendremos o bien tresicas o bien una ia real. Adenas, <7r + ) (3¢ — 1) = 86. (41)
van der Waals encoritrque a medida que la temperatdra ¢

se acerca a un valor, que llamarendoslas tres réces tien-  Esta ecuadin ya no presenta a las constanteg b explici-

den a fusionarse en una sola y arriba de esta temperaturatlgmente, se llama ecuaci de estado reducida de vdW. Ella
ecuachn lo tiene una re real para cualquier valor dede  gjemplifica un caso particular de la ley de estados correspon-
hecho predice isotermas del tipo de un gas ideal. dientes. Esto implica que todas aquellas sustancias con los
mismos valores de, ¢ y # deben comportarse de manera si-
milar, lo cual es aproximadamente cierto en muchos sistemas
reales.

61

3
2

3.1. Valores citicos

El punto citico para las variableg, V' y T que satisfacen la
ecuacbn de vdW, se obtienen, de las condiciones

P 92 3.3. Coeficientes de expansn volumétrica y de com-
(p> -0, ( P ) — 0, (33) presibilidad isotérmica de un gas de vdwW
T=T, T=T.

ov V2
ya que tanto la pendiente como la curva de la isoterma son EStas cantidades soadiimente medibles. La expaosi
cero en dicho punto. De la ecuanide vdWw, volumétrica 5 representa el cambio en el volumen dV cuan-
BT do la temperatura se cambia una dT, por unidad de volumen
a

— — 5 (34)  1/V, manteniendo la presn constante. La comprensibilidad
V-b Vv isotermicarx representa el cambio en el volumen dV cuan-
obtenemos que dichas condiciones se satisfacen cuando, do la presbn se cambia una dp, por unidad de volumen 1/V,

p:

V. = 3b (35) manteniendo la Femperatura constan.te. _Como a todo incre-
’ mento en la preéin corresponde una dismindaien el volu-
_ 8a_ (36) men y viceversa, se multiplica por un signo menos para tener
¢ 2TbR’ una cantidad positiva.
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Usando la forma polibmica: 3.5. Capacidades caldficas de un gas de vdW
pV?® — (pb+ RT)V? +aV —ab =0, (42) » o
) ) El calor espeifico a volumen constant@y, describe canta
el diferencial es enerda tenemos que suministrar a un cuerpo, manteniendo
(3V2p — 2pbV — 2RTV + a)dV + (V3 — bV2) dp V constante, para variar su temperatura dihakl calor es-

) pedfico a presbn constant€,, describe canta ener tene-
—RV=dT =0. (43) mos que suministrar a un cuerpo, manteniendonstante,
para variar su temperatura uda.

Como ya conocemos la en@gnterna, utilizamos la si-

ov RV? . . L. .
o) =3 N SRTV o) (44)  guiente expresin para encontrar la relaui entre las capaci-
p VP —2pbV —2 +a dades caldficas:

para temperatura constante,

: oUu K
vy _ b2 — v - (a) = (- Ve, (55)
dp ),  3V2p—2pbV —2RTV +a /) g

De aqu podemos obtener Utilizando la Ec. (54),

1 /0V 1 /0V
ﬂ=<) y fe:—() . ()
VvV \oT vV \o
» b (8[]) ~ o0, (56)
entonces, o ) r

G L(vy _ RV -
~v\or), (3V—-2b)Vp—2RTV +a’ por lo tanto,
Sustituyendo la presn

Entonces, para presi constante

RTV? —a(V — 1) 0= (Cp=Cv) 5+ Vi, (57)
P=""wv-pvr > (48) .
obtenemos la exprdsi para la expangn volunttrica: y sustituyendad y  , obtenemos,
g BV2(V-b) N (49) o oo VAR'T —aVR(V —b)
RTV?3 —2a(V —b) PV = TRIVE —2a(V —b) (58)
Ahora,
= <8V) = VvEby (50)  3.6. Ecuacon de la adiakatica i
V\op ), 3pVZ—_2Vbp+2VRT +a’ .6. para un fluido de vdwW

sustituyendg, tenemos la expresin para la comprensibili-

. . Para hallar la ecuamn de la adiabtica de un gas que obedece
dad isoérmica,

la ecuaddn de van der Waals, podemos partir de la rélaci

o V2(V —b)? (51) de la primera ley de la termodimica escrita como
RTV3 —2a(V —b)*
KR
3.4. Enerda interna de un gas de vdW dQ = CpdT = (Cp = Cv) de’ (59)

Para encontrar la enégginterna usamos un resultado que
se obtiene a partir de la ecuanifundamental de la termo-
dinamica para un sistema hidrasto, la cual se expresa co-

para un proceso adiabcod@ = 0, entonces,

K
mo CpdI = (Cp — Cv) de. (60)
(), (@), i
ov ), or ), V2’ Utilizando las expresiones pafay «, se tiene,

entonces,

a k (V=0

U=——+¢(T), 53 A
v o) (53) 5 = (61)

y como para cualquier gas la enixgnterna en eliimite de

presbn nula (o V infinitamente grande), ella debe coincidirentonces,

con la de los gases ideales, entonces,

(V-1

U=cr— 2. (54) CdT = (G, — Cv)

v

dp, (62)
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comoC,/Cy = v = cte,,

1
RdT = (1 - 7) (V —b) dp. (63)
De la expre$in de la predin,
(V2 +a) (V —b)
R= VT , (64)
entonces,
PVZA)V =) (Y v pap (65)
ver B v P
dT 1 V2
— =|1—-—| ———dp. 66
T ( 7>pV2+a p- (69)
Integrando, tenemos
1
InT = (1 — 7) In (pV? + a) + cte. (67)
entonces,
T (pV2 + a)_(l_%) = Kte, (68)
Sustituyendd” de la expregin de presin,
(pV2 + a) (V —0) 2 -1 2 1/~
R (pV*+a) "~ (pV*+a)
= constante  (69)
por lo tanto,
(V -b) 2 1y _
TR (pV? +a) ' = constante (70)

que es la ecuagn de la adiatica para un gas de vdW. Note
que hay una diferencia importante respecto a la expmex-
tenida para un gas ideal. Note adgnque, si y b son cero,
se recupera el resultado para el gas ideal.

3.7. Potencial gumico de un fluido tipo vdW

El potencial gimico para la ecuaén reducida de van der

Waals es:
1 ¢
[ln <¢ - 3) - ((15_51),)‘| . (71)

3.8. Regbn heterogenea en el diagrama de fases del gas
de vdwW

680

¢ 3

(o) = 5

Vamos a analizar la familia de isotermas que predice la ecu

cion vdW para temperaturas menores @da

Es importante dealar que la concordancia entre las iso-

termas deducidas a partir de la ecoacile van der Waals y

las obtenidas experimentalmente no es completa. En larregi
donde coexisten la fasglido y gas, las primeras muestran
forma de gasa, en tanto que las segundas son planas. Esto fue

B. BONILLAY J.N. HERRERA
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FIGURA 3. Isotermas de la ecudsi de van der Waals.

observado por el graisico escoés J. C. Maxwell, en 1874,
quien inmediatamente propuso una forma de resolver el pro-
blema. Haciendo notar que la pd@oiM y F (ver Fig. 3),

de una isoterma &gica corresponde a una régidonde un
aumento en el volumen va aconfigao por un aumento en

la preson y esto es imposible, ya que la compresibilidad es
negativa en esa pofim y por tanto el sistema es inestable.
Dicha porcon no puede corresponder a estadsgémen-

te realizables. Usando criterios de estabilidad terntodina
mostid que para obtener la curva experimentalibajue sus-
tituir la porcion séialada por undmea horizontal y esarlea
debe ser precisamente aquella que divida a la gasa en dos
areas iguales entré, £sto es, erea OMK es igual ahrea
KFD. Esta construcon se conoce como la regla deka de

Maxwell:
T?{ds:?{du—kjgpdv. (72)
Como
fd(s:o; jl{du:O, (73)
por lo tanto
?{pdv =0. (74)

Los puntos F y D indican elrhite de los estados metaes-
tables en laisoterma de van der Waals, ellos pertenecen a toda
una familia de puntos, una pareja de ellos por cada isoterma
gue termina en el puntoitico y que determina una curva en
el plano p-V.

Es posible obtener el sistema de ecuaciones {(aitq)
que determinan la posimn de la isoterma real. En efecto, me-
diante variables reducidas y llamandpy ¢, a los volime-
nes reducidos correspondientes a los puntos extremos donde
6@2 > ¢1, tenemos

@2 ®2 804 ¢2d
/wd¢:/3¢_¢l - de (75)
é1 1 é1
83t i 1
—391n3¢11+3[¢2 d)l}, (76)
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y por lo tanto, I '

8 3¢ — 1 { 1 1 }
37Mg 1T g T ST o) (D
Ademéas(m¢y1) Y (mo2) estn sobre la isoterma metaestable,
por lo cual

oo 3 __ 8 _3

3¢1 -1 ¢} 3¢2—1 ¢35’

gue puede usarse para calcutar; y ¢o. |
Los limites de los estados metaestables témipueden | ’

L

cuales, FIGURA 4. Ducto dividido en dos secciones, conectadas entre
si por una alvula.
or —2460 6
55) =0= o+ (79)
b/ Bp—1)°" ¢ 0 sea que
de donde resulta que
H; = Hy, (85)
(3¢ — 1) !
40 = —5—. (80)
¢ es decir, el proceso es isalgico. Se puede afirmar que el flu-
Al sustituir esto en la ecuam reducida, jo de gas de la regh de alta pre$in a la de baja pre@in no

es reversible obviamente, pero en cada una de las secciones

= 627;2 — %7 (81)  existe el equilibrio&rmico.
Para este proceso adélzo, la variaddn de la tempera-
y, finalmente, tura con la pregin esh dada por
3p—2
G o w=(5) 6)
que es la ecuagn de la curva que separa los estados metaes- P/
tables de los inestables. dondey; es el llamado coeficiente de Joule-Kelvin que tiene

una representan geonétrica bien definida. Si considera-
mos Ty como la variable dependiente y variangoT; y p;
se pueden obtener una serie de puntos que representados e

El método utilizado por Joule y Thomson consiste en obserdn diagramal’, p esén unidos por una curva, la isétgiica

var el cambio en la temperatura de un gas cussle pasa, del proceso (ver Fig. 5).

adiakaticamente, por una diferencia de presiones constante, a Las isenélpicas determinadas en este experimento, como

traves de una &lvula [6, 7]. lo establece claramente la Ec. (85), representan a un proceso
A lo largo de dos secciones, de un ducto cualquiera, co-

nectadas entré por unaalvula (Fig. 4), se establece un flu-

jo estacionario con un gas. Este flujo se condiciona de modcT s

gue la predin p; a la izquierda de laadlvula sea mayor que

la presbnp; a la derecha, ambas mantemilose constantes.

3.9. Curvade inversbn: efecto Joule-Kelvin

Entonces, si una masa de gas ocupa un volumen irvigial ~ourva de Inversién
pasar a la regin de menor preén, donde ocuparun volu- 5
menV7, realiza un trabajo W dado por K

0 Vy

W= / pidV + / prdV =psVy —piVi (83) H=const.

V; 0

ya queW = W,,, puesd’Q = 0 para todo el proceso. En-

* — -
- - - -

. — — — 2=
v
ge

tonces, segn la primera ley de la termodamica, tendremos
que )
U +psVy =Usi +piVi, (84) FIGURA 5. Curva isendlpica para un fluido de vdW.
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no a un estado de equilibrio. En efecto, para una pareja debien

valores dep; y T;, la ecuaddn h(p;, T;) = h(Ty, py) = cte.,
implica que para cada valor de esa constéfiter T (py).
En general, podemos escribir que

puede ser igual, mayor o menor dligy la pendiente a la cur-

va en cada uno de estos puntos es precisamental lugar
georréetrico de los puntos para los cuales = 0 se le lla-

ma curva de inveréin. La regbn a la izquierda de esta curva

corresponde a procesos dondge > 0; a la disminuaddn de

1%

2a 2b
p=B(T)

Véase qud; # 0, debido a que el gas de van der Waals parte
de un gas ideal pa@a## 0,b # 0.

Puesto que:; = 0 siempre quedT = 1, esta condidn
sustituida en la ecuami de estado, determina la curva de in-
versbn. Si partimos de la forma reducida de la ecoadle
estado, es decir, obtenemos el siguiente resultado para un gas

la preson corresponde un aumento en la temperatura vy, po‘ile van der Waals,

tanto, uncalentamiento

Es conveniente expresar; en €rminos de las variables
de estado, a fin de calcular la ecuacde la curva de inver-

sibn. Para ello partimos de la ecuatipara la entaip,
dH =TdS + Vdp. (88)

Por otra parte, de la llamada segunda ec@ra@dS, o sea,

TdS = CpdT — TV Bdp, (89)
obtenemos,
dH = C,dT + V(1 — T3)dp; (90)
por tanto,
oT 1%
=(=—) == (Tp-1). 1
w= (%) —& - 1)

Para un punto de invesi iy = 0, lo cual implica que

1
T = —. 92
3 (92)
Tambén para un gas idegl; = 0. Esto esfsicamente con-
sistente, pues un gas ideal ndlic AdenasH = H(T) para
este sistema.
Para un gas de van der Waals,

9= () = f D
V\oT /), V RT—3%(V—b)?

(93)

entonces,
1% RT (V —b)
= — —1;. 94
AN T B

La temperatura de invefsi esh dada por la condién
wy =0, porlo que,

2a
—bRT: + 17 (V2 =20V +b*) =0, (95)
y tomando en cuenta qué > b,
4ab
bRT; = 2a — —, 96
a- 5 (96)

86 3

™= m - ?’ (98)
por tanto,
8df,  246d¢,. 6
- _ = di, 99
0 3¢ —1 (3¢—1)2+¢3¢ (29)
4d0, 12093 — 3 (3¢ —1)°
- - dén, 100
0=35-1 ¢3 (3¢ — 1)° ’ (100
entonces,
90\ 4 (39— 1)
(ao),r 12003 —3(3¢ — 1)% (101)

En funcbn de las variables reducidas, la conditpara que

wy =0se@é
do\
o(55) = (102)
luego tendremos que
46°(3¢p—1)
120¢3 — 3 (3¢ — 1)° ?=0 (103)
o bien
0= 10 (3p—1)". ((10.21))

En funcbn del volumen reducido, esta ecuatinos da la
temperatura para la que un gas de van der Waals tiene una
py =0.

Al sustituir este resultado en la ecuatide estado, obte-
nemos

9
T

™ (26 — 1), ((10.22))

gue es la ecuadn de la curva de inver@n (Fig. 5).
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4. Curva de coexistencia = Debe cumplirse la condign de la igualdad de las pre-
siones en las dos fases:
Las isotermas que satisfacen la ecaaordW eshn ilustra-

das en la Fig. 6. Si escogemos una temperatura constante, p1 = P2, (105)
vemos que si recorremos la isoterma de derecha a izquierda,
pasamos primero por una pdrnide ella que describe el gas
en la cual sV disminuye,p aumenta hasta llegar a un punto

puesto que las fuerzas con que cada fasgaasbbre
la otra en su superficie de contacto deben ser iguales y

donde comienza la pof plana. All, si estuvésemos en el opuestas.
laboratorio velamos que aparecen gotas (fasgiida) y que - Ademés, se debe satisfacerse la corafiaie igualdad
a medida que disminuimos el volumen, la poespermanece de los potenciales dunicos de las dos fases:
constante.

Tres aspectos importantes de lafgga que deben hacerse 1 = 2. (106)
notar son:

) i Entonces, dos fases no pueden encontrarse en equilibrio
a) A medida que la temperatura aumenta, ladegle la  entre § para una preéin y una temperatura cualesquiera, al

coexistencia disminuye hasta llegar a la temperaturgontrario, al dar una de estas cantidades determina el valor de
critica T, donde la condensasi ocurre @bitamente. |5 otra.

A esta curva se le llama la isotermatioa y al punto El objetivo de la tedr de Iquidos es entender cualitati-
donde el volumen del gas es igual al dgliido, punto  yamente el diagrama de fases y reproducirlo cuantitativamen-
critico. te. En particular, se quiere relacionar las propiedades termo-

dindmicas, la estabilidad, y la estructura de iguido al ta-
mafio y forma de una métulay ala fuerza entre las négl-
las.

b) Arriba deT,. no hay condensatn, esto es,ificamente
no podemos distinguir entre las dos fases gagujido.

¢) Lacurva punteada, que une todos los puntos en los e 1 Transicion de fases de un fluido de vdw
tremos de las porciones horizontales y pasa por el pun-
to ciitico, se conoce como la curva de coexistencia. A continuacén explicaremos brevemente lo€tados utili-
o o zados para obtener la curva de coexistencia. Le®dos uti-
Las condiciones de equilibrio entre dos fases son: lizan la presbn reducida,, el volumen reducid®, y la tem-

. . I;i)eratura reducid@;,., definidas anteriormente.
= Al igual que para cuerpos cualesquiera que se encueri-

tran en equilibrio, deben ser iguales las temperaturag ; 4 Metodo nurérico-grafico
T,y Ty de ambas fases:
En un diagrama@V se detectan los valoresaximos y mni-
T =T, (104)  mosdela presin y sus valimenes correspondientes para ca-
da isoterma. Se toma el valor medio de estosimanes, se
hace mediante un programa de computadora (ver la Fig. 6) y

se obtiene

Va+ Vs
a este volmen le corresponde una presie condensatn

p(Ve). Despies se encuentran los valores de los volumenes
V1 y Vi los cuales, obviamente satisfacen

p(Vo) = p(Va) = p(VB). (108)

Estos vollmenes no necesariamente nos dan el mismo po-
tencial qumico, a$ que lo que se hace es que mediante un
programa de @culo y partiendo de la prési p(V¢) se va
disminuyendo de forma sistética hasta lograr que el po-
tencial gumico V, y el V; sean el mismo, es decir compro-

Vo (207)

bamos que
w(Ver) = m(Veg). (109)
FIGURA 6. Diagrama p-V para calcular la curva de coexistencia Si en esos puntos los potencialesmicos son distintos,
usando un ratodo gafico-nungrico. se repite el procedimiento #&lado hasta que se cumpla la
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igualdad de potenciales pmicos. Cuando logramos las igua- minan el rumero de iteraciones necesarias, sin usar direc-
laciones correspondientes se guardan los volumenes corfamente la geométa de las isotermas. Esteétodo es el
pondientes en un archivo de datos y se grafican; obtenemasninmente usado y debido a lo sofisticado de sus criterios
una curva de coexistencia mostrada en la Fig. 7, (ver Ref. 8s el nas seguro [8, 12]. Sin embargo, los resultados coinci-
para un programa explicito déilculo). Este ratodo es ras  den con el retodo anterior como se muestra en la Fig. 8. Los
simple y directo ya que no requiere calculéimrericamente comentarios a los resultados obtenidos son los mismos a los
ninguna integral y &lo requiere un algoritmo(merico efi-  discutidos en el @todo anterior.

ciente para localizar los aximos y ninimos por cada isoter-

may Iuego realizar un proceso de iguatacde los potencia- 4 1 3 Metodo Anditico

les quimicos. La presicin usada fue d&0—*, ya que nuestro

graficador no es capaz de distinguiasrcifras significativas. E| matodo de aproximantes de Rgaliede ser usado para de-
Como se aprecia en la Fig. 7, la compabaceon la curva  qycir una forma anética para la curva de coexistencia de la
obtenida por otros autores es excglente. ecuacbn de vdw [10, 13].

Este nétodo fue usado, tamim, para obtener la curva | 5 construcdin deareas iguales de Maxwell da una in-
de coexistencia de fases para otros sistemas con éoudei tegral involucrando la preh P y un paémetrop el cual es
estado expresada de forma atied, por ejemplo, la ecua- ;44 funcon de la temperatura,
cion de J.J. Nicdlset al. [11] para un fluido cuyo potencial
de interacdn es el potencial de Lennard Jones y las curvas v2
obtenidas coinciden con las reportadas por otros autores y /(P —p)dv =0, (110)
quienes usaron otrosétodos [12]. Debido a que el fluido
Lennard-Jones esfcticamente una referencia universal, po-
demos afirmar que esteétiodo es muy recomendable para eldondeP esé dado por una ecuani aproximada de estado,

vy

calculo de las curvas de coexistencia. la cual, con toda generalidad, se supone que es de la forma
_ N(V,T)/M(V,T). Los limites de integraéin eséan dados

4.1.2. Metodo nurérico por las réces de la ecuadn polinomial

Llamamos nétodo nungrico a una forma de resolver el pro- N — pM = 0. (111)

blema de la construd@n de la curva de coexistencia, par-

tiendo de las condiciones de que a una misma temperatura g&te polinomio puede ser expandido en series de Taylor sobre

deben satisfacer la igualdad en los potencialésigos y 1as | yolumen citico y la expansgin truncada para obtener una
presiones, para obtener los correspondientes volumenes g@uao:i)n dibica

gas y deiquido, es decir, se forma un sistema de ecuaciones

no lineales con dos ifbgnitas, el cual se resuelve nérita- FV=Ve)=aV3+bV2 + eV +d =0, (112)
mente, la soludin nunerica, a diferencia del @iodo grafico-

numérico, es mucho &s complicado, ya que en este caso S&ondea, b, ¢ y d son funciones del pametrop y tempera-
aplican criterios de ajuste deimmos cuadrados para garan- (a7, Las tres rices de esta ecudci rendian tres valores,

tizar el cumplimiento de las igualdades y se encuentran lag- _ Va < Vs, dondeV; y Vs son usados como logiites
correlaciones entre los valores calculados; con ello se detea—e integradn

Curva de coexistencia

10 1.0 Curva de coexistencia
0.9]
% 08 0.8
o
§ 207
206 =]
5 206
] =
= 305
So4 =
g £o04
2 ‘@
& § 0.3
0.2
02|
0.0 0l
Y 1 2 34 5 6 0.0
Volumen reducido V* 0 1 2 34 5 6
FIGURA 7. Comparadin entre la curva de coexistencia encontrada Volumen reducido V
por H. Gouldet al.[9] y la obtenida por el ratodo gafico-nunéri- FIGURA 8. Comparaddn entre la curva de coexistencia encontrada
co. por H. Gouldet al.[9] y la obtenida por el ratodo rimerico.
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Tomemos la ecuagn de estado de van der Waals reduci-donde,
day rescribendola como

8T,
g =20 (119)
o _ 5 (113) Ip
"3V —-1 V2
1

dondeP, es la presin reducida definida paP/P., V, es el r=—{ . a>|, (120)
volumen reducido definido pdr/V, y T, es la temperatura
reducida definida pof'/T, P., V., T. son la presin, volu- @ — ﬁ(i’)q -1
men y temperatura ftica, respectivamente. ¢ = arccos — 5 (121)

SustituyendadP, en la integral de la Ec. (110) e integran-
do se tiene Sustituyendo en la Ec. (114) da una ecoadie la forma

8T 3V3—1)
3 3 r\3vi—1 —
S i p(Vi— V) + ( 1 -0, (114) f(T:,p) = 0. (122)
Vs N 3

) Para resolver la Ec. (122) adoptamos la ité&sacde Newton-
dondeV;(p, T;.) y Va(p,T,) son dos soluciones reales de la Raphson

siguiente ecuabn:
f(TI ? p’n)

8TT 3 o Pn+1 = Pn — d ) (123)
V1 VTQ —p=0. (115) i (T, pn)
Manipulando la Ec. (115) obtenemos, para generar una soléei aproximada dg(7;.) que satisfaga
s ) la Ec. (122). El procedimiento es complicado por el hecho de
=3pVy> + (8T, +p)V;7 — 9V, +3 =0. (116)  que la conjetura inicial dgo (7)) necesita caer en la régi

metaestable y no puede ser igual a cero o i@, p,,) llega
a ser complejo o indefinido.

La forma del resultado puede ser simplificada obteniendo
la aproximaaddbn de Pad de la funddn alrededor de un punto

Esta es una ecudi dibica, la cual puede ser resuelta exac-
tamente. Las figesV; y V3 de la Ec. (116) eén dadas por

™
Vi=2r Cos(g - g) -4 (117) apropiado [10]. Este Pades entonces reinsertado en la ite-
9 racion de Newton-Raphson, y el proceso es repetido hasta el
V3 =—-2r cos(g) —q, (118) grado deseado de ajuste. Encontramos que un aproximante

de Paé [3,3] deps(T;.) satisface la Ec. (122) con un error
| menor que 0.1% en el intervalo @& de 0.6 a 1. Se obtuvo

—4(1 = T,) +6.93722(1 — T,)* — 3.69493(1 — T,.)3

. 124
1—0.534299(1 — T,) + 0.0493559(1 — 7;.)2 + 0.022095(1 — 7;,) (124)

p=1+

La Ec. (124) da la curva de prési de vapor para un fluido de acuerdo a la edirade estado de van der Waals.

Para obtener la curva de coexistenBjacomo una fundn deV,, la Ec. (124) puede ser substituida en la Ec. (115) de
estado reducida de van der Waals, obteniendo una écuadacionando las variablds y V..

—4(1 = T;) +6.93722(1 — T,)? — 3.69493(1 — T;.)3 3 8T,
1+ — — =0. (125)
1 —0.534299(1 — T}.) + 0.0493559(1 — T,.)2 + 0.022095(1 — 7,.)3 ~ V2 V,—1
Manipulando la Ec. (125) obtenemos una ecoiade cuarto grado pafa de la forma
aT* 4+ bT2 + T2 + dT, +e =0, (126)

donde los coeficientes son todos furtideV,.. Esta ecuadin puede ser resuelta exactamente, usando las formas de Carde
no [14]. Sin embargo, es muchdasisimple resolver una ecuanidibica, asque expandemos en serie de Taylor la Ec. (126)
alrededor d€, = 1y se reduce a una ecuanidibica, de la siguiente forma:

aT? +bT7? + T, +d =0, (127)
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donde,
a = —0.0699868 + 0.20996V;. + 4.10835V,% 4 11.6341V,3, (128)
b= 0.366312 — 1.09894V, — 0.0179807V,? + 12.7716V2, (129)
¢ = 1.16979 — 3.50937V,. + 5.45872V;% — 5.00376V;2, (130)
d = 1.7015 — 5.10449V;. — 0.046255V,? + 0.698659V.>. (131)

Al solucionar la ecuadin dibica (127), obtenemos la temperatura reducida comog@uarug| volumen reducido.

Podemos eliminar la variable de la temperatura del lado derecho de laGtdacestado de van der Waals, de tal modo
gue obtenemos una exprésiparaP, como una fundn lo deV,.. Sustituyendo en la ecuéci de estado de van der Waals
produce la curva de coexistendta — V..

8 [2rcos(% — &) — ¢ 3

V,<1 P = " -5 (132)
8 [—2r cos(%) —q] 3
V,>1 P = T - (133)
donde
b
0= (134)
2
r=—2 3“0? , (135)
o' be 4 d
0 = arc cos <27“2f522“> , (136)

y donde los coeficientesb, c y d estin dados por las Ecs. (128)-(131).
La aproximadbn de Pad de la Ec. (132 (133) puede ser usada para obtener una formétiaaatas simple de la curva
de coexistencia. La ecuéci de la curva de coexistencia obtenida usando paroximantes de&egad

0.001379 (V, — 1) — 1.00741 (V, — 1)* — 0.177423 (V, — 1)°

P.=1+ 5 -
1+ 2.00364 (V, — 1) — 1.25664 (V, — 1)* — 0.175987 (V,. — 1)

(137)

Utilizando la Ec. (137) se obtiene la curva de coexistenciade | , Curva de coexistencia

fases mostrada en la Fig. 9, donde podemos observar que es
forma anditica reproduce la mayor parte de la curva de coe-

xistencia obtenida por otrosétodos y por otros autores [9]. 0.8
*
[~
) 206t
5. Conclusiones g
o
e
Obtuvimos la ecuadi de van der Waals por diferentestor 5%
dos de megnica estaidtica, primero tomando como poten- &
=9

cial de interacén molecular un pozo cuadrado, luego reali- ~g2|

zando un estudio sobre la témwirial y para un fluido real

obtuvimos la ecuadn de estado mediante la tede pertur-

baciones. '00 1
En estos desarrollos tandn obtuvimos algunas de sus

propiedades termodamicas como la eneialibre de Helm-  Figura 9. Comparadin entre la curva de coexistencia encontrada

holtz. Hicimos un estudio de las propiedades de la ebnaci por H. Gouldet al.[9] y la obtenida por el ratodo andtico.

de estado de van der Waals, obteniendo los punttieas, la

ecuacbn reducida, coeficiente de comprensibilidadésati-  que es una transimn de fases y asleterminamos el diagra-

cay de expanén volunétrica, el potencial gmico, el coefi- ma de fases gasguido para un fluido de van der Waals por

ciente de inverdin, la ecuad@n de la adiahtica y estudiamos diferentes rétodos. El mdtodo nurérico-géfico en el cual

2 3. 4
Volumen reducido V*
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tomamos la preén de condensain inicial, como la preéin  con aproximantes de Pados permite obtener una exp@si

del punto medio entre el aximo y el ninimo de la isoter- analtica que describe casi toda la curva de coexistencia de
ma eibamos disminuyendo esta pi@sihasta obtener que los un fluido de vdW. Este trabajo pddiseritil en los cursos
puntos que iban formando la curva de coexistencia tuvieran éhtroductorios de termodamica.

mismo potencial gunico para una temperatura dada es bue-

no, tanto que se apfica un fluido Lennard-Jones y se obtuvo
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