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En el presente trabajo integramos las ecuaciones que describen lasigasdlixoides del cono de luz de un punto arbitrario en el espacio-
tiempo de Janis, Newman y Winicour y construimos, en forma exacta, las ecuaciones que descrilignegidate lentes gravitacionales.
Demostramos que bajo ciertas aproximaciones nuestros resultados exactos se reducen atadeciertie delgada. Adeérs, usamos
nuestras ecuaciones exactas para reobtener los resultados obtenidos por Virbhadra y Ellis usand@sulaauwsdj es aplicable en el
limite de campo fuerte [18]. Es decir, mostramos que fiarka,q/M < +/3, el ferbmeno de lentes gravitacionales en la s@oade INW

es cualitativamente similar al que aparece en el agujero negro de SchwarzschildgyMara+/3, el feromeno de lentes gravitacionales,
en estas dos soluciones, es totalmente diferente.

Descriptoreslentes gravitacionales.

In the present work we integrate the null geodesic equations of the light cone of an arbitrary point in the Janis, Newman and Winic
space-time and we construct, in an exact way, the equations that describe the gravitational lensing phenomenon. We show that under ¢
conditions our exact results reduce to the thin lens equation. Furthermore, we use our exact equations to reobtain the results obtain
Virbhadra and Ellis by using their strong field limit equation [18]. That is, we show thabfer, /M < +/3, the gravitational lensing
phenomenon in the JNW solati is qualitatively similar to that due to a Schwarzschild black hole and thatfdf, > /3, the gravitational
lensing phenomenon, in these two solutions, is totally different.

Keywords:Gravitational lensing.
PACS: 04.20.Cv; 04.70.-s; 95.30.Sf

1. Introduccion la luz de estrellas a causa del campo gravitacional de estre-
llas, en 1924, Chwolson [5], establédas condiciones bajo

las cuales se puede observar lo que actualmente se conoce
como anillo de Einstein. Este mismalculo fue realizado,

a mediados de logias 30, por Einstein [6] y de sus resulta-
dos conclup que este febmeno no poda ser observado. Sin

El fenbmeno que resulta de la defléride la luz en un campo
gravitacional es conocido conienrbmeno de lentes gravita-
cionales y a un objeto que produce una deftaxidetectable
se le conoce comignte gravitacional En la actualidad este

fent i I la | de la re- . )
eromeno se describe empleando la taggeneral de la re mbargo, en 1937, Zwicky [7], establéale forma clara que

latividad. Sin embargo, mucho antes del establecimiento d o dan ser d mo lent ravitacional
esta tedia, Newton (1704) sospechaba que el campo gravitags garaxias po s,e usagas como ‘entes gra . acq ales
predijo que este fédmeno podia ser observado. én as,

cional podra afectar a los rayos de luz dd tarde, usando la )(;urante un buen periodo el inér por las lentes gravitacio
teofia corpuscular de la luz y la tdarnewtoniana de la gra- P P 9

vitacion, Cavendish (1784) y posteriormente Soldner (1801);1";?IeS haéa ﬁ)_c_err;an%mdoRer; L:jn? eltgplalcasl |?act|va_1, gasta que
entre otros, encontraron &hgulo de deflexin que debéa imov [8], Liebes [9] y Refsdal [10, 11], de forma indepen-

experimentar la luz debido al campo gravitacional de un cuer.(-j'eme’ reabrieron el estudio de estedfizreno con sus traba-

po esérico de masal/. En 1911, Einstein, [1], usando el 10S en.!a @cada de losfos .60' Klimow, en'1963, investda
principio de equivalencia y suponiendo que latrica espa- deflexibn de la luz, proveniente de galaxias, a causa de otras

. . y ) alaxias. Liebes, en 1964, investigl mismo problema pero
cial es euclideana vol@ia obtener este mismo resultado (vergon estrellas como fuentes de ra gin con afjpmulos IoFt))u
tambien la Ref. 2). Cuatroigos mas tarde establece la tér amEcy 9

general de la relatividad [3] y calcula en forma aproximada!ares y estrellas en nuestra galaxia como deflectores. Refsdal,

, . . n 1964, f | primero en remarcar quétai atri
el angulo de deflexin que experimenta un rayo de luz en el® 964, fue el primero en remarcar quejsica georatrica

campo gravitacional del Sol. Este resultado fue verificado eﬁ?aramal podia usarse para el estudio de las propiedades de

1919 durante un eclipse solar por un grupo encabezado p s lentes gravitacionales puntuales.
Eddington. Es importante remarcar queaelulo de defle- Un cuasar es una fuente ideal para estudiar @rfemo
xion obtenido por Einstein usando la teolinealizada de la  de lentes gravitacionales debido a su alta luminosidad, apa-
relatividad general es dos veces el resultado que obtuvo giencia puntual y a su gran distancia a la Tierra (de esta forma
1911. habé& mayor probabilidad de encontrar uno asweflectores
Parece ser que Eddington (1920) [4] fue el primero erentre la fuente y el observador), su descubrimiento, en 1963
sdialar que el feameno de lentes gravitacionales puede dapor Schmidt [12], cimerdt el camino para la observaci de
lugar a la formadn de indgenes naltiples correspondientes este feldmeno. En 1979, Walsh, Carswell y Weymann [13]
a una sola fuente. Estudiando eldameno de la deflekn de  descubrieron el primer ejemplo de lente gravitacional. En es-
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te caso la fuente es el cuasar 0957+561, y se observaron dDg estelltimo resultado es claro que §i > 0, entonces

imagenes separadas por 5.7 segundos de arco. ¥y > 0y Y_ < 0. Esto significa que la fuente tiene una
Para entender la formairi de imgenes nltiples en el  imagen en cada lado de la lente. Cuando la fuente se encuen-

fenbmeno de lentes gravitacionales, consideremos el sistentiz sobre el ej@ptico, es decir, existe una alineagiperfec-

mas simple; es decir, la lente de Schwarzschild. En este cast@, entonceg, = ¢y = —¢_. Para entender este resultado

se supone que la lente es una masa purtliajue junto con recordemos que de todos los rayos de luz que emite la fuen-

la fuente puntual y el observador se encuentran en un espadi®, loslnicos que podr detectar el observador se encuentran

de fondo, el cual e®?. Ademas se supone que los rayos deen el plano definido por la fuente, la lente y el observador.

luz emitidos por la fuente antes y deggule pasar por lama- En este caso de alineéai perfecta, se tiene simigtraxial

sa puntual son geédicas del espacio de fondo, es decir, sorrespecto al ejéptico y, por lo tanto, el observador pade-

lineas rectas, y que sufren una defiexabrupta en el instan- gistrar una cantidad de rayos de luz equivalente(ahero

te que pasan por la lente puntual. En este sistema los rayos de puntos que se encuentran en incwdo. La imagen que

luz emitidos por la fuente puntual permanecen en un plance obtiene bajo estas condiciones es el denominado anillo de

Esto significa que de todos los rayos de luz que son emitiddsinstein y su posi€in angular respecto al eptico esh dada

por la fuente, losinicos que poda detectar el observador se por g [14,15].

deben de encontrar en el plano definido por la lente, la fuente En la derivaddbn de la Ec. (1) se hacen aproximaciones

y el observador. En la Fig. B denota la posid@in angular de  quelinicamente son consistentes con la \@rdinealizada de

la fuente,S, en ausencia de la lente gravitacionaldenota  |a teoiia de la relatividad general. Esto, en parte, es completa-

la posicbn angular de la imagen de la fuenteDor, Drs  mente justificado debido a la consistencia entre los datos que

y Dos denotan las distancias del observador a la lente, de Igredice esta ecuamni y las observaciones actualmente reali-

lente a la fuente y del observador a la fuente, respectivameiadas. Este hecho es una de las pruebas experimentales de la

te. Mientras qué: es elangulo de desviadh de Einstein. La  teofia general de la relatividad en la aproxintacide campo

linea que une al observador con la fuente se llama@mje  debil. Sin embargo, la tet general de la relatividad no se ha

co del sistema. Usando la figura 1, urlaulo directo muestra  probado en elégimen de campos gravitacionales intensos,

que la ecuadin que describe el fémeno de lentes gravita- tales como los generados en la vecindad de un agujero negro

cionales, en la aproximaimi deangulos pequeos, esk dada o una estrella de neutrones.iAgsie, el estudio del fémeno

por [14,15] de lentes gravitacionales producido por campos gravitaciona-
P2 = B — Y =0, (1) les intensos pod ser una herramienta para este PSiD.
con Debido a que en estas condiciones ehcter no lineal de la
4D sGM teoiia general de la relatividad es fundamental, se requiere de
Vg = DosDor’ (2)  lageneralizadin de la Ec. (1). En estanlea de investigaon,

Virbhadra y Ellis [16], presentaron una ecuatiue descri-
be el feomeno de lentes gravitacionales que es aplicable al
espacio-tiempo de Schwarzschild. El inconveniente de este
resultado es que en su deriv@atidin se hacen aproximacio-
nes. Virbhadra, Narasimha y Chitre [17] aplicaron un proce-
5 dimento a@dlogo al espacio-tiempo descrito por la sofurci
vy = B + g . +1. (3)  deJanis, Newmany Winicour [18]. Recientemente, Newman
2 4F y colaboradores describieron un procedimiento para construir
una ecuadn que describe el f@meno de lentes gravitacio-
nales en forma exacta en un espacio-tiempo arbitrario y lo
aplicaron al espacio-tiempo de Schwarzschild [19-21]. Para
establecer este resultado se parte de una variedad de dimen-
sion cuatro con retrica lorentziana, {1, g.4) ¥ una inea de
mundo, £, temporaloide que representa la historia de un ob-
servador. EnM se toma una distribugn arbitraria de fuen-
§ tes puntuales que son tratadas comoipalds de prueba que
no afectan la geomé# del espacio-tiempo. Esta distriboci
v puede interpretarse como un conjunto de fuentes puntuales
s T }B ® - individuales cada una mamdose sobre unénka de mun-
M do temporaloide, o bien como una fuente con extansis-
pacial. En este enfoque se supone que todos l@sEiros
que caracterizan el fémeno de lentes gravitacionales en el
espacio-tiempo se determinan de las propiedades dett& m
ca, g.». Ademas, se hace uso del siguiente hecho: de todos
FIGURA 1. Sistema de lente puntual. los rayos de luz que emite cada una de las fuenteéros

dondeG es la constante de gravitaai universal yc es la
rapidez de la luz en el vax

De la Ec. (1), encontramos que da@ida posicon de la
fuente, las posiciones de susagenes eah dadas por

Q>

Dos
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cos que podr detectar un observador son los que intersectagjemplo pone de manifiesto que para ciertos Psgps un

su linea de mundo. De esta manera, la ecarague describe conjunto de coordenadas e&smpropiado que otro. El con-

el fenbmeno de lentes gravitacionales en forma exacta en ujunto de coordenadas que usaremos para integrar las ecua:
espacio-tiempo arbitrario se obtiene de la familia de conos deiones que describen las gésitas luxoides del cono de luz

luz pasados de cada uno de los puntos dekalde mundo futuro de un punto arbitrario del espacio-tiempo tridimensio-

del observador. nal de Minkowski, que denotaremos parl y 6, se obtiene
Los objetivos del presente trabajo son: realizando la siguiente serie de transformaciones de coorde-
a) establecer la ecudm que describe el fémeno de nadas:
lentes gravitacionales, en forma exacta, en el espacio- a) x = rcosh, y=rsenf,
tiempo descrito por la soluzn de Janis, Newman y b) t = 2u-+r, (5)
Winicour (JNW), la cual describe el campo gravi- o) 1 = 1\

tacional externo de un cuerpo @sto eséricamente

simétrico de masa/ y carga escalay; . .
ycarg a Antes de continuar mostraremos que este conjuto de coor-

b) demostrar que bajo ciertas condiciones esta etnaci denadas e&tintiinsecamente asociado con una familia parti-
sereduce a la Ec. (1);y cular de conos de luz del espacio-tiempo de Minkowski. Pa-
. _ ) ra este propsito, recordemos que usando coordenadas min-
¢) estudiar las diferencias que aparecen en eM&mno | skianas el cono de luz cogtice en el origen de coorde-

de lentes gravitacionales en las soluciones de JNW Yiadas se describe por— 22 —y? = 0, 0 usando las Ecs. (5a)
de Schwarzschild usando nuestras ecuaciones exactapsor (t — r)(t + r) = 0. Esto significa qué — r = 0, 0 bien

Con el propsito de facilitar la comprensi de nuestro ¢ T 7 = 0; los puntos del espacio-tiempo de Minkowski que

trabajo, en la Sec. 2, siguiendo la Ref.22, se integran la§UmPlen con la primera condam definen el cono de luz fu-
ecuaciones que describen las gesidas del cono de Iuz de turo del origen de coordenadas, mientras que los puntos que

un punto arbitrariar?, del espacio-tiempo de Minkowski de Cumplen con la segunda condini definen el cono de luz
dimensbn tres, ya quéste es el caso &8 sencillo que se pasado. Restrignhdonos al cono de luz futuro y usando la

puede tratar. En la Sec. 3 establecemos nuestros resultadb§: (50) es claro queste queda definido, usando las coorde-
Finalmente, se presentan las conclusiones. nadasu, r, y 0, por todos los puntos del espacio-tiempo tales
queu = 0. De esto y las Ecs. (5) concluimos que la coorde-

L o nadau etiqueta cada uno de los conos de luz futuros de los
2. Conos de qu en el espacio-tiempo tridimen-  puntos del espacio-tiempa/@u, 0, 0); por ejemplou = 0
sional de Minkowski corresponde al cono de luz futuro del punip(, 0), mien-

. . tra queu = 1 corresponde al cono de luz futuro del punto
En esta secbn mostramos@mo obtener el cono de luz de un (\/5 0,0). La coordenadé etiqueta cada una de las gési

punto arbitrario del espacio-tiempo tridimensional de Min-c45 que forman el cono de luz futuro etiquetado por un valor
kowski. Para este pragito, comenzamos con la&tmica de 4540 dey (recuerde que en el espacio-tiempo tridimensional
Minkowski en coordenadas minkowskianas, es decir, de Minkowski el rimero de gedgkicas que forman el cono
ds? = nupda®da® = di* — (da? + dy?), (4) de luz Qe un pgnto arbitrariq es igua! dimero de puntos
que definen uniecculo); por ejemplo, sk = 1y § = /4,
donde—co < t,x,y < oo proporciona el rango de las coor- entonces estamos describiendo la g=ich luxoide del cono
denadas. Unaculo directo muestra que todas las componende luz futuro del punto+(2, 0, 0) tal que su vector tangen-
tes del tensor de Riemann para este espacio-tiempo son cete,hace uréngulod = = /4 con ejex positivo. Finalmente,
lo cual significa que el espacio-tiempo de Minkowski es plasiu = ug Yy 8 = 6, son fijos, la coordenadaetiqueta los
no. Es importante remarcar que para integrar las ecuaciongsintos sobre la ge@dica luxoide del cono de luz futuro con
que describen las geesicas luxoides del cono de luz de unu = ug y = 6. En la Fig. 2 se presenta el cono de luz
punto arbitrario del espacio-tiempo tridimensional de Min-futuro del punto {/2, 0, 0) mientras que en la Fig. 3 se pre-
kowski, en principio se puede usar un conjunto de coordenasenta la geogkica luxoide de este cono de luz etiquetada con
das arbitrario; por ejemplo, se podrian usar las coordenad#s= /4. En esta misma figura se puede observar el punto
minkowskianas, sin embargo existe un conjuto de coordenaon coordenadas = 1, r = 1y § = 7/4. En forma adalo-
das nas apropiado para este pomito. Para clarificar este ga uno puede mostrar que los conos de luz pasados de los
punto supongamos que se tiene unaipald puntual cons- puntos del espacio-tiempo tridimensional de Minkowski con
trefiida a moverse sobre uirculo de radio 2 erR?. Siusa-  coordenadasy(2u, 0, 0) estin descritos pot = v/2u — 7.
mos un sistema coordenado cartesiano tal que el centro debserve que estaltima ecuadn se obtiene de la Ec. (5b)
circulo coincide con el origen de coordenadas, entonces leemplazandoy u por —t y —u respectivamente. Respecto
ecuacbn de constricéin esta dada por? + y2 = 4; pero  ala Ec. (5¢) observe que en este caso se trata de una nueva pa
si usamos coordenadas polares entonces la écudeicons- rametrizaddbn de los puntos sobre las gésitas. Estéltimo
triccion toma una forma &s simple, es decir, = 2. Este  cambio de variable es&s(itil cuando se requiere obtener la
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intersecddn del cono de luz futuro de un punto arbitrario del De esta ecuadn es claro que las geesicas luxoides radia-
espacio-tiempo con nulidad infinita [20,22]. Sin embargo, heles, es decir, lasgheas de mundo tales gle= constante y
mos incluido este cambio de variable en este caso para hacgs® = 0, esén descritas pag = constante.

la analo@la mas transparente con el caso del espacio-tiempo Por otra parte, es bien conocido que las ecuaciones que
de Janis, Newman y Winicour tratado en la siguiente éecci describen las ge@dicas de un espacio corétrica g,p, Y

en donde este cambio de variable permite realizar algunas igoordenadas locale$', es&n dadas por [25-35]

tegrales, en el caso aproximado, en una fornda alirecta,

tal y como ocurre en el problema de Kepler en la amica B+ Tj.i"a¢ = 0, )

clasica al obtener las ecuaciones de las trayectorias [23, 24]. , } .
Usando las Ecs.(5) encontramos que el elemento ddonde (), denotala derivada con respecto a urapaetro aiin

linea (4), se puede reescribir de la siguiente forma: Y 1
a ad
2 1 be = 59" (9bd,c + Ged,b — Gbe,d] (8)
ds® = 2du® — —dudl — —db>. (6) c2
! 2l son los denominadosinbolos de Christoffel. Adeas, es
inmediato demostrar que las Ecs. (7) son las ecuaciones de
T Euler-Lagrange para la furtm lagrangiana
1
L= igabi‘“ﬁcb. 9)

En el caso especial de unétrica lorentziana, para obtener
las geoésicas nulas uno debe de resolver las ecuaciones de
Euler-Lagrange, Ecs. (7) e imponer la condicadicional de

que el vector tangente sea luxoide, es decir,

i%, = 0. (10)

Por lo tanto, de la Ec. (6), se obtiene que una lagrangiana
que describe las geédicas en el espacio-tiempo tridimensio-
nal de Minkowski est dada por

,oul 62

X Un calculo directo demuestra que las ecuaciones de
FIGURA 2. Cono de luz futuro del punta/2, 0, 0). Esta gaficase  Euler-Lagrange asociadas con esta lagrangiarén ektdas
obtiene usando las Ecs. (5a) y (5b) aoe= 1. por

d I
— 20— = | = 12
T w(“ p> 0, (12)
d (i 2ul 62
— 5]+ |5+ =0, (13)
_ dx \ 12 B 28
N\ 0="/4
N\ a0 _
. ™ (212 =0, (14)
U= Iy

y la condicbn para buscar las geesicas nulas esidada por

(2,1, /4) o
2 Ul 0%
TR T e
De las Ecs. (12) y (14), obtenemos que

— 0. (15)

. 0112 + l
= 16
X Y i= o, (16)
FIGURA 3. Cono de luz futuro del punto/2, 0, 0). En esta figura 6 = 20%¢,, a7
se puede observar la gegmica con puntos(= 1,7, 0 = 7/4), y
el punto con coordenadas= 1,r = 1y 6 = «/4. dondec; y ¢; son dos constantes de integfaci
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Y

o+
TP

[ =+12\/1— 423 (21)

De la Ec.(21) podemos notar quepuede ser negati-

vo, positivo o cero. Si inicialmentées negativo, entonces

el rayo de luz se movéaralepndose del origen de coorde-
L. . nadas; para ver esto recordemos gue 1 /+/2r, entonces
1< X I = —/v/2r%. De esta manerd, < 0 cuandoi > 0, esto

significa que la distancia del origen a la posicfinal del ra-

yo de luz es mayor que la distancia del origen a la posici

i inicial. Si inicialmentel > 0, entonces el rayo de luz se mo-

=0 vera hacia el origen del sistema coordengde= 0,1 = o)

. y despés de acercarse hasta una distandi@mar,,,, donde

[> [ = 12,\/1 —4i2,¢ = 0; es decir, hasta quetoma el valor
X% lm = 1/2cy, el rayo de luz comenzam alejarse del origen y

nuevamenteé < 0 (ver Fig. 4).

FIGURA 4. Proyecobn de una gedebica luxoide del cono de luz Usando el parmetrol en lugar del péametro &iin ) las

del puntoz§, a su parte espacial, donde> 0,/ < 0yl = 0 Ecs. (19)-(21) pueden reescribirse como

indican si la geoésica se acerca, se aleja, o si se encuentra a la

distancia nas cercana al origen, respectivamente. 14 /1 — 4722
du =+ <C2 dl, (22)

No es difcil demostrar que l&nica constante importante 22/1 — dlPc;
en la integradn de las ecuaciones diferenciales que descri- 25
ben a las gedsbicas nulas eg:/c;), por lo tanto, sin prdi- df = <22> :
da de generalidad, podemos tonear= 1, de esta manera V91—dlfe
la Gnica constante importante gs Por otra parte, unaculo =1 (24)
directo demuestra que si,(, #) satisfacen las Ecs. (15)-(17),
entonces la Ec. (13) es una identidad; esto significa glee s Si inicialmentel < 0, de las Ecs. (22) y (23), encontra-

(20)

—]

(23)

tres de las cuatro Ecs. (12)-(15) son independientes. mos que la gedesica del cono de luz que conecta el pun-
Sustituyendo las Ecs. (16) y (17) en la conditpara las to inicial (el vertice) & = (uo,lo,00) con el punto final
geodksicas nulas, Ec. (15), tenemos que z® = (u, 1, 6), esh dada por

[ =+12\/1 - 41262, (18) uoTe

1—/1-412 2 1— /1423

Asi que las ecuaciones que describen las gsiods nulas en + 20y N 2 ’
el espacio-tiempo tridimensional de Minkowski son

0~ = 0y + arcsen(2caly) — arcsen(2cal),

) 2
0 = 21%¢c,, (19) =1 (25)

| Por otro lado, cuando inicialmente- 0 se obtiene

—7 Trylodie sil € (lo,lm),
wt = uo + 1+ /1 —4l5cs 20
= 0 - -
2o Vi | sil € (Im,0),

21 )

arcsen (2cal), sil € (lo, lm),

t—0, —
07 = bo — arcsen (2e2l) + { m —arcsen (2¢ql), sil € (Iy,0).

I=1. (26)
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Por lo tanto, el cono de luz futuro de un punto arbi-3. Fernbmeno de lentes gravitacionales en el
trario x, del espacio-tiempo tridimensional de Minkowski espacio-tiempo de Janis, Newman y Wini-
est dado por las Ecs. (25) y (26). cour

Para obtener el cono de luz pasado de un punto arbitra-
rio, =, del espacio-tiempo tridimensional de Minkowski uno En esta secon presentamos los resultados originales de
tiene que realizar pcticamente la misma serie de transfor-nuestro trabajo. Es decir, se obtiene la eddracxacta que
maciones (5) sobre la&trica de Minkowski (4). Lainicadi-  describe el febmeno de lentes gravitacionales en el espacio-
ferencia es que, en este caso, se requiere tomay/2u —r  tiempo de Janis, Newman y Winicour (JNW). Se demues-
en lugar det = v2u + r. El resultado es que la furm  tra que bajo ciertas aproximaciorsta se reduce a la ecua-

lagrangiana ahora éstlada por cion cominmente usada en aplicacionefgiicas, es decir,
. 19 la Ec. (1); y se vuelven a deducir los resultados obtenidos por
o ul 0 . L :
L=1u*+ RRTiE (27)  Virbhadray Ellis usando su ecuaai, la cual es aplicable en

el limite de campo fuerte [18]. Es decir, mostramos que para
Si reemplazamos: por —u en la Ec.(27) obtenemos la 0 < q/M < /3, el ferbmeno de lentes gravitacionales en la
Ec. (11). Esto significa que las ecuaciones que describen gblucibn de JINW es cualitativamente similar al que aparece
cono de luz pasado de un punto arbitrarify, del espacio- en el agujero negro de Schwarzschild; y patal > /3, el
tiempo tridimensional de Minkowski &8t dadas por fendbmeno de lentes gravitacionales, en estas dos soluciones,
es totalmente diferente.

0 =20, (28) El espacio-tiempo de JNW es una sofrtiexacta
24 asinbticamente plana, esficamente siigtrica y esitica de
U=——n (29)  las ecuaciones de Einstein (campo escalar sin masa). Es decir,

es una soluéin deR,, = 87® ,®; dondeR,, es el tensor
[ =+1%/1 - 4123 (30) de Ricci y® denota el campo escalar sin masa. El elemento

de linea esi dado por [37,38]
Por lo tanto, las gedsicas luxoides del cono de luz que
conectan el punto iniciatd = (ug, lo, 6p), con el punto final 9 b\" ., A b\ '
% = (u,l,6), del espacio-tiempo tridimensional de Min- 4% = (1 N r> dt” — (1 N T> dr® — (1 N T)
kowski, eshn dadas por
x r2(d6* + sen?0dp?), (33)
u=ug+ (—1)u™,
y el campo escalar por

0 =06%,
q b
=1, 31 o = In{l1—--], 34
(31) (1) 34)
dondec = 0 corresponde al cono de luz futuroey= 1 dond
corresponde al cono de luz pasado. El sighpdescribe las onde
geocksicas tales que la parte espacial de su vector tangente _2M 35
tiene una componente que apunta hacia el origen de coorde- V= (35)
nadas, es decir, describe las gesidas que inicialmente se
gesidas q b=2/2 + . (36)

acercan al origen de coordenadas. Mientras que el sigho (

describe a las geédicas que se alejan del origen de coorde-,
nadas Observe qué < r < oo.

. L Los padmetrosM y ¢ que caracterizan a la solaci de
Antes de concluir esta se6ci es importante remarcar que .
: . L JNW denotan la masa total y carga escalar, respectivamente.
la constante de integrdmi, ¢, la cual resulta ser lénica

. L . Claramente se observa que cuande- 0 esta soludin se
constante relevante en la integatide las ecuaciones que

) L . . reduce a la solubn de Schwarzschild. La soldri de INW
describen las ge@sicas nulas en el espacio-tiempo tridimen- . o ; L
. . O : NP describe el campo gravitacional exterior de un objetatiest
sional de Minkowski, estrelacionada con la diregi inicial

P . eskricamente sigtrico de masa/, carga escalay y radio
de las geoésicas que constituyen el cono de luz de un puntqg

e s o : . mayor queb [37, 38].
arbitrario,z§, del espacio-tiempo. Por definici, la direcabn NUestro primer proasit btener el cono de luz de un
inicial de una geogsica est dada porp, el angulo que for- UESIro primer propsito €s obtener el cono de fuz de u

o e i
man la parte espacial de su vector tangente y la parte espacfeﬂmo arbitrarioz§ del espacio-tiempo de JNW. Por lo tan

. . 0, para obtener el cono de luz futuro, realizamos el siguente
de un vector que se encuentra sobrélaad que une el origen cangbio de variables: 9
del espacio-tiempo y elértice del cono de luz. Unadculo '

directo muestra que [22, 36] 1 dr
sen 0= Iwr) e
— . (32) b) 1= L.
2=y VI
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FENOMENO DE LENTES GRAVITACIONALES EN EL ESPACIO-TIEMPO DE JANIS, NEWMAN Y WINICOUR 11

Observe que cuandpy M son cero la Ec. (37a) se reduce En este caso la cond@m para encontrar las geeglcas
a la Ec. (5b). Es decir, este conjunto de transformaciones asilas esi dada por

analogo al realizado en el espacio-tiempo de Minkowski en .

la seccbn anterior. Es import.ante menciqnar que todqs los 1- \/ﬁbl)”vf _ %l _ %(1 _ \@bl)l—uez —0. (43)
conos de luz en el espacio-tiempo de Minkowski son igua- l 4l

les debido a su homqgeneidad. Enel _espacio-ti_?mpo d_e INW' Dpe |as Ecs. (40) y (42) se obtiene que

esto no es cierto. Sin embargo, debido a la siraetséri-
ca de esta solugn, para el estudio del fémeno de lentes

v
gravitacionales eétil usar la coordenadas, definida por la 2(1 = V2bl)"1 — 2 A, (44)
Ec. (37a). Esta coordenada aparece en forma natural al con- 1 .
siderar los rayos de luz radiales futuros del espacio-tiempo o= Vao)'tre = ¢, (45)

de JNW. Es decir, la coordenadalefinida en las Ecs. (37a) . o
y (60) aparece cuando consideramos las curvas del espac@PndeAy C son constantes de integrawi
tiempo de JNW tales qué¥ = 0, dp = 0y ds® = 0. No es difcil demostrar que siy, [, ©) satisfacen las
De esta manera, encontramos que el elementénda | ECSs. (43)-(45), entonces la Ec. (41) es unaidentidad. Esto sig-

dado por la Ec. (33) se puede reescribir en la siguiente formdtifica quelnicamente tres de las cuatro ecuaciones (40)-(43)
son independientes. Adéxs, al igual que en el caso del

ds® =2 (1 — \/§bl>u du® — <22) dudl espacio-tiempo tridimensional de Minkowski tratado en la
¢ seccon anterior, lalinica constante importante en la inte-
1 1-v racbn de las ecuaciones diferenciales que describen las
Y (1 B \@bl) (67 + sen0d®) . (38) geodasicas nulas e&C'/A), por lo que, sin ?’ardida de ge-
Puesto que la solumh de JNW tiene simdt eséri-  heralidad, podemos tomalr = 1.
ca, es conveniente integrar las ecuaciones que describen las Sustituyendo las Ecs. (44) y (45) en la condicjue ga-
geodsicas nulas en un plano particular y désprotar la so-  rantiza que el vector tangente a las gegidas sea luxoide,
lucion a un plano arbitrario para poder obtener el cono de IuEc. (43), se obtiene que
futuro completo de un punto arbitrario del espacio-tiempo.

Por lo tanto, primero integraremos las ecuaciones que des- [ =412 \/1 —4C212(1 — V/2bl)2v—1, (46)
criben las geoélsicas luxoides del cono de luz futuro de un i ) ) _ )
punto que se encuentra sobre el efeegativo y el plano que Asi que las ecuaciones diferenciales que describen las

escogeremos seel planoy = 0. Recordemos que normal- geodscias nulas con = 0, en el espacio-tiempo cuyaétni-
mente en coordenadas @stas ¢, 6, ¢), el planoy = 0  ca esk dada por la soluon de Janis, Newman y Winicour

esh definido porp = 0y ¢ = 7. Con el propsito de facili-  SON
tar la integradn de las ecuaciones diferenciales introducire- 24
MOos una nueva variabl@), tal que0 < © < 2x. Bajo estas U= W, 47
consideraciones se tiene que una lagrangiana que describe las 2(1 — v2bl)
geodksicas nulas que forman el cono de luz futurogea 0 . 202C
de un punto que se encuentra sobre et ejegativo est dada 6= (1—v/2bl)1 v’ (48)
por
i1 . [ = £1%\/1 - 40212(1 — v/2bl)2v~1. (49)
L=(1-+2bl)"u? - % - - V2b)1Y 62, (39) \/ ( )

Un calculo directo muestra que las ecuaciones de Euler- De la Ec. (49) observamos qupuede ser positivo, cero o

Lagrange asociadas con esta lagrangiarémegadas por negativo. Al igual que en el caso del espacio-tiempo tridimen-
sional de Minkowski, uno tambn puede demostrar que si

d .1 inicialmentel < 0, entonces se trata de una gesida tal que
d\ {2(1 — V2bl)%i - ZQ} =0, @0y parte espacial de su vector tangente no tiene componente
gue apunta hacia el origen espacial de coordenadas definido
d {U} N e porr = 061 = co. Esto significa que se trata de una gesid
dx | 12 ca que se aleja del origen de coordenadas. Por otra parte, si
2l O (2 inicialmente ] > 0, entonces se trata de una gésa tal que
+l—3 + 2 {l + \@b(l — y)} £V =0, (41) laparte espacial de su vector tangente tiene una componente
gue apunta hacia el origen espacial de coordenadas. En este
d [e-vé caso la geoésica es tal que se acerca al origen de coordena-
N { 572 } =0, (42) das hasta una distancidmma,r,, = 1/v/2l,,, dada por la
solucbn a

donde

¢ = (1—v/2bl), i =2\/1—4022,(1 - Vabl, )2~ =0 (50)
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(en este caso se elige la solutireal positiva que proporcione el valoampequgo parar,,). Despés de este punto la
geocksica comenzara alejarse del origen y nuevamehte 0.

Sienlugar de usar el pametro aifn A, usamos el pémetral, entonces las Ecs. (47)-(49) pueden reescribirse en la siguiente
forma

L (/1 4022(1 — Vb2

du =+ dl, (51)
202(1 — VL)1 — AC22(1 — V/2b1)2 !

dO — + 20 dl, (52)
(1— VW) -1 - 4C22(1 - Vabl)2-!

I=1. (53)

Siinicialmentel < 0, de las Ecs. (51) y (52), encontramos que la @saxh del cono de luz futuro, cgn= 0, que conecta
el punto inicialzy = (uo, lo, ®9 = 7) con el punto finak® = (u, [, ©), est dada por

W) = g + U,
/ 2C
0) —x— / dr,
7\ - Va1 - achea - abryee
l=1, (54)

donde

U(_) /l 1— \/1 021/2 \/lex)zu—l
- 21/2

dl'. (55)
/ (1 - V207 /1 - 4C202(1 — V/3bry20 )
Si inicialmentel > 0, entonces
W) = g+ U, (56)
l
2C / .
l{ ((1 \fbl’ i '\/1 4C2l’2 - fbl’)QV 1) dl 5 S1 l (S (l07lm)a
(+) e 20
— i
O =m+ z{ ((1—\/§bl/)1I'\/1—4C2l'2(1—\/§bl')2"1) di (57)
l 2C
J— / ]
l;{ ((lﬂbl')l’/\/l402[’2(1\/§bl’)2’/1> dl , Sl l S (lm»o)v

=1, (58)
donde

@) sile (!l
) _ J U2, sile (lo,lm),
v { U®B, sile (In,0), (59)
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con
/ 14 /1 —4022(1 = V3biry2—
U® :/ d', sil e (Ip, L)
21/2 \/7)[’ \/1 4021/2 \/ﬁbl/)Qu—l
l
m 1 1 _ 4 21/2 _ bl/ 2v—1
U® = ’ \/ o v dl'

21/2( \[bl’ \/1 02112 ﬁbl’)m’*l

lo

l

(/ 14+ /1 —40202(1 = VBhiry7
2\ - a1 - acze(n - vabry

dl', sil € (I, 0).

De esta forma, las geésdicas luxoides del cono de luz
futuro cony = 0 de un punto sobre el eje negativo,
x8 = (uo, lo, O = 7, ¢o = 0), estn dadas por las Ecs. (54)

2120
y (58). = — (63)
Para obtener la parte del cono de luz pasadoycen0 (1—va20i)
del punto,zf = (uo, lo, ©9 = 7, @9 = 0), se tiene que . 5 B
realizar un procedimiento alogo al presentado previamen- =+ \/1 —AC22(1 - V2b)2 L, (64)

te, con la diferencia de que en lugar de hacer el cambio de

variable (37a) ahora se toma Un calculo directo demuestra que la parte del cono de luz,

cony = 0, de un punto sobre el ejenegativo est dada por

1 dr _ err(4)
=—|t+ [ ——— ], 60 u=ug+ (=1)°U, (65)
=5 ( | b)y> (60)
6 =0, (66)
de esta forma uno encuentra que en este caso una lagrangiana 1—1 (67)
apropiada es U

dondesz = 0 describe las gedsicas que se encuentran en el
i 1 _ cono de luz futuro, mientras que= 1 describe las gedsi-
= (1 - V2bl)“i® + - — — (1 —+2bl)' 7O (61) cas luxoides del cono de luz pasado. Los sighepy (—)
! 4 indican si la geoésica se acerca al origen de coordenadas,
Asi, las ecuaciones que describen las @sichs de nues- (+), 0 siésta se aleja del origen coordenade).
tro interles son Finalmente, para obtener el cono de luz completo de un
) punto arbitrarioz§ = (uo, lo, 0o, o), del espacio-tiempo
_ 2+1 (62) descrito por la soluéin de JNW uno tiene que realizar una
2(1 — v/2bl)v12’ rotacbn rigida espacial a la parte angular, Ec. (66). Siguiendo
las Refs. 20y 21, uno encuentra que el cono de luz completo
|  eshdado por

u=ug+ (—1)°U), (68)
cos @ = — cos f cos © + sen fysen O cos 7, (69)

sen ppsen By — tan O(cos pgsen y — sen ¢g cos y cos bp)
tan p = , (70)
cos gpsen 6y + tan O (sen ggsen y + cos g cos 7y cos )

I=1. (71)

Es importante mencionar que debido a la siflagts€érica

de la soluddbn de JNW el cono de luz de un punto arbitrario que aparece en las Ecs. (69) y (70) define la oriedtemngu-
xz(, es axialmente sigtrico en torno a laihea espacial que |ar, con respecto al eje de simiatrdel plano espacial definido
une la parte espacial deésticexj, y el origen espacial an- nor una geodsica y el eje de siméér. Observe que cuando
gular, con respecto al eje de definido por 0. Elanguloy  g| vertice del cono de luz se encuentra sobre etejegativo
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entoncesy es simplemente. Para generar todo el cono de Uno de los objetivos de la téarde lentes gravitacionales
luz de un punto arbitrario se requiere qug v < 2x.Ladi-  es construir ecuaciones que describan ebeeno de la de-
reccbn inicial de las geogkicasy), que se encuentran sobre flexion de la luz por campos gravitacionales. Es decir, obtener
el plano definido por un valor particular deest relacionada ecuaciones que expresen la pdsicte la fuente enétmi-

con la constante de integraaiC que aparedi al integrar las  nos de alguna “distancia” medida respecto al observador y
ecuaciones que describen a las g=ichs luxoides del cono las direcciones con las que el observador “ve” las §smas

de luz, cony = 0. En este caso se encuentra que [36] de su cono de luz pasado. En nuestro caso estas ecuaciones
sen esfin dadas por las Ecs. (69) y (70). En estas ecuaciones, las
C= : (72)  direcciones de observaci esan dadas por los pametros
2001/ (1 — v/2blp) 2 (C, ~) y I proporciona la distancia. Por lo tanto, las ecuacio-

Es decir,y y C proporcionan la direcon inicial de las nes que describen el femeno de lentes gravitacionales en
geodesicas luxoides del cono de luz de un punto arbitrarioforma exacta en el espacio-tiempo de JNW son

z&, del espacio-tiempo de INW. |

6 = arc cos(— cos 0y cos © + sen fpsen O cos "), (73)
sen ppsen By — tan O(cos posen v* — sen g cos v* cos )
(p = arctan ,
cos ppsen fy + tan O(sen posen y* + cos pg cos y* cos by)
(74)
donde
l
m 2C*
O=7-— 2/ dl’ (75)
lo (1— \/ibl/)l—y\/l —4C*202(1 — \/§b1/)2u—1

o 20 )
- / dr'.
Co\ (1= Vb1 - acir(1 - Vb

En estas ecuaciones, la localizatespacial de la fuente puntual@dada pori( 8, ¢) y la del observador poid, 6o, ¢o).
Ademas, estamos denotando pdr £ C*, v = 4*) la direccbn de la geoésica que conecta a la fuente con el observador.
Observe qudinicamente estamos considerando las geimds nulas cuyo vector tangente tiene una componente que apunta
hacia el origen de coordenadas ¥ [,,,, puesto que bajo estas condiciones se presenta@hfam de lentes gravitacionales.

Es claro que cuandp= 0 estas ecuaciones describen eliereno de lentes gravitacionales en la s@oae Schwarzschild.

Con el establecimiento de las ecuaciones exactas que describebrabfemde lentes gravitacionales en la sdlnaie
JNW, aplicables aun en regiones donde la curvatura del espacio es grande, hemos cumplido con parte del objetivo de este
trabajo. Ahora demostraremos que cuando el observador se encuentra sobrenebejvo y se cumplen ciertas condiciones,
estas ecuaciones exactas se reducen a la écuqee describe el fémeno de lentes gravitacionales en forma aproximada.
Para este prdsito observemos que cuando el observador se encuentra sobre ekegjgtivod = O y v = ¢. Por lo tanto,
debido a la simeta del espacio-tiempo de JNW es suficiente considerar el caso cpandb Ahora demostraremos que bajo
ciertas condiciones la ecuaaique describe el fémeno de lentes gravitacionales en forma aproximada se obtiene de

© = — AM,C*,1o,1), (76)

donde

L
A=2 20 dr’

(1- ﬁbl')lf'f\/l — 40*2]72(1 — /201" )2v—1

lo

lo

20
/ (1 _ \/ibl’)l—”\/l _ 40*2112(1 _ \/ibl/)Qu—l

dr. (77)

+
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En estalltima ecuadin, iy y [ determinan la distancia radial Z

del observador y de la fuente puntual, respecto al origen es S
pacial de coordenadas, respectivamente. Mientras que, tal
como se menciam previamentel,,, es el valor dd para el
cual la geoésica se encuentraas cerca de la lente y es de-
terminado de la condién, (50), la cual es equivalente a

1
Cc* = : 78
A2, (1 — /2bl,,)201 (78) ©
De esta ecuadh y la Ec. (72) se encuentra que la pasici
angular de la imageny;, y [,,, estn relacionadas por

(1— \/ﬁblo)m’*l
. (79)
Ly (1 = V2bL,,)21 k

Si se supone que las cantidadds = ¢y M, < e son
pequédias, entonces el desarrollo en serie de Taylor a primer -
orden ere de A se puede escribir en la siguiente forma: v

A
Ale,C*10,1) = Ale = 0,07 1o, 1) + (%) .
€/ e=0
(0]

=0+ A (80) FIGURA 5. Representabn esqueratica de una gedica observa-

De la Ec. (37)b se obtiene que= M/(2r). Es decir, la da en e femeno de lentes gravitacionales. En estdigo Dr.s y

Ec. (80) se aplicable en regiones donde el campo grawtaDOL denotan las distancias entre la lente y la fuente, y la lente y el
observador respectivamenteyydenota eingulo de observaimn.

cional es ébil. Adenas, no es ditil demostrar que la car-

ga, g, ho aparece a primer orden. Por lo tanto, para obtener

Ap Y Ay, primero sustituimos la Ec. (78) en la Ec. (77), des-donde

pués evaluamos en= 0y reemplazamo8/{ pore. Es decir,

sen =

partimos de A=12(—2V2ly,) — (1 — 2v2el). (85)
A(e, b (1), 1o, 1) En la Ec. (84) la derivada con respectoaciia sobre los
integrandos y sobrg,,. Usando la aproximaon deangulos
_9 / Vi dl’ pequeios, se encuentra que la corréntdeO a primer orden

D23z, - 21— 2126 es
l
i Ay =2v2R,2, (86)
n / a’, (81 ¥
/ \/(z — 2v/2€l,,)12, — 12(1 — 2¢/2€l’) dondeR, = 2GM/c? es el radio de Schwarzschild.

Usando las Ecs. (76), (83) y (86) se tiene que
dondel,,(¢)) se obtiene de la Ec.(79) can= 0y MI = e.

Es decir de 0=y l B 2\/§R8l0. @7)
lo [1—2V2el lo P
sen1/) = r W (82)
" B €hm A este orden de aproximai las distanciaddicas en la

Para calculars,, evaluamos la Ec. (81) en= M1 =0,  Fig. 5 son las distancias coordenadas inversas, es decir,
realizamos las integrales, usamos la Ec.(82) €oa 0y

aplicamos la aproximagn deangulos pequ#s. Se encuen- [~ 1
tra que | V2Drs’
DNo=7—1— —. 83 1
0=T-% lo¢ ®3) lo =~ NN (88)
Ahora calcularemos ektmino a primer orden/\y, el OL
cual esh dado por y de geometin euclideana se obtiene gBeest relacionada
cong de la siguiente forma:
VAN I / —dl’ / —dl/ , (84 D
' < ) 0 — gos, (89)

Drs
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M_ZU(E) un calculo directo muestra que la Ec. (49) es equivalente a
C? r
! 2 C? b\ 1
: —_— —_— 1 —_ = = E) 91
0.02 . 2 + 2r2 ( r) 4 (1)
- r la cual, formalmente describe el movimiento de unaipast
! 12 4 M la de masa unidad y enéegtotal1/4, bajo la acddn de un
] potencial efectivo unidimensional dado por
0.02 !
! 02 b 2v—1
. Ur)y=—1[1-- . 92
: M=53(1-7) (92)
0.04 )
[ Sir > b, el nico punto citico de (92), para todo valor de
FIGURA 6. Grafica del potencial efectivo (94) como fuboi es (1+2v)b
der/M. = (93)

Usando las Ecs. (88) y (89) en la Ec. (87) se obtiene la Ahora demostraremos que la naturaleza de este punto

, . i o critico, la cual depende del valor dg'M, y la condicbn
ecuacdbn que describe el fémeno de lentes gravitacionales > b, determinan la naturaleza del faneno de lentes ara
en forma aproximada, es decir, ' g

vitacionales en la solugh de JNW. Para este pragito, pri-
Dis+ Doy 9R.Dys mero estudiemos el fémeno de lentes gravitaiconales en la
p= ( Dos ) " DosDord’ (90)  solucbn de Schwarzschild. En este cagos 0,b = 2M y
v = 1, de donde el potencial efectivo, (92), se reduce a

CuandaDgr, + D1 s = Dog, estalltima ecuadn se reduce o2 oM
alaEc. (1), corG =1 = ¢, lo cual es el resultado deseado. Ur) = ( - ) )
En la Ref. 18, Virbhadra y Ellis obtienen una ecw@aci
que describe el fénmeno de lentes gravitacionales en la so-y el punto cftico se encuentra en,, = 3M. De hecho es-
lucion de JNW en la regn de campo gravitacional fuerte. te punto citico corresponde al &ximo del potencial efecti-
Para la derivaéin de esta ecuamn se usa geomédr Eucli-  vo (94), y define el radio de la denominada fotoesfera. Re-
deana y elngulo de deflexin que sufren los rayos de luz es cordemos que para la solaci de Schwarzschild el radio del
obtiendo suponiendo que el observador y la fuente se encueRorizonte de eventos éstlado pot?, = 2 [25-35]. Por lo
tan en el infinito. Entre otras cosas, estos autores, demuestrgghto, en el caso de la soléci de Schwarzschild el horizon-
que para valores peqes dey/M el fenomeno de lentes gra- te de enventos se encuentra cubierto por la fotoesfera. En la
vitacionales en la solugn de JNW es similar al que ocurre Fig. 6 se muestra la grafica del potencial efectivo (94) como
en la soluddn de Schwarzschild. Sin embargo, para valoreguncion der /M.
grandes existen diferencias radicales. De las Ecs. (76) y (78) cop = 0 y restrigéndonos, sin
Antes de finalizar con este trabajo, usando nuestras ecuperdida de generalidad, al caso espelially, se encuentra
ciones, analizaremos las diferencias que aparecen en @lie la ecuaéin que describe el fémeno de lentes gravita-
fenbmeno de lentes gravitacionales en las soluciones de Scbionales en forma exacta, en la sorcide Schwarzschild,
warzschild y de JINW. Para este pésjito, usando la Ec. (37), cuando el observado se encuentra sobre ek ajegativo,
| esht dada por

(94)

2r2 r

l’"'l
!
O—r_9 di . (95)

7\ - 2v2ML,) - 120 - 2v2M)

Cuandal, = 0; es decir cuando el observador se encuentra en el infinito, esta@tsadieduce al resultado obtenido en la
Ref. 16. Observe que la integral en (95) diverge cudhde l,,,. Haciendo el cambio de variablg,= 1,,, — ¢, se encuentra
que [20]

lm, —lo

dgq

O=7-2 )
D /21— 3VAMLL)G + (6V2ML, — D@ - 2V/2Mg

(96)
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de donde se obtiene que la divergencia es proporcional a
1

, (97)
V20 (1~ 3v2M1,,)

la cual se puede integrar para proporcionar un resultadc ™ .

finito, siempre quel,, < 1/3v2M. En €rminos de la
coordenada radiaf;, estatltima condicbn es equivalente a
rm > 3M = r,s. Es decir, que conforme la distancidnia
mar,, = 1/v/2l,,, a la cual pasa el rayo de luz del origen
de coordenadas, tiende al radio de la fotoesfgra= 3M,

0, tiende a menos infinito.ificamente, este resultado indica
gue este rayo de luz emitido por la fuente se quzdébitan-

17

r/M
A
12
e Ty
Horinzonte
desnudo
L
Horizonte
. de
: : eventos > g/M
- -4 -2 2 4 6

do a la lente exactamente en la fotoesfera [16, 20]. UsandBiGURA 8. Comportamiento des, y 7 como funcén deq/M.

las Ecs. (87), (96) y (78) evaluada ¢n= 0, en la Fig. 7 pre-
sentamos un @fico de® como funcén des, el angulo de

observadin de la imagen, para el caso aproximado y exacto.

Ahora retornemos al caso de la sofutide JNW; es de-
cir, cuandog # 0. En este caso el puntoitico corresponde
al radio de la fotoesfera,,,, y riz = b, corresponde al radio
del horizonte de eventos. De las ecuaciones

(14 2v)b q\2
e = o =M 21+ (A1) ©8)
- p— a\?
rg = b=2M 1+< ), (99)

se encuentra que, dependiendo del valoglder,s y ry tie-
nen el siguiente comportamiento:

1
a)si0§i<\/§$rps>r1{, y - <v<l1,
M 2

. q 1
b) si MZ\/§>Z>T;;SZTH7 yl/:§,

1
c) si %>\/§érps<rH, y O<I/<§.
En la Fig. 8 mostramos las&ficas de-,, y rz como funcon

degq/M.

(100)

2

Resultados
-3

Aproximado

4
Exacto
-5

s 7
4

37T Ul
8 2

FIGURA 7. Grafico de® como funcon dey, elangulo de observa-
cibn de la imagen, para la soléci de Schwarzschild. Los resulta-

HE

-0.

0

0.5

-

FIGURA 9. Comportamiento del potencial efectivo (92) para:
q/M =0,1,1.6.

0.6

0.4

=la
]
@

0.2

=la
]

0

-0.2

=la
9

-0.4 |

-0.6
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FIGURA 10. Comportamiento del potencial efectivo (92) para:
q/M = 5,10, 14.

Un calculo directo muestra que en el cagoel horizonte
de eventos esta cubierto por la fotoesfera y el potencial efec-
tivo tiene un néximo enr = r,, . Por lo tanto, el febmeno
de lentes gravitacionales en la sofutide JNW sex cuali-
tativamente similar al que se presenta en la séludie Sch-
warzschild siempre que < (¢/M) < v/3. Sin embargo, los
caso9d) y ¢) son radicalmente diferentes al cagoEn el ca-
sob), el radio de la fotoesfera es igual al radio del “horizonte
de eventos”, y para > 4 el potencial efectivo se reduce a
C?/(2r?). Observe que cuandgtiende ay/3 y r tiende a4
el potencial efectivo no estbien definido. Finalmente, en el
casoc) se tiene un horizonte desnudo en el sentido de que
no esé cubierto por la fotoesfera. En este caso la fotoesfera
desaparece y cuanddiende al radio del horizonte desnudo
el potencial tiende a infinito. En las Figs. 9 y 10 mostramos

dos aproximados son obtenidos usando la Ec. (87) y los exactos dél comportamineto del potencial efectivo para diferentes va-

las Ecs. (96) y (78) evaluada en= 0.
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Estos resultados ponen de manifiesto que para ciertos valoy¢s/del fendbmeno de lentes gravitacionales es radicalmente
diferente al que aparce en la sofutide Schwarzschild. Finalizamos analizando el comportamiento de nuestras ecuaciones
exactas y de paso mostramos que se reducen, bajo ciertas condiciones, a émashtacida en la Ref. 18. De las Ecs. (76)

y (78), conly = I, se encuentra que la ecuacique describe el fémeno de lentes en la soldaide JINW, cuando el observado
se encuentra sobre el ejmegativo, est dada por

Im dr’
O=m-— 2/
o \ /12,01 V/2bl,,)2 1 (1 — V2022 — 12(1 — V/200)

Es importante remarcar que cuandp,= 0, la Ec. (99), se
reduce al resultado obtenido en la Ref. 18 bajo la coadici Ee cumple puesto que la distancianima a la cual se pue-
de que el observador y la fuente se encuentran en el infinitalen acercar los rayos de luz emitidos por la fuente a la len-
De esto concluimos que los resultados reportados en la literée, en estas condiciones, £ = b, la cual es mayor que
tura se obtienen de los obtenidos en este trabajo como cas@s+ 2v)b/2 para0 < v < (1/2). Finalmente, en estilti-
especiales. mo caso, un &lculo directo muestra que, cuandg tiende

Al igual que en la soluéin de Schwarzschild, la integral ab la integral (99) tiende a cero® tiende ar. Usando las
en (99) diverge cuand = [,,,. Realizando el cambio de va- Ecs.(99) y (78), en las Figs. 11 y 12 presentamcsicas
riable,l’ = l,,, — ¢, se encuentra que para cualquier valor dede®, posicbn angular de la fuente, como fubaoide la posi-

v, el radical tiene el siguiente comportamiento cion angular de laimagen dada p@rpara diferentes valores
- . . . deq/M.
AG+ B@ +C¢@ +Dg*. .., (101)
donde 4. Conclusiones
A= 1,2 = V20l,,(1 4 2v)], En este trabajo hemos integrado las ecuaciones que describen

las geoésicas del cono de luz de un punto arbitratip, del

272
2(v = 1) (v = Db, espacio-tiempo descrito por la soléwide JNW para obtener

B = —1+3V2bl,, +

L= /2l , las ecuaciones que describen eldhereno de lentes gravita-
¢=-Y2[54 D] | w
D= %(y —1)(2v — 1)B*(1 — V2bl,,)* 7P 4=0
% 3+ 0|20 + )bl — 4V/2]bl, ) 2 © 3!
(102) “ d=16

De donde concluimos que la integral proporci@an resul- s 2
tado finito, siempre y cuandg, < v/'2/(1+ 2v)b. Expresan-

Lo 7, ) . FIGURA 11. Grafica de©, posicbn angular de la fuente, como
do estalltima condicon en €rminos de la coordenada radial P 9

funcion de la posidn angular de la imagen dada potr para

Serequiere que g/M = 0,1,1.6. Estos resultdos fueron obtenidos usando las
Tm = —=— > Tgp = ————. (203)
V2, 2 "
Es decir, la integral de la Ec. (99) proporcioaam resulta- d
do finito en el casa) siempre y cuando la distanci@gmma 37 q_.
a la cual pasa el rayo de luz del origen de coordenadas se 4, = "
mayor que el radio de la fotoesfera. Si el rayo de luz es tal o S 210
quer,, = r,s, entonces la integral diverge y esttsiéamen- n
te, corresponde al hecho de que el rayo de luz emitido por la * =1

fuente queddr orbitando a la lente precisamente en la fotoes- o i
fera. Por lo tanto, concluimos que bajo esta resfiitsiobre

q/M el feromeno de lentes gravitacionales es similar al qUer gura 12. Grafica de®, posicbn angular de la fuente, como
ocurre en la soludin de Schwarzschild. En el cap cuan-  funcion de la posidéin angular de la imagen dada por para
dov = (1/2)y b = 4, la Ec.(99) proporcionarun resultado ¢/M = 5,10, 14. Estos resultdos fueron obtenidos usando las
finito parar,, > 4. En el cas@), la condicbn (103) siempre  Ecs.(99) y (78).

z
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cionales en forma exacta. Hemos demostrado que bajo cieen forma exacta. Este estudio &@resentado en un trabajo
tas condiciones, nuestras ecuaciones se reducen a la ectiauro.

cion que describe el fémeno en forma aproximada o ecua-
cion de lente delgada. Finalmente, aplicando nuestros resu

tados exactos, estudiamos las diferencias que aparecen en'b‘eqradeCIrmemOS

fenbmeno de lentes gravitacionales en las soluciones de INWys autores agradecen los comentarios darbitro para me-

y Schwarzschild. De esta forma hemos mostrado que la eCugsrar |a presentath de los resultados. Los autores agradecen
cion y los resultados obtenidos por Virbhadra y Ellis en lag| apoyo ecoamico recibido de CONACYT a tré@s del pro-
Ref. 18, se obtienen de nuestros resultados generales. Es igcto 44515-F. Adedis G.S.0. agradece el apoyo et
portante remarcar que en este trabajo se han establecido [&$recibido del Sistema Nacional de Investigadoresxib).
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