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En el presente trabajo integramos las ecuaciones que describen las geodésicas luxoides del cono de luz de un punto arbitrario en el espacio-
tiempo de Janis, Newman y Winicour y construimos, en forma exacta, las ecuaciones que describen el fenómeno de lentes gravitacionales.
Demostramos que bajo ciertas aproximaciones nuestros resultados exactos se reducen a la ecuación de lente delgada. Además, usamos
nuestras ecuaciones exactas para reobtener los resultados obtenidos por Virbhadra y Ellis usando su ecuación, la cual, es aplicable en el
lı́mite de campo fuerte [18]. Es decir, mostramos que para,0 < q/M <

√
3, el feńomeno de lentes gravitacionales en la solución de JNW

es cualitativamente similar al que aparece en el agujero negro de Schwarzschild, y, paraq/M >
√

3, el feńomeno de lentes gravitacionales,
en estas dos soluciones, es totalmente diferente.

Descriptores:Lentes gravitacionales.

In the present work we integrate the null geodesic equations of the light cone of an arbitrary point in the Janis, Newman and Winicour
space-time and we construct, in an exact way, the equations that describe the gravitational lensing phenomenon. We show that under certain
conditions our exact results reduce to the thin lens equation. Furthermore, we use our exact equations to reobtain the results obtained by
Virbhadra and Ellis by using their strong field limit equation [18]. That is, we show that for,0 < q/M <

√
3, the gravitational lensing

phenomenon in the JNW solutión is qualitatively similar to that due to a Schwarzschild black hole and that for,q/M >
√

3, the gravitational
lensing phenomenon, in these two solutions, is totally different.
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1. Introducción

El fenómeno que resulta de la deflexión de la luz en un campo
gravitacional es conocido comofeńomeno de lentes gravita-
cionales, y a un objeto que produce una deflexión detectable
se le conoce comolente gravitacional. En la actualidad este
fenómeno se describe empleando la teorı́a general de la re-
latividad. Sin embargo, mucho antes del establecimiento de
esta teoŕıa, Newton (1704) sospechaba que el campo gravita-
cional podŕıa afectar a los rayos de luz. Más tarde, usando la
teoŕıa corpuscular de la luz y la teorı́a newtoniana de la gra-
vitación, Cavendish (1784) y posteriormente Soldner (1801),
entre otros, encontraron elángulo de deflexión que deberı́a
experimentar la luz debido al campo gravitacional de un cuer-
po esf́erico de masaM . En 1911, Einstein, [1], usando el
principio de equivalencia y suponiendo que la métrica espa-
cial es euclideana volvió a obtener este mismo resultado (ver
tambíen la Ref. 2). Cuatro ãnos ḿas tarde establece la teorı́a
general de la relatividad [3] y calcula en forma aproximada
el ángulo de deflexión que experimenta un rayo de luz en el
campo gravitacional del Sol. Este resultado fue verificado en
1919 durante un eclipse solar por un grupo encabezado por
Eddington. Es importante remarcar que elángulo de defle-
xión obtenido por Einstein usando la teorı́a linealizada de la
relatividad general es dos veces el resultado que obtuvo en
1911.

Parece ser que Eddington (1920) [4] fue el primero en
sẽnalar que el feńomeno de lentes gravitacionales puede dar
lugar a la formacíon de iḿagenes ḿultiples correspondientes
a una sola fuente. Estudiando el fenómeno de la deflexión de

la luz de estrellas a causa del campo gravitacional de estre-
llas, en 1924, Chwolson [5], estableció las condiciones bajo
las cuales se puede observar lo que actualmente se conoce
como anillo de Einstein. Este mismo cálculo fue realizado,
a mediados de los años 30, por Einstein [6] y de sus resulta-
dos concluýo que este feńomeno no podrı́a ser observado. Sin
embargo, en 1937, Zwicky [7], estableció de forma clara que
las galaxias podrı́an ser usadas como lentes gravitacionales
y predijo que este feńomeno podŕıa ser observado. Áun aśı,
durante un buen periodo el interés por las lentes gravitacio-
nales hab́ıa permanecido en una etapa casi inactiva, hasta que
Klimov [8], Liebes [9] y Refsdal [10,11], de forma indepen-
diente, reabrieron el estudio de este fenómeno con sus traba-
jos en la d́ecada de los ãnos 60. Klimow, en 1963, investigó la
deflexíon de la luz, proveniente de galaxias, a causa de otras
galaxias. Liebes, en 1964, investigó el mismo problema pero
con estrellas como fuentes de radiación y con ćumulos globu-
lares y estrellas en nuestra galaxia como deflectores. Refsdal,
en 1964, fue el primero en remarcar que laóptica geoḿetrica
paraxial podŕıa usarse para el estudio de las propiedades de
las lentes gravitacionales puntuales.

Un cuasar es una fuente ideal para estudiar el fenómeno
de lentes gravitacionales debido a su alta luminosidad, apa-
riencia puntual y a su gran distancia a la Tierra (de esta forma
habŕa mayor probabilidad de encontrar uno o más deflectores
entre la fuente y el observador), su descubrimiento, en 1963
por Schmidt [12], ciment́o el camino para la observación de
este feńomeno. En 1979, Walsh, Carswell y Weymann [13]
descubrieron el primer ejemplo de lente gravitacional. En es-
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te caso la fuente es el cuasar 0957+561, y se observaron dos
imágenes separadas por 5.7 segundos de arco.

Para entender la formación de iḿagenes ḿultiples en el
fenómeno de lentes gravitacionales, consideremos el sistema
más simple; es decir, la lente de Schwarzschild. En este caso,
se supone que la lente es una masa puntualM , que junto con
la fuente puntual y el observador se encuentran en un espacio
de fondo, el cual esR3. Adeḿas se supone que los rayos de
luz emitidos por la fuente antes y después de pasar por la ma-
sa puntual son geodésicas del espacio de fondo, es decir, son
lı́neas rectas, y que sufren una deflexión abrupta en el instan-
te que pasan por la lente puntual. En este sistema los rayos de
luz emitidos por la fuente puntual permanecen en un plano.
Esto significa que de todos los rayos de luz que son emitidos
por la fuente, lośunicos que podrı́a detectar el observador se
deben de encontrar en el plano definido por la lente, la fuente
y el observador. En la Fig. 1,β denota la posición angular de
la fuente,S, en ausencia de la lente gravitacional,ψ denota
la posicíon angular de la imagen de la fuente, I.DOL, DLS

y DOS denotan las distancias del observador a la lente, de la
lente a la fuente y del observador a la fuente, respectivamen-
te. Mientras quêα es elángulo de desviación de Einstein. La
lı́nea que une al observador con la fuente se llama ejeópti-
co del sistema. Usando la figura 1, un cálculo directo muestra
que la ecuación que describe el fenómeno de lentes gravita-
cionales, en la aproximación deángulos pequẽnos, est́a dada
por [14,15]

ψ2 − βψ − ψ2
E = 0, (1)

con

ψE ≡
√

4DLSGM

DOSDOLc2
, (2)

dondeG es la constante de gravitación universal yc es la
rapidez de la luz en el vacı́o.

De la Ec. (1), encontramos que dadaβ, la posicíon de la
fuente, las posiciones de sus imágenes están dadas por

ψ± =
β

2
± ψE

√
β2

4ψ2
E

+ 1. (3)

FIGURA 1. Sistema de lente puntual.

De esteúltimo resultado es claro que siβ > 0, entonces
ψ+ > 0 y ψ− < 0. Esto significa que la fuente tiene una
imagen en cada lado de la lente. Cuando la fuente se encuen-
tra sobre el ejéoptico, es decir, existe una alineación perfec-
ta, entoncesψ+ = ψE = −ψ−. Para entender este resultado
recordemos que de todos los rayos de luz que emite la fuen-
te, losúnicos que podrá detectar el observador se encuentran
en el plano definido por la fuente, la lente y el observador.
En este caso de alineación perfecta, se tiene simetrı́a axial
respecto al ejéoptico y, por lo tanto, el observador podrá re-
gistrar una cantidad de rayos de luz equivalente al número
de puntos que se encuentran en un cı́rculo. La imagen que
se obtiene bajo estas condiciones es el denominado anillo de
Einstein y su posición angular respecto al ejeóptico est́a dada
porψE [14,15].

En la derivacíon de la Ec. (1) se hacen aproximaciones
queúnicamente son consistentes con la versión linealizada de
la teoŕıa de la relatividad general. Esto, en parte, es completa-
mente justificado debido a la consistencia entre los datos que
predice esta ecuación y las observaciones actualmente reali-
zadas. Este hecho es una de las pruebas experimentales de la
teoŕıa general de la relatividad en la aproximación de campo
débil. Sin embargo, la teorı́a general de la relatividad no se ha
probado en el ŕegimen de campos gravitacionales intensos,
tales como los generados en la vecindad de un agujero negro
o una estrella de neutrones. Ası́ que, el estudio del feńomeno
de lentes gravitacionales producido por campos gravitaciona-
les intensos podrı́a ser una herramienta para este propósito.
Debido a que en estas condiciones el carácter no lineal de la
teoŕıa general de la relatividad es fundamental, se requiere de
la generalizacíon de la Ec. (1). En esta lı́nea de investigación,
Virbhadra y Ellis [16], presentaron una ecuación que descri-
be el feńomeno de lentes gravitacionales que es aplicable al
espacio-tiempo de Schwarzschild. El inconveniente de este
resultado es que en su derivación áun se hacen aproximacio-
nes. Virbhadra, Narasimha y Chitre [17] aplicaron un proce-
dimento ańalogo al espacio-tiempo descrito por la solución
de Janis, Newman y Winicour [18]. Recientemente, Newman
y colaboradores describieron un procedimiento para construir
una ecuacíon que describe el fenómeno de lentes gravitacio-
nales en forma exacta en un espacio-tiempo arbitrario y lo
aplicaron al espacio-tiempo de Schwarzschild [19–21]. Para
establecer este resultado se parte de una variedad de dimen-
sión cuatro con ḿetrica lorentziana, (M, gab) y una ĺınea de
mundo,L, temporaloide que representa la historia de un ob-
servador. EnM se toma una distribución arbitraria de fuen-
tes puntuales que son tratadas como partı́culas de prueba que
no afectan la geometrı́a del espacio-tiempo. Esta distribución
puede interpretarse como un conjunto de fuentes puntuales
individuales cada una moviéndose sobre una lı́nea de mun-
do temporaloide, o bien como una fuente con extensión es-
pacial. En este enfoque se supone que todos los parámetros
que caracterizan el fenómeno de lentes gravitacionales en el
espacio-tiempo se determinan de las propiedades de la métri-
ca, gab. Adeḿas, se hace uso del siguiente hecho: de todos
los rayos de luz que emite cada una de las fuentes losúni-
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cos que podŕa detectar un observador son los que intersectan
su ĺınea de mundo. De esta manera, la ecuación que describe
el feńomeno de lentes gravitacionales en forma exacta en un
espacio-tiempo arbitrario se obtiene de la familia de conos de
luz pasados de cada uno de los puntos de la lı́nea de mundo
del observador.

Los objetivos del presente trabajo son:

a) establecer la ecuación que describe el fenómeno de
lentes gravitacionales, en forma exacta, en el espacio-
tiempo descrito por la solución de Janis, Newman y
Winicour (JNW), la cual describe el campo gravi-
tacional externo de un cuerpo estático esf́ericamente
simétrico de masaM y carga escalarq;

b) demostrar que bajo ciertas condiciones esta ecuación
se reduce a la Ec. (1); y

c) estudiar las diferencias que aparecen en el fenómeno
de lentes gravitacionales en las soluciones de JNW y
de Schwarzschild usando nuestras ecuaciones exactas.

Con el proṕosito de facilitar la comprensión de nuestro
trabajo, en la Sec. 2, siguiendo la Ref. 22, se integran las
ecuaciones que describen las geodésicas del cono de luz de
un punto arbitrarioxa

0 , del espacio-tiempo de Minkowski de
dimensíon tres, ya quéeste es el caso ḿas sencillo que se
puede tratar. En la Sec. 3 establecemos nuestros resultados.
Finalmente, se presentan las conclusiones.

2. Conos de luz en el espacio-tiempo tridimen-
sional de Minkowski

En esta sección mostramos ćomo obtener el cono de luz de un
punto arbitrario del espacio-tiempo tridimensional de Min-
kowski. Para este propósito, comenzamos con la métrica de
Minkowski en coordenadas minkowskianas, es decir,

ds2 = ηabdxadxb = dt2 − (dx2 + dy2), (4)

donde−∞ < t, x, y < ∞ proporciona el rango de las coor-
denadas. Un ćalculo directo muestra que todas las componen-
tes del tensor de Riemann para este espacio-tiempo son cero,
lo cual significa que el espacio-tiempo de Minkowski es pla-
no. Es importante remarcar que para integrar las ecuaciones
que describen las geodésicas luxoides del cono de luz de un
punto arbitrario del espacio-tiempo tridimensional de Min-
kowski, en principio se puede usar un conjunto de coordena-
das arbitrario; por ejemplo, se podrian usar las coordenadas
minkowskianas, sin embargo existe un conjuto de coordena-
das ḿas apropiado para este propósito. Para clarificar este
punto supongamos que se tiene una partı́cula puntual cons-
treñida a moverse sobre un cı́rculo de radio 2 enR2. Si usa-
mos un sistema coordenado cartesiano tal que el centro del
ćırculo coincide con el origen de coordenadas, entonces la
ecuacíon de constriccíon estaŕa dada porx2 + y2 = 4; pero
si usamos coordenadas polares entonces la ecuación de cons-
tricción toma una forma ḿas simple, es decir,r = 2. Este

ejemplo pone de manifiesto que para ciertos propósitos un
conjunto de coordenadas es más apropiado que otro. El con-
junto de coordenadas que usaremos para integrar las ecua-
ciones que describen las geodésicas luxoides del cono de luz
futuro de un punto arbitrario del espacio-tiempo tridimensio-
nal de Minkowski, que denotaremos poru, l y θ, se obtiene
realizando la siguiente serie de transformaciones de coorde-
nadas:





a) x = r cos θ, y = rsenθ,

b) t =
√

2u + r,

c) l = 1/
√

2r.

(5)

Antes de continuar mostraremos que este conjuto de coor-
denadas está intŕınsecamente asociado con una familia parti-
cular de conos de luz del espacio-tiempo de Minkowski. Pa-
ra este proṕosito, recordemos que usando coordenadas min-
kowskianas el cono de luz con vértice en el origen de coorde-
nadas se describe port2−x2−y2 = 0, o usando las Ecs. (5a)
por (t − r)(t + r) = 0. Esto significa quet − r = 0, o bien
t + r = 0; los puntos del espacio-tiempo de Minkowski que
cumplen con la primera condición definen el cono de luz fu-
turo del origen de coordenadas, mientras que los puntos que
cumplen con la segunda condición definen el cono de luz
pasado. Restrigiéndonos al cono de luz futuro y usando la
Ec. (5b) es claro quéeste queda definido, usando las coorde-
nadasu, r, y θ, por todos los puntos del espacio-tiempo tales
queu = 0. De esto y las Ecs. (5) concluimos que la coorde-
nadau etiqueta cada uno de los conos de luz futuros de los
puntos del espacio-tiempo (

√
2u, 0, 0); por ejemplo,u = 0

corresponde al cono de luz futuro del punto (0, 0, 0), mien-
tra queu = 1 corresponde al cono de luz futuro del punto
(
√

2, 0, 0). La coordenadaθ etiqueta cada una de las geodési-
cas que forman el cono de luz futuro etiquetado por un valor
dado deu (recuerde que en el espacio-tiempo tridimensional
de Minkowski el ńumero de geod́esicas que forman el cono
de luz de un punto arbitrario es igual al número de puntos
que definen un ćırculo); por ejemplo, siu = 1 y θ = π/4,
entonces estamos describiendo la geodésica luxoide del cono
de luz futuro del punto (

√
2, 0, 0) tal que su vector tangen-

te hace uńanguloθ = π/4 con ejex positivo. Finalmente,
si u = u0 y θ = θ0 son fijos, la coordenadar etiqueta los
puntos sobre la geodésica luxoide del cono de luz futuro con
u = u0 y θ = θ0. En la Fig. 2 se presenta el cono de luz
futuro del punto (

√
2, 0, 0) mientras que en la Fig. 3 se pre-

senta la geod́esica luxoide de este cono de luz etiquetada con
θ = π/4. En esta misma figura se puede observar el punto
con coordenadasu = 1, r = 1 y θ = π/4. En forma ańalo-
ga uno puede mostrar que los conos de luz pasados de los
puntos del espacio-tiempo tridimensional de Minkowski con
coordenadas (

√
2u, 0, 0) est́an descritos port =

√
2u − r.

Observe que estáultima ecuacíon se obtiene de la Ec. (5b)
reemplazandot y u por−t y −u respectivamente. Respecto
a la Ec. (5c) observe que en este caso se trata de una nueva pa-
rametrizacíon de los puntos sobre las geodésicas. Estéultimo
cambio de variable es ḿasútil cuando se requiere obtener la
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8 E. ROMÁN-HERNÁNDEZ, J.G. SANTIAGO-SANTIAGO, G. SILVA-ORTIGOZA, R. SÚAREZ-XIQUE Y B. ZENTENO-MATEO

interseccíon del cono de luz futuro de un punto arbitrario del
espacio-tiempo con nulidad infinita [20,22]. Sin embargo, he-
mos incluido este cambio de variable en este caso para hacer
la analoǵıa más transparente con el caso del espacio-tiempo
de Janis, Newman y Winicour tratado en la siguiente sección,
en donde este cambio de variable permite realizar algunas in-
tegrales, en el caso aproximado, en una forma más directa,
tal y como ocurre en el problema de Kepler en la mecánica
clásica al obtener las ecuaciones de las trayectorias [23,24].

Usando las Ecs. (5) encontramos que el elemento de
lı́nea (4), se puede reescribir de la siguiente forma:

ds2 = 2du2 − 2
l2

dudl − 1
2l2

dθ2. (6)

FIGURA 2. Cono de luz futuro del punto (
√

2, 0, 0). Esta gŕafica se
obtiene usando las Ecs. (5a) y (5b) conu = 1.

FIGURA 3. Cono de luz futuro del punto (
√

2, 0, 0). En esta figura
se puede observar la geodésica con puntos (u = 1, r, θ = π/4), y
el punto con coordenadasu = 1, r = 1 y θ = π/4.

De esta ecuación es claro que las geodésicas luxoides radia-
les, es decir, las lı́neas de mundo tales queθ = constante y
ds2 = 0, est́an descritas poru = constante.

Por otra parte, es bien conocido que las ecuaciones que
describen las geodésicas de un espacio con métrica gab, y
coordenadas localesxa, est́an dadas por [25–35]

ẍa + Γa
bcẋ

bẋc = 0, (7)

donde (·), denota la derivada con respecto a un parámetro af́ın
λ, y

Γa
bc =

1
2
gad[gbd,c + gcd,b − gbc,d] (8)

son los denominados sı́mbolos de Christoffel. Adeḿas, es
inmediato demostrar que las Ecs. (7) son las ecuaciones de
Euler-Lagrange para la función lagrangiana

L =
1
2
gabẋ

aẋb. (9)

En el caso especial de una métrica lorentziana, para obtener
las geod́esicas nulas uno debe de resolver las ecuaciones de
Euler-Lagrange, Ecs. (7) e imponer la condición adicional de
que el vector tangente sea luxoide, es decir,

ẋaẋa = 0. (10)

Por lo tanto, de la Ec. (6), se obtiene que una lagrangiana
que describe las geodésicas en el espacio-tiempo tridimensio-
nal de Minkowski est́a dada por

L = u̇2 − u̇l̇

l2
− θ̇2

4l2
. (11)

Un cálculo directo demuestra que las ecuaciones de
Euler-Lagrange asociadas con esta lagrangiana están dadas
por

d

dλ

(
2u̇− l̇

l2

)
= 0, (12)

d

dλ

(
u̇

l2

)
+

(
2u̇l̇

l3
+

θ̇2

2l3

)
= 0, (13)

d

dλ

(
θ̇

2l2

)
= 0, (14)

y la condicíon para buscar las geodésicas nulas está dada por

u̇2 − u̇l̇

l2
− θ̇2

4l2
= 0. (15)

De las Ecs. (12) y (14), obtenemos que

u̇ =
c1l

2 + l̇

2l2
, (16)

θ̇ = 2l2c2, (17)

dondec1 y c2 son dos constantes de integración.
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FIGURA 4. Proyeccíon de una geod́esica luxoide del cono de luz
del puntoxa

0 , a su parte espacial, dondel̇ > 0, l̇ < 0 y l̇ = 0
indican si la geod́esica se acerca, se aleja, o si se encuentra a la
distancia ḿas cercana al origen, respectivamente.

No es dif́ıcil demostrar que láunica constante importante
en la integracíon de las ecuaciones diferenciales que descri-
ben a las geod́esicas nulas es(c2/c1), por lo tanto, sin ṕerdi-
da de generalidad, podemos tomarc1 = 1, de esta manera
la única constante importante esc2. Por otra parte, un cálculo
directo demuestra que si (u, l, θ) satisfacen las Ecs. (15)-(17),
entonces la Ec. (13) es una identidad; esto significa que sólo
tres de las cuatro Ecs. (12)-(15) son independientes.

Sustituyendo las Ecs. (16) y (17) en la condición para las
geod́esicas nulas, Ec. (15), tenemos que

l̇ = ±l2
√

1− 4l2c2
2. (18)

Aśı que las ecuaciones que describen las geodésicas nulas en
el espacio-tiempo tridimensional de Minkowski son

θ̇ = 2l2c2, (19)

u̇ =
l2 + l̇

2l2
, (20)

l̇ = ±l2
√

1− 4l2c2
2. (21)

De la Ec. (21) podemos notar quel̇ puede ser negati-
vo, positivo o cero. Si inicialmentėl es negativo, entonces
el rayo de luz se moverá alej́andose del origen de coorde-
nadas; para ver esto recordemos quel = 1/

√
2r, entonces

l̇ = −ṙ/
√

2r2. De esta manera,l̇ < 0 cuandoṙ > 0, esto
significa que la distancia del origen a la posición final del ra-
yo de luz es mayor que la distancia del origen a la posición
inicial. Si inicialmentel̇ > 0, entonces el rayo de luz se mo-
veŕa hacia el origen del sistema coordenado(r = 0, l = ∞)
y despúes de acercarse hasta una distancia mı́nimarm, donde
l̇ = l2m

√
1− 4l2mc2

2 = 0; es decir, hasta quel toma el valor
lm = 1/2c2, el rayo de luz comenzará a alejarse del origen y
nuevamentėl < 0 (ver Fig. 4).

Usando el paŕametrol en lugar del paŕametro af́ın λ las
Ecs. (19)-(21) pueden reescribirse como

du = ±
(

1±
√

1− 4l2c2
2

2l2
√

1− 4l2c2
2

)
dl, (22)

dθ = ±
(

2c2√
1− 4l2c2

2

)
dl, (23)

l = l. (24)

Si inicialmentel̇ < 0, de las Ecs. (22) y (23), encontra-
mos que la geod́esica del cono de luz que conecta el pun-
to inicial (el vértice) xa

0 = (u0, l0, θ0) con el punto final
xa = (u, l, θ), est́a dada por

u− = u0

+

(
1−

√
1−4l20c

2
2

2l0

)
−

(
1−

√
1− 4l2c2

2

2l

)
,

θ− = θ0 + arcsen(2c2l0)− arcsen(2c2l),

l = l. (25)

Por otro lado, cuando inicialmentel̇ > 0 se obtiene

u+ = u0 +

(
1 +

√
1− 4l20c

2
2

2l0

)
−





1+
√

1−4l2c2
2

2l , si l ∈ (l0, lm),

1−
√

1−4l2c2
2

2l , si l ∈ (lm, 0),

θ+ = θ0 − arcsen (2c2l0) +
{

arcsen (2c2l), si l ∈ (l0, lm),
π − arcsen (2c2l), si l ∈ (lm, 0).

l = l. (26)
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Por lo tanto, el cono de luz futuro de un punto arbi-
trario xa

0 , del espacio-tiempo tridimensional de Minkowski
est́a dado por las Ecs. (25) y (26).

Para obtener el cono de luz pasado de un punto arbitra-
rio, xa

0 , del espacio-tiempo tridimensional de Minkowski uno
tiene que realizar prácticamente la misma serie de transfor-
maciones (5) sobre la ḿetrica de Minkowski (4). Láunica di-
ferencia es que, en este caso, se requiere tomart =

√
2u− r

en lugar det =
√

2u + r. El resultado es que la función
lagrangiana ahora está dada por

L = u̇2 +
u̇l̇

l2
− θ̇2

4l2
. (27)

Si reemplazamoṡu por −u̇ en la Ec. (27) obtenemos la
Ec. (11). Esto significa que las ecuaciones que describen el
cono de luz pasado de un punto arbitrario,xa

0 , del espacio-
tiempo tridimensional de Minkowski están dadas por

θ̇ = 2l2c2, (28)

u̇ = − l2 + l̇

2l2
, (29)

l̇ = ±l2
√

1− 4l2c2
2. (30)

Por lo tanto, las geodésicas luxoides del cono de luz que
conectan el punto inicialxa

0 = (u0, l0, θ0), con el punto final
xa = (u, l, θ), del espacio-tiempo tridimensional de Min-
kowski, est́an dadas por

u = u0 + (−1)εu±,

θ = θ±,

l = l, (31)

dondeε = 0 corresponde al cono de luz futuro yε = 1
corresponde al cono de luz pasado. El signo (+) describe las
geod́esicas tales que la parte espacial de su vector tangente
tiene una componente que apunta hacia el origen de coorde-
nadas, es decir, describe las geodésicas que inicialmente se
acercan al origen de coordenadas. Mientras que el signo (−)
describe a las geodésicas que se alejan del origen de coorde-
nadas.

Antes de concluir esta sección es importante remarcar que
la constante de integración, c2, la cual resulta ser láunica
constante relevante en la integración de las ecuaciones que
describen las geodésicas nulas en el espacio-tiempo tridimen-
sional de Minkowski, está relacionada con la dirección inicial
de las geod́esicas que constituyen el cono de luz de un punto
arbitrario,xa

0 , del espacio-tiempo. Por definición, la direccíon
inicial de una geod́esica est́a dada porψ, el ángulo que for-
man la parte espacial de su vector tangente y la parte espacial
de un vector que se encuentra sobre la lı́nea que une el origen
del espacio-tiempo y el vértice del cono de luz. Un cálculo
directo muestra que [22,36]

c2 =
sen ψ

2l
. (32)

3. Feńomeno de lentes gravitacionales en el
espacio-tiempo de Janis, Newman y Wini-
cour

En esta sección presentamos los resultados originales de
nuestro trabajo. Es decir, se obtiene la ecuación exacta que
describe el feńomeno de lentes gravitacionales en el espacio-
tiempo de Janis, Newman y Winicour (JNW). Se demues-
tra que bajo ciertas aproximacionesésta se reduce a la ecua-
ción coḿunmente usada en aplicaciones prácticas, es decir,
la Ec. (1); y se vuelven a deducir los resultados obtenidos por
Virbhadra y Ellis usando su ecuación, la cual es aplicable en
el lı́mite de campo fuerte [18]. Es decir, mostramos que para
0 < q/M <

√
3, el feńomeno de lentes gravitacionales en la

solucíon de JNW es cualitativamente similar al que aparece
en el agujero negro de Schwarzschild; y paraq/M >

√
3, el

fenómeno de lentes gravitacionales, en estas dos soluciones,
es totalmente diferente.

El espacio-tiempo de JNW es una solución exacta
asint́oticamente plana, esféricamente siḿetrica y est́atica de
las ecuaciones de Einstein (campo escalar sin masa). Es decir,
es una solución deRab = 8πΦ,aΦ,b dondeRab es el tensor
de Ricci yΦ denota el campo escalar sin masa. El elemento
de ĺınea est́a dado por [37,38]

ds2 =
(

1− b

r

)ν

dt2 −
(

1− b

r

)−ν

dr2 −
(

1− b

r

)1−ν

× r2(dθ2 + sen2θdϕ2), (33)

y el campo escalar por

Φ =
q

b
√

4π
ln

(
1− b

r

)
, (34)

donde

ν =
2M

b
, (35)

b = 2
√

M2 + q2. (36)

Observe queb < r < ∞.
Los paŕametrosM y q que caracterizan a la solución de

JNW denotan la masa total y carga escalar, respectivamente.
Claramente se observa que cuandoq = 0 esta solucíon se
reduce a la solución de Schwarzschild. La solución de JNW
describe el campo gravitacional exterior de un objeto estático
esf́ericamente siḿetrico de masaM , carga escalarq y radio
mayor queb [37,38].

Nuestro primer proṕosito es obtener el cono de luz de un
punto arbitrarioxa

0 del espacio-tiempo de JNW. Por lo tan-
to, para obtener el cono de luz futuro, realizamos el siguente
cambio de variables:





a) u = 1√
2

(
t− ∫

dr

(1− b
r )ν

)
,

b) l = 1√
2r

.
(37)
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Observe que cuandoq y M son cero la Ec. (37a) se reduce
a la Ec. (5b). Es decir, este conjunto de transformaciones es
ańalogo al realizado en el espacio-tiempo de Minkowski en
la seccíon anterior. Es importante mencionar que todos los
conos de luz en el espacio-tiempo de Minkowski son igua-
les debido a su homogeneidad. En el espacio-tiempo de JNW
esto no es cierto. Sin embargo, debido a la simetrı́a esf́eri-
ca de esta solución, para el estudio del fenómeno de lentes
gravitacionales eśutil usar la coordenada,u, definida por la
Ec. (37a). Esta coordenada aparece en forma natural al con-
siderar los rayos de luz radiales futuros del espacio-tiempo
de JNW. Es decir, la coordenadau definida en las Ecs. (37a)
y (60) aparece cuando consideramos las curvas del espacio-
tiempo de JNW tales quedθ = 0, dϕ = 0 y ds2 = 0.

De esta manera, encontramos que el elemento de lı́nea
dado por la Ec. (33) se puede reescribir en la siguiente forma:

ds2 = 2
(
1−

√
2bl

)ν

du2 −
(

2
l2

)
dudl

− 1
2l2

(
1−

√
2bl

)1−ν (
dθ2 + sen2θdϕ2

)
. (38)

Puesto que la solución de JNW tiene simetrı́a esf́eri-
ca, es conveniente integrar las ecuaciones que describen las
geod́esicas nulas en un plano particular y después rotar la so-
lución a un plano arbitrario para poder obtener el cono de luz
futuro completo de un punto arbitrario del espacio-tiempo.
Por lo tanto, primero integraremos las ecuaciones que des-
criben las geod́esicas luxoides del cono de luz futuro de un
punto que se encuentra sobre el ejez negativo y el plano que
escogeremos será el planoy = 0. Recordemos que normal-
mente en coordenadas esféricas (r, θ, ϕ), el planoy = 0
est́a definido porϕ = 0 y ϕ = π. Con el proṕosito de facili-
tar la integracíon de las ecuaciones diferenciales introducire-
mos una nueva variable,Θ, tal que0 ≤ Θ ≤ 2π. Bajo estas
consideraciones se tiene que una lagrangiana que describe las
geod́esicas nulas que forman el cono de luz futuro cony = 0
de un punto que se encuentra sobre el ejez negativo est́a dada
por

L = (1−
√

2bl)ν u̇2 − u̇l̇

l2
− 1

4l2
(1−

√
2bl)1−νΘ̇2. (39)

Un cálculo directo muestra que las ecuaciones de Euler-
Lagrange asociadas con esta lagrangiana están dadas por

d

dλ

{
2(1−

√
2bl)ν u̇− l̇

l2

}
= 0, (40)

d

dλ

{
u̇

l2

}
−
√

2bνξν−1u̇2

+
2u̇l̇

l3
+

Θ̇2

4l2

{
2ξ

l
+
√

2b(1− ν)
}

ξ−ν = 0, (41)

d

dλ

{
ξ1−νΘ̇

2l2

}
= 0, (42)

donde
ξ = (1−

√
2bl).

En este caso la condición para encontrar las geodésicas
nulas est́a dada por

(1−
√

2bl)ν u̇2 − u̇l̇

l2
− 1

4l2
(1−

√
2bl)1−νΘ̇2 = 0. (43)

De las Ecs. (40) y (42) se obtiene que

2(1−
√

2bl)ν u̇− l̇

l2
= A, (44)

1
2l2

(1−
√

2bl)1−νΘ̇ = C, (45)

dondeA y C son constantes de integración.
No es dif́ıcil demostrar que si (u, l, Θ) satisfacen las

Ecs. (43)-(45), entonces la Ec. (41) es una identidad. Esto sig-
nifica queúnicamente tres de las cuatro ecuaciones (40)-(43)
son independientes. Además, al igual que en el caso del
espacio-tiempo tridimensional de Minkowski tratado en la
seccíon anterior, laúnica constante importante en la inte-
gracíon de las ecuaciones diferenciales que describen las
geod́esicas nulas es(C/A), por lo que, sin ṕerdida de ge-
neralidad, podemos tomarA = 1.

Sustituyendo las Ecs. (44) y (45) en la condición que ga-
rantiza que el vector tangente a las geodésicas sea luxoide,
Ec. (43), se obtiene que

l̇ = ±l2
√

1− 4C2l2(1−
√

2bl)2ν−1. (46)

Aśı que las ecuaciones diferenciales que describen las
geod́escias nulas cony = 0, en el espacio-tiempo cuya métri-
ca est́a dada por la solución de Janis, Newman y Winicour
son

u̇ =
l2 + l̇

2(1−√2bl)ν l2
, (47)

Θ̇ =
2l2C

(1−√2bl)1−ν
, (48)

l̇ = ±l2
√

1− 4C2l2(1−
√

2bl)2ν−1. (49)

De la Ec. (49) observamos quel̇ puede ser positivo, cero o
negativo. Al igual que en el caso del espacio-tiempo tridimen-
sional de Minkowski, uno también puede demostrar que si
inicialmentel̇ < 0, entonces se trata de una geodésica tal que
la parte espacial de su vector tangente no tiene componente
que apunta hacia el origen espacial de coordenadas definido
porr = 0 ó l = ∞. Esto significa que se trata de una geodési-
ca que se aleja del origen de coordenadas. Por otra parte, si
inicialmente,̇l > 0, entonces se trata de una geodésica tal que
la parte espacial de su vector tangente tiene una componente
que apunta hacia el origen espacial de coordenadas. En este
caso la geod́esica es tal que se acerca al origen de coordena-
das hasta una distancia mı́nima,rm = 1/

√
2lm, dada por la

solucíon a

l̇ = l2m

√
1− 4C2l2m(1−

√
2blm)2ν−1 = 0 (50)
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(en este caso se elige la solución real positiva que proporcione el valor más pequẽno pararm). Despúes de este punto la
geod́esica comenzará a alejarse del origen y nuevamentel̇ < 0.

Si en lugar de usar el parámetro af́ınλ, usamos el parámetrol, entonces las Ecs. (47)-(49) pueden reescribirse en la siguiente
forma

du = ±

 1±

√
1− 4C2l2(1−√2bl)2ν−1

2l2(1−√2bl)ν

√
1− 4C2l2(1−√2bl)2ν−1


 dl, (51)

dΘ = ±

 2C

(1−√2bl)1−ν

√
1− 4C2l2(1−√2bl)2ν−1


 dl, (52)

l = l. (53)

Si inicialmentel̇ < 0, de las Ecs. (51) y (52), encontramos que la geodésica del cono de luz futuro, cony = 0, que conecta
el punto inicialxa

0 = (u0, l0,Θ0 = π) con el punto finalxa = (u, l, Θ), est́a dada por

u(−) = u0 + U (−),

Θ(−) = π −
l∫

l0


 2C

(1−√2bl′)1−ν

√
1− 4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1


 dl′,

l = l, (54)

donde

U (−) = −
l∫

l0


 1−

√
1− 4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1

2l′2(1−√2bl′)ν

√
1− 4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1


 dl′. (55)

Si inicialmentel̇ > 0, entonces

u(+) = u0 + U (+), (56)

Θ(+) = π +





l∫
l0

(
2C

(1−√2bl′)1−ν
√

1−4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1

)
dl′, si l ∈ (l0, lm),

lm∫
l0

(
2C

(1−√2bl′)1−ν
√

1−4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1

)
dl′

−
l∫

lm

(
2C

(1−√2bl′)1−ν
√

1−4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1

)
dl′, si l ∈ (lm, 0),

(57)

l = l, (58)

donde

U (+) =
{

U (2), si l ∈ (l0, lm),
U (3), si l ∈ (lm, 0),

(59)
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con

U (2) =

l∫

l0


 1 +

√
1− 4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1

2l′2(1−√2bl′)ν

√
1− 4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1


 dl′, si l ∈ (l0, lm),

U (3) =

lm∫

l0


 1 +

√
1− 4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1

2l′2(1−√2bl′)ν

√
1− 4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1


 dl′

−
l∫

lm


 1 +

√
1− 4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1

2l′2(1−√2bl′)ν

√
1− 4C2l′2(1−√2bl′)2ν−1


 dl′, si l ∈ (lm, 0).

De esta forma, las geodésicas luxoides del cono de luz
futuro con y = 0 de un punto sobre el ejez negativo,
xa

0 = (u0, l0, Θ0 = π, ϕ0 = 0), est́an dadas por las Ecs. (54)
y (58).

Para obtener la parte del cono de luz pasado cony = 0
del punto,xa

0 = (u0, l0, Θ0 = π, ϕ0 = 0), se tiene que
realizar un procedimiento análogo al presentado previamen-
te, con la diferencia de que en lugar de hacer el cambio de
variable (37a) ahora se toma

u =
1√
2

(
t +

∫
dr

(1− b
r )ν

)
, (60)

de esta forma uno encuentra que en este caso una lagrangiana
apropiada es

L = (1−
√

2bl)ν u̇2 +
u̇l̇

l2
− 1

4l2
(1−

√
2bl)1−νΘ̇2. (61)

Aśı, las ecuaciones que describen las geodésicas de nues-
tro inteŕes son

u̇ = − l2 + l̇

2(1−√2bl)ν l2
, (62)

Θ̇ =
2l2C

(1−√2bl)1−ν
, (63)

l̇ = ±l2
√

1− 4C2l2(1−
√

2bl)2ν−1. (64)

Un cálculo directo demuestra que la parte del cono de luz,
cony = 0, de un punto sobre el ejez negativo est́a dada por

u = u0 + (−1)εU (±), (65)

Θ = Θ(±), (66)

l = l, (67)

dondeε = 0 describe las geodésicas que se encuentran en el
cono de luz futuro, mientras queε = 1 describe las geodési-
cas luxoides del cono de luz pasado. Los signos(+) y (−)
indican si la geod́esica se acerca al origen de coordenadas,
(+), o si ésta se aleja del origen coordenado,(−).

Finalmente, para obtener el cono de luz completo de un
punto arbitrarioxa

0 = (u0, l0, θ0, ϕ0), del espacio-tiempo
descrito por la solución de JNW uno tiene que realizar una
rotacíon ŕıgida espacial a la parte angular, Ec. (66). Siguiendo
las Refs. 20 y 21, uno encuentra que el cono de luz completo
est́a dado por

u = u0 + (−1)εU (±), (68)

cos θ = − cos θ0 cosΘ + sen θ0sen Θ cos γ, (69)

tan ϕ =
sen ϕ0sen θ0 − tan Θ(cos ϕ0sen γ − sen ϕ0 cos γ cos θ0)
cos ϕ0sen θ0 + tan Θ(sen ϕ0sen γ + cos ϕ0 cos γ cos θ0)

, (70)

l = l. (71)

Es importante mencionar que debido a la simetrı́a esf́erica
de la solucíon de JNW el cono de luz de un punto arbitrario
xa

0 , es axialmente siḿetrico en torno a la lı́nea espacial que
une la parte espacial del vérticexa

0 , y el origen espacial an-
gular, con respecto al eje de definido porr = 0. El ánguloγ

que aparece en las Ecs. (69) y (70) define la orientación angu-
lar, con respecto al eje de simetrı́a, del plano espacial definido
por una geod́esica y el eje de simetrı́a. Observe que cuando
el vértice del cono de luz se encuentra sobre el ejez negativo
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entoncesγ es simplementeϕ. Para generar todo el cono de
luz de un punto arbitrario se requiere que0 ≤ γ ≤ 2π. La di-
reccíon inicial de las geod́esicas,ψ, que se encuentran sobre
el plano definido por un valor particular deγ est́a relacionada
con la constante de integraciónC que apareció al integrar las
ecuaciones que describen a las geodésicas luxoides del cono
de luz, cony = 0. En este caso se encuentra que [36]

C =
senψ

2l0

√
(1−√2bl0)2ν−1

. (72)

Es decir,γ y C proporcionan la dirección inicial de las
geod́esicas luxoides del cono de luz de un punto arbitrario,
xa

0 , del espacio-tiempo de JNW.

Uno de los objetivos de la teorı́a de lentes gravitacionales
es construir ecuaciones que describan el fenómeno de la de-
flexión de la luz por campos gravitacionales. Es decir, obtener
ecuaciones que expresen la posición de la fuente en térmi-
nos de alguna “distancia” medida respecto al observador y
las direcciones con las que el observador “ve” las geodésicas
de su cono de luz pasado. En nuestro caso estas ecuaciones
est́an dadas por las Ecs. (69) y (70). En estas ecuaciones, las
direcciones de observación est́an dadas por los parámetros
(C, γ) y l proporciona la distancia. Por lo tanto, las ecuacio-
nes que describen el fenómeno de lentes gravitacionales en
forma exacta en el espacio-tiempo de JNW son

θ = arc cos(− cos θ0 cosΘ + sen θ0senΘ cos γ∗), (73)

ϕ = arctan
(

sen ϕ0sen θ0 − tanΘ(cos ϕ0sen γ∗ − sen ϕ0 cos γ∗ cos θ0)
cosϕ0sen θ0 + tanΘ(sen ϕ0sen γ∗ + cosϕ0 cos γ∗ cos θ0)

)
,

(74)

donde

Θ = π − 2
∫ lm

l0


 2C∗

(1−√2bl′)1−ν

√
1− 4C∗2l′2(1−√2bl′)2ν−1


 dl′ (75)

−
∫ l0

l


 2C∗

(1−√2bl′)1−ν

√
1− 4C∗2l′2(1−√2bl′)2ν−1


 dl′.

En estas ecuaciones, la localización espacial de la fuente puntual está dada por (l, θ, ϕ) y la del observador por (l0, θ0, ϕ0).
Además, estamos denotando por (C = C∗, γ = γ∗) la direccíon de la geod́esica que conecta a la fuente con el observador.
Observe quéunicamente estamos considerando las geodésicas nulas cuyo vector tangente tiene una componente que apunta
hacia el origen de coordenadas yl < lm, puesto que bajo estas condiciones se presenta el fenómeno de lentes gravitacionales.
Es claro que cuandoq = 0 estas ecuaciones describen el fenómeno de lentes gravitacionales en la solución de Schwarzschild.

Con el establecimiento de las ecuaciones exactas que describen el fenómeno de lentes gravitacionales en la solución de
JNW, aplicables aun en regiones donde la curvatura del espacio es grande, hemos cumplido con parte del objetivo de este
trabajo. Ahora demostraremos que cuando el observador se encuentra sobre el ejez negativo y se cumplen ciertas condiciones,
estas ecuaciones exactas se reducen a la ecuación que describe el fenómeno de lentes gravitacionales en forma aproximada.
Para este proṕosito observemos que cuando el observador se encuentra sobre el ejez negativoθ = Θ y γ = ϕ. Por lo tanto,
debido a la simetrı́a del espacio-tiempo de JNW es suficiente considerar el caso cuandoϕ = 0. Ahora demostraremos que bajo
ciertas condiciones la ecuación que describe el fenómeno de lentes gravitacionales en forma aproximada se obtiene de

Θ = π −4(M, C∗, l0, l), (76)

donde

4 = 2

lm∫

l0


 2C∗

(1−√2bl′)1−ν

√
1− 4C∗2l′2(1−√2bl′)2ν−1


 dl′

+

l0∫

l


 2C∗

(1−√2bl′)1−ν

√
1− 4C∗2l′2(1−√2bl′)2ν−1


 dl′. (77)
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En estáultima ecuacíon, l0 y l determinan la distancia radial
del observador y de la fuente puntual, respecto al origen es-
pacial de coordenadas, respectivamente. Mientras que, tal y
como se menciońo previamente,lm es el valor del para el
cual la geod́esica se encuentra más cerca de la lente y es de-
terminado de la condición, (50), la cual es equivalente a

C∗2 =
1

4l2m(1−√2blm)2ν−1
. (78)

De esta ecuación y la Ec. (72) se encuentra que la posición
angular de la imagen,ψ, y lm est́an relacionadas por

sen ψ =
l0

√
(1−√2bl0)2ν−1

lm

√
(1−√2blm)2ν−1

. (79)

Si se supone que las cantidadesMl ≡ ε y Ml0 < ε son
pequẽnas, entonces el desarrollo en serie de Taylor a primer
orden enε de4 se puede escribir en la siguiente forma:

4(ε, C∗, l0, l) = 4(ε = 0, C∗, l0, l) + ε

(
∂4
∂ε

)

ε=0

≡ 40 +41. (80)

De la Ec. (37)b se obtiene queε = M/(2r). Es decir, la
Ec. (80) seŕa aplicable en regiones donde el campo gravita-
cional es d́ebil. Adeḿas, no es dif́ıcil demostrar que la car-
ga,q, no aparece a primer orden. Por lo tanto, para obtener
∆0 y ∆1, primero sustituimos la Ec. (78) en la Ec. (77), des-
pués evaluamos enq = 0 y reemplazamosMl porε. Es decir,
partimos de

4(ε, lm(ψ), l0, l)

= 2

lm∫

l0

√
l√

(l − 2
√

2εlm)l2m − l′2(l − 2
√

2εl′)
dl′

+

l0∫

l

√
l√

(l − 2
√

2εlm)l2m − l′2(l − 2
√

2εl′)
dl′, (81)

dondelm(ψ) se obtiene de la Ec. (79) conq = 0 y Ml = ε.
Es decir de

sen ψ =
l0
lm

√
l − 2

√
2εl0

l − 2
√

2εlm
. (82)

Para calcular40, evaluamos la Ec. (81) enε = Ml = 0,
realizamos las integrales, usamos la Ec. (82) conε = 0 y
aplicamos la aproximación deángulos pequẽnos. Se encuen-
tra que

40 = π − ψ − l

l0
ψ. (83)

Ahora calcularemos el término a primer orden;41, el
cual est́a dado por

41 = ε

(
d

dε

)

ε=0


2

lm∫

l0

√
l√
A

dl′ +

l0∫

l

√
l√
A

dl′


 , (84)

FIGURA 5. Representación esqueḿatica de una geodésica observa-
da en e feńomeno de lentes gravitacionales. En este gráficoDLS y
DOL denotan las distancias entre la lente y la fuente, y la lente y el
observador respectivamente, yψ denota eĺangulo de observación.

donde

A = l2m(l − 2
√

2εlm)− l′2(l − 2
√

2εl′). (85)

En la Ec. (84) la derivada con respecto aε act́ua sobre los
integrandos y sobrelm. Usando la aproximación deángulos
pequẽnos, se encuentra que la corrección deΘ a primer orden
es

41 = 2
√

2Rs
l0
ψ

, (86)

dondeRs = 2GM/c2 es el radio de Schwarzschild.
Usando las Ecs. (76), (83) y (86) se tiene que

Θ = ψ

(
1 +

l

l0

)
− 2

√
2Rsl0
ψ

. (87)

A este orden de aproximación las distancias fı́sicas en la
Fig. 5 son las distancias coordenadas inversas, es decir,

l ≈ 1√
2DLS

,

l0 ≈ 1√
2DOL

, (88)

y de geometŕıa euclideana se obtiene queΘ est́a relacionada
conβ de la siguiente forma:

Θ = β
DOS

DLS
. (89)
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FIGURA 6. Gráfica del potencial efectivo (94) como función
der/M .

Usando las Ecs. (88) y (89) en la Ec. (87) se obtiene la
ecuacíon que describe el fenómeno de lentes gravitacionales
en forma aproximada, es decir,

β =
(

DLS + DOL

DOS

)
ψ − 2RsDLS

DOSDOLψ
. (90)

CuandoDOL +DLS = DOS , estaúltima ecuacíon se reduce
a la Ec. (1), conG = 1 = c, lo cual es el resultado deseado.

En la Ref. 18, Virbhadra y Ellis obtienen una ecuación
que describe el feńomeno de lentes gravitacionales en la so-
lución de JNW en la región de campo gravitacional fuerte.
Para la derivación de esta ecuación se usa geometrı́a Eucli-
deana y eĺangulo de deflexión que sufren los rayos de luz es
obtiendo suponiendo que el observador y la fuente se encuen-
tan en el infinito. Entre otras cosas, estos autores, demuestran
que para valores pequeños deq/M el feńomeno de lentes gra-
vitacionales en la solución de JNW es similar al que ocurre
en la solucíon de Schwarzschild. Sin embargo, para valores
grandes existen diferencias radicales.

Antes de finalizar con este trabajo, usando nuestras ecua-
ciones, analizaremos las diferencias que aparecen en el
fenómeno de lentes gravitacionales en las soluciones de Sch-
warzschild y de JNW. Para este propósito, usando la Ec. (37),

un ćalculo directo muestra que la Ec. (49) es equivalente a

ṙ2

2
+

C2

2r2

(
1− b

r

)2ν−1

=
1
4
, (91)

la cual, formalmente describe el movimiento de una partı́cu-
la de masa unidad y energı́a total1/4, bajo la accíon de un
potencial efectivo unidimensional dado por

U(r) =
C2

2r2

(
1− b

r

)2ν−1

. (92)

Si r > b, el único punto cŕıtico de (92), para todo valor deν,
es

r =
(1 + 2ν)b

2
. (93)

Ahora demostraremos que la naturaleza de este punto
cŕıtico, la cual depende del valor deq/M , y la condicíon
r > b, determinan la naturaleza del fenómeno de lentes gra-
vitacionales en la solución de JNW. Para este propósito, pri-
mero estudiemos el fenómeno de lentes gravitaiconales en la
solucíon de Schwarzschild. En este caso,q = 0, b = 2M y
ν = 1, de donde el potencial efectivo, (92), se reduce a

U(r) =
C2

2r2

(
1− 2M

r

)
, (94)

y el punto cŕıtico se encuentra enrps = 3M . De hecho es-
te punto cŕıtico corresponde al ḿaximo del potencial efecti-
vo (94), y define el radio de la denominada fotoesfera. Re-
cordemos que para la solución de Schwarzschild el radio del
horizonte de eventos está dado porRs = 2M [25–35]. Por lo
tanto, en el caso de la solución de Schwarzschild el horizon-
te de enventos se encuentra cubierto por la fotoesfera. En la
Fig. 6 se muestra la grafica del potencial efectivo (94) como
función der/M .

De las Ecs. (76) y (78) conq = 0 y restrigíendonos, sin
perdida de generalidad, al caso especiall = l0, se encuentra
que la ecuación que describe el fenómeno de lentes gravita-
cionales en forma exacta, en la solución de Schwarzschild,
cuando el observado se encuentra sobre el ejez negativo,
est́a dada por

Θ = π − 2

lm∫

l0


 dl′√

l2m(1− 2
√

2Mlm)− l′2(1− 2
√

2Ml′)


. (95)

Cuandol0 = 0; es decir cuando el observador se encuentra en el infinito, esta ecuación se reduce al resultado obtenido en la
Ref. 16. Observe que la integral en (95) diverge cuandol′ = lm. Haciendo el cambio de variable,l′ = lm − q̃, se encuentra
que [20]

Θ = π − 2

lm−l0∫

0

dq̃√
2lm(1− 3

√
2Mlm)q̃ + (6

√
2Mlm − 1)q̃2 − 2

√
2Mq̃3

, (96)
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de donde se obtiene que la divergencia es proporcional a

1√
2lm(1− 3

√
2Mlm)q̃

, (97)

la cual se puede integrar para proporcionar un resultado
finito, siempre quelm < 1/3

√
2M . En t́erminos de la

coordenada radial,r, estaúltima condicíon es equivalente a
rm > 3M = rps. Es decir, que conforme la distancia mı́ni-
ma rm = 1/

√
2lm, a la cual pasa el rayo de luz del origen

de coordenadas, tiende al radio de la fotoesferarps = 3M ,
Θ, tiende a menos infinito. Fı́sicamente, este resultado indica
que este rayo de luz emitido por la fuente se quedará orbitan-
do a la lente exactamente en la fotoesfera [16, 20]. Usando
las Ecs. (87), (96) y (78) evaluada enq = 0, en la Fig. 7 pre-
sentamos un gráfico deΘ como funcíon deψ, el ángulo de
observacíon de la imagen, para el caso aproximado y exacto.

Ahora retornemos al caso de la solución de JNW; es de-
cir, cuandoq 6= 0. En este caso el punto crı́tico corresponde
al radio de la fotoesfera,rps, y rH = b, corresponde al radio
del horizonte de eventos. De las ecuaciones

rps =
(1 + 2ν)b

2
= M

[
2 +

√
1 +

( q

M

)2
]

, (98)

rH = b = 2M

√
1 +

( q

M

)2

, (99)

se encuentra que, dependiendo del valor deq
M ; rps y rH tie-

nen el siguiente comportamiento:

a) si 0 ≤ q

M
<
√

3 ⇒ rps > rH , y
1
2

< ν ≤ 1,

b) si
q

M
=
√

3 ⇒ rps = rH , y ν =
1
2
,

c) si
q

M
>
√

3 ⇒ rps < rH , y 0 < ν <
1
2
. (100)

En la Fig. 8 mostramos las gráficas dersp y rH como funcíon
deq/M .

FIGURA 7. Gráfico deΘ como funcíon deψ, el ángulo de observa-
ción de la imagen, para la solución de Schwarzschild. Los resulta-
dos aproximados son obtenidos usando la Ec. (87) y los exactos de
las Ecs. (96) y (78) evaluada enq = 0.

FIGURA 8. Comportamiento dersp y rH como funcíon deq/M .

FIGURA 9. Comportamiento del potencial efectivo (92) para:
q/M = 0, 1, 1.6.

FIGURA 10. Comportamiento del potencial efectivo (92) para:
q/M = 5, 10, 14.

Un cálculo directo muestra que en el casoa), el horizonte
de eventos esta cubierto por la fotoesfera y el potencial efec-
tivo tiene un ḿaximo enr = rps . Por lo tanto, el feńomeno
de lentes gravitacionales en la solución de JNW seŕa cuali-
tativamente similar al que se presenta en la solución de Sch-
warzschild siempre que0 ≤ (q/M) <

√
3. Sin embargo, los

casosb) y c) son radicalmente diferentes al casoa). En el ca-
sob), el radio de la fotoesfera es igual al radio del “horizonte
de eventos”, y parar > 4 el potencial efectivo se reduce a
C2/(2r2). Observe que cuando,q tiende a

√
3 y r tiende a4

el potencial efectivo no está bien definido. Finalmente, en el
casoc) se tiene un horizonte desnudo en el sentido de que
no est́a cubierto por la fotoesfera. En este caso la fotoesfera
desaparece y cuandor tiende al radio del horizonte desnudo
el potencial tiende a infinito. En las Figs. 9 y 10 mostramos
el comportamineto del potencial efectivo para diferentes va-
lores deq/M .
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Estos resultados ponen de manifiesto que para ciertos valores deq/M el feńomeno de lentes gravitacionales es radicalmente
diferente al que aparce en la solución de Schwarzschild. Finalizamos analizando el comportamiento de nuestras ecuaciones
exactas y de paso mostramos que se reducen, bajo ciertas condiciones, a la ecuación obtenida en la Ref. 18. De las Ecs. (76)
y (78), conl0 = l, se encuentra que la ecuación que describe el fenómeno de lentes en la solución de JNW, cuando el observado
se encuentra sobre el ejez negativo, est́a dada por

Θ = π − 2
∫ lm

l0


 dl′√

l2m(1−√2blm)2ν−1(1−√2bl′)2−2ν − l′2(1−√2bl′)


.

Es importante remarcar que cuando,l0 = 0, la Ec. (99), se
reduce al resultado obtenido en la Ref. 18 bajo la condición
de que el observador y la fuente se encuentran en el infinito.
De esto concluimos que los resultados reportados en la litera-
tura se obtienen de los obtenidos en este trabajo como casos
especiales.

Al igual que en la solución de Schwarzschild, la integral
en (99) diverge cuandol′ = lm. Realizando el cambio de va-
riable,l′ = lm − q̃, se encuentra que para cualquier valor de,
ν, el radical tiene el siguiente comportamiento

Ãq̃ + B̃q̃2 + C̃q̃3 + D̃q̃4 . . . , (101)

donde

Ã = lm[2−
√

2blm(1 + 2ν)],

B̃ = −1 + 3
√

2blm +
2(ν − 1)(2ν − 1)b2l2m

1−√2blm
,

C̃ = −
√

2b

3

[
3 +

4ν(ν − 1)(2ν − 1)b2l2m
(1−√2blm)2

]
,

D̃ = −2
3
(ν − 1)(2ν − 1)b2(1−

√
2blm)2ν−5

× {3 + ν[(2ν + 1)blm − 4
√

2]blm}.
(102)

De donde concluimos que la integral proporcionará un resul-
tado finito, siempre y cuandolm <

√
2/(1+2ν)b. Expresan-

do estáultima condicíon en t́erminos de la coordenada radial
se requiere que

rm =
1√
2lm

> rsp =
(1 + 2ν)b

2
. (103)

Es decir, la integral de la Ec. (99) proporcionará un resulta-
do finito en el casoa) siempre y cuando la distancia mı́nima
a la cual pasa el rayo de luz del origen de coordenadas sea
mayor que el radio de la fotoesfera. Si el rayo de luz es tal
querm = rps, entonces la integral diverge y esto, fı́sicamen-
te, corresponde al hecho de que el rayo de luz emitido por la
fuente quedará orbitando a la lente precisamente en la fotoes-
fera. Por lo tanto, concluimos que bajo esta restricción sobre
q/M el feńomeno de lentes gravitacionales es similar al que
ocurre en la solución de Schwarzschild. En el casob), cuan-
doν = (1/2) y b = 4, la Ec. (99) proporcionará un resultado
finito pararm > 4. En el casoc), la condicíon (103) siempre

se cumple puesto que la distancia mı́nima a la cual se pue-
den acercar los rayos de luz emitidos por la fuente a la len-
te, en estas condiciones, esrm = b, la cual es mayor que
(1 + 2ν)b/2 para0 < ν < (1/2). Finalmente, en estéulti-
mo caso, un ćalculo directo muestra que, cuandorm tiende
a b la integral (99) tiende a cero yΘ tiende aπ. Usando las
Ecs. (99) y (78), en las Figs. 11 y 12 presentamos gráficas
deΘ, posicíon angular de la fuente, como función de la posi-
ción angular de la imagen dada porψ, para diferentes valores
deq/M .

4. Conclusiones

En este trabajo hemos integrado las ecuaciones que describen
las geod́esicas del cono de luz de un punto arbitrario,xa

0 , del
espacio-tiempo descrito por la solución de JNW para obtener
las ecuaciones que describen el fenómeno de lentes gravita-

FIGURA 11. Gráfica deΘ, posicíon angular de la fuente, como
función de la posicíon angular de la imagen dada porψ, para
q/M = 0, 1, 1.6. Estos resultdos fueron obtenidos usando las
Ecs. (99) y (78).

FIGURA 12. Gráfica deΘ, posicíon angular de la fuente, como
función de la posicíon angular de la imagen dada porψ, para
q/M = 5, 10, 14. Estos resultdos fueron obtenidos usando las
Ecs. (99) y (78).
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cionales en forma exacta. Hemos demostrado que bajo cier-
tas condiciones, nuestras ecuaciones se reducen a la ecua-
ción que describe el fenómeno en forma aproximada o ecua-
ción de lente delgada. Finalmente, aplicando nuestros resul-
tados exactos, estudiamos las diferencias que aparecen en el
fenómeno de lentes gravitacionales en las soluciones de JNW
y Schwarzschild. De esta forma hemos mostrado que la ecua-
ción y los resultados obtenidos por Virbhadra y Ellis en la
Ref. 18, se obtienen de nuestros resultados generales. Es im-
portante remarcar que en este trabajo se han establecido las
bases para comenzar con un estudio detallado de las cantida-
des f́ısicamente relevantes que toman lugar en tal fenómeno

en forma exacta. Este estudio será presentado en un trabajo
futuro.
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