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En este trabajo se presentan soluciones exactas de las ecuaciones démdiifesibin y del tebgrafo. Estas ecuaciones se han considerado
como combinaciones de tres ecuacionasitas, a saber: la ecuagide onda, la ecuami del transporte y la ecudci de difusbn. Ad, de
manera natural, se introduce una tercera combima¢a ecuadn deonda advectivala cual, a pesar de no ser muy popular, es un ejemplo
sencillo y de valor didctico, ya que permite explicar relacionésidas y materaticas de la superposiri de las ecuaciones de transporte y
ondas.
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In this work we present exact solutions of the advection-diffusion and the telegraph equations. These equations are considered as combinations
of the basic equations: wave, heat and transport equation. Thus, in a natural way, a third combination that we called advection-wave is
introduced. Although this equation is not so popular like the other combinations, it is a simple example of didactical value that allow us to
explain physical and mathematical relations for the superposition of transport and wave motion.
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1. Introduccion

Existen en la naturaleza una amplia gama dérgenos que u(a,t) = ¢(z —at). @)
se pueden modelar usando las ecuaciones de transporte, difu- Onda

sibn y de onda, por esta @z es tan importante el estudio de

la propagadn e interacén de ondas en diversas ramas de @ _ 62@ =0, u(z,0)= f(z)
la ciencia; entre algunos ejemplos podemos citar: ondas elec- ot? 0x? 7 ’ ’
tromagreticas, ondas sonoras, vibraciones de cuerdas o mem- Ju

branas, ondadsmicas, ondas de densidad daito, olas en E(J“’ 0) = g(2),

la superficie de uniduido, séales en lasiheas de transmi-
sibn, ondas viajeras en biol@g[10], etc. En este trabajo se

presenta una solum exacta de una ecuaai de onda ad- 1

vectiva. Para obtener esta sofutise emplean herramientas u(@,t) = 2 [flz = ct) + flz+ct)]

matenaticas elementales, lo que permite utilizar este ejem- ztct

plo para fines didcticos; adem@s, esta soluén exacta pue- + 1 g(s)ds )

de ser de utilidad para la verificaci de nétodos nuraricos 2¢

diseiados para la soluin de este tipo de problemas. El des- vt

arrollo de este trabajo se distribuye de la siguiente manera: en Calor

la Sec. 2 se introduce la ecuagide onda advectiva como una 5

consecuencia de combinaciones de ecuaciones diferenciales Ou _ Ou =0, u(x,0)=f(x),

parciales dsicas, la Sec. 3 muestra como se obtiene una so- ot Ox?

lucibn exacta y, finalmente, se presentan las conclusiones de o0 )

este trabajo. u(z,t) = 1 / T f(y)dy.  (3)
’ Viarkt

oo

2. Tres ecuaciones dsicas y sus combinacio-
nes Dos ejemplos interesantes que se obtienen al combinar dos de

. , . . . las tres ecuaciones anteriores son: la ecumde adveccin
Para motivar nuestra ecuanide onda advectiva considere- . . , .
difussibn [2] (transporte con calor), y la ecuéanidel teégra-

mos los siguientes problemas de valores iniciales [1,3,4], co 4 , ?
g Pro [ ] i [5] (onda con calor). Estas ecuaciones, adgie ser inte-
sus respectivas soluciones:

resantes desde los puntos de vissach y materatico, tienen

Transporte una variedad de aplicaciones entre las que podemos contar:
modelos de dispei@n de poblaciones, transferencia de con-
ou  Ou taminantes, calidad del aire, difési en oceanos yirleas de

0, u(m,O) = ¢($)7

ot + a% - transmisbn.
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Consideremos la ecudxi de advecdéin-difusbn: B 1
U(:Z:’7 O) — f(:r)_ (4) - o 2 h 4 R 6 8 10 12

Usando el cambio de variablé(z,t) = e**~#"W (z,t) la T
Ec. (4) se transforma en

U, + cUy — kUyy = 0,

nlo
Eailc

Wi = kW, W(z,0) = f(x)e 2+,

donde . ) 2
2k’
El problema (5) puede resolverse usandodarula (3) y 2
ad la solucbn del problema de valor inicial (4) es o

o =

C e e
6:@ 0 0 2 - 6 8 v

, 2
eﬁm_(ﬁ)t

—(z—y)? _
U(z,t) = Norom e fy)e = dy. (6)  Eigura 1. Adveccbn-difusbn.
P i I dadiel fo: T,
or otra parte, consideremos la ecoadilel teégrafo dondeer f(z) = % T e~ dr es la funobn error.
Ust 4+ 2dU; — PUyy +d*U =0, U(z,0) = f(z), 0
Observamos que el perfil inicial de la onda se mueve a la
Ui(z,0) = g(x). (7)  derecha (debido al transporte) y su amplitud disminuye (de-

Con el cambio de variabl€ (z,t) = e¥U(z,t) el problema bido a la difuson).

de valores iniciales (7) se transforma en Por otra parte la Fig. 2 muestra la sofutde la ecuaéin
5 del tekgrafo parat=0, 1, 1.5, 2,y 2.5. Se han elegido los valo-
Vie = ¢Vor =0, V(2,0) = f(2), res c=1, d=1/2f(z) = e~*" y g(x)=0. Podemos observar un
Vi(z,0) = g(z) + df (). (8)  comportamiento similar a la ecuaai de onda donde la con-
dicion inicial se divide en dos ondas una propagose hacia
La solucdn de estdiltimo problema puede obtenerse de la|3 derecha y otra hacia la izquierda; sin embargo la amplitud
formula de D’Alembert (2) y dda solucbn de la ecuadn  de estas ondas decrece debido a la difusias soluciones

del tekgrafo est dada por de los ejemplos anteriores pueden considerarse como super-

o—dt posiciones; transporteas difusbn en el caso de la ecuaai
Uz, t) = [f(z+ct)+ fz—ct)] de advecdn difusbn, mientras que ondaas difusbn en la
et ecuacbn del teégrafo. A$, parece natural considerar la com-
e—dt binacibn restante: advedm mas onda (onda advectiva). Esta
+ % / l9(y) + df (y)] dy. Gltima combinadn no es una ecudm que goze de mucha
z—ct popularidad entre los textos de ecuaciones diferenciales par-

ciales, sin embargo es un ejemplo sencillo que, desde el pun-
to de vista didctico, edltil para explicar relacionessicas y
matenaticas de esta ecuaci.

En la expredin anterior, losé@rminosf(z + ct) y f(z — ct)
nos dicen que tendremos ondas prdpaipse en ambas di-
recciones, mientras que @rminoe% nos dice que la am-
plitud de estas ondas dismin@icon la evolu@n del tiempo.
Analicemos nas a detalle el comportamiento de las solu-
ciones exactas de las ecuaciones de adoreatifusibdn y del " e 1

>

telegrafo anteriormente obtenidas. La Fig. 1 muestra la solu- s
cion de la ecuadin de advecéin-difusibn para t=0.05, 0.5, 1, 15
1.5,y 2. La condidn inicial se ha elegido como 205 e e

)= {

conk = 1, ¢ = 4; en este caso la soluri exacta edtdada 1

bl 5
NS

T T g |z -1 <2, s

0 de otraforma, os e

por ol e ]
U 622374157% 1157 i
T,t) = —F—— % os- I S
NS ]
3+ 12t —x —1—-4t—x
Xlerfl—m4pm—m—e | —erf | — ,
V1682 + 4t V1682 + 4t FIGURA 2. Ecuacbn del tekgrafo.
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3. Unaonda advectiva la solucbn de este problema puede hallarse usandartau-

. o la de D"Alembert y dda solucbn general de (12) es
Consideremos el problema de valores iniciales para la ecua-

cion de onda advectiva: 1,
Uz, t) = 3 le” flz+ct) + f(z — ct)]
Ui +aUy + U — CQwa =0,

,(wgcct z+ct .
U(z,0) = f(z), +6T / e % [g(s)Jr; (5)} ds (13)
Ui(x,0) = g(x). ©) vt

Note que la expre8n anterior se obtiene sumando alge-  Figura 3 muestra la solumi del problema de valor ini-
braicamente las ecuaciones de transporte y de onda. Podemaal (12) para tiempos t=0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, y 3. Ada
definir un cambio de variables de manera similar a los casogelocidad de advecsh es igual a la velocidad de propaga-
de las ecuaciones de advemtidifusbn y del teégrafo. A$,  cion ¢ = 1, las condiciones iniciales sar{z,0) = =" y
seal/ = e*” A1/ y substituyendo en (9) obtenemos uy(z,0) = 0. Se observa que la condici inicial se divide en
) 9 dos ondas, una propagdose a la derecha y otra a la izquier-
Wit = cWae + (1 +20)W: + (a = 2ac) W, da; estalltima onda a la izquierda es cancelada por el efecto
+(B+aa+p2—ca®)W=0 (10) delaadvecdnaladerecha, dando como resultado una onda
propa@ndose a la derecha. En los ejemplos anteriores se han
Notemos que hemos obtenido la ecoaaile onda, ras otros  mostrado gificas de las soluciones a diferentes tiempos; sin
terminos de menor orden. Puesto que los coeficientes de egmbargo una presentaoi mas detallada de la evoldri de
tos rminos contienen a los ganetrosy y 3, podemos ele- las soluciones puede conseguirse mediante el uso de anima-
gir los pametros para obtener simplificaciones importantesciones [6, 7]. Para completar nuestra exp@sigiresentare-
Por ejemplo, si elegimos que se anulen los coeficientes daos ahora la soludn exacta en el casoas general, a saber

W,y W;, obtenemos el problema de valores iniciales:
2
Wit = ¢ Wae +9W =0, (11) Ut+aUz+Utt*02Uz:c =0, U(xﬂo) :f(z)v
donde hemos elegido U(z,0) = g(x). (14)
1 ot
*= 52 p=- Si tomamos el cambio de variatle= ez~ 2, el proble-
y ma anterior se transforma en
v =1/4(-1+d?/c3). Wi = Waa +9W =0, W(z,0) = 37 f(a),
Si la velocidad de advedmn a es diferente a la velocidad de Wy(z,0) = e 22 <g(z) + f(x)) 7
propagadn de onda se tiene que # 0y la Ec. (11) corres- 2

ponde a la ecuagn de Klein Gordon [8,9] para > 0y ala

ecuacbn del tebgrafo modificada [9] para < 0. dond.e podemos identificar dos soluciones [9] dependiendo
En el caso que las velocidades de advatgj propa- del signo dey:

gacbn son igualesy = 0) el cambio de variables anterior

transforma la ecuatn de onda advectiva en la ecuatide 5 s s

onda. Consideremos primero el problema de valores inicia-

les: ] o o
Ui + cUy + Uy — Uy = 0, . , J/ Y
U(z,0) = f(z) A A B
U(z,0) = g(x). (12) 15 | s

Si definimos el cambio de variablés = We(r—<t)/2¢ |g
Ec. (12) se transforma en

T

th - Cszz = 07 W(CI}',O) = f(l')e_%, -0 — -05—— -05

= 1
W,(x,0) = e~ 3 ~f()];
H(z,0) = [g(az)—i—zf(x)}, FIGURA 3. Onda advectiva.
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Paray > 0 la solucbn de (11) es

ez [e%f(a: —ct) + e%f(x + ct)}

U(z,t)

x+ct

az
€ 2c2

2c

_t
2 —as
€ 2¢2

+

—ct

X

t z+ct

€222 —as
#\ﬁ / e% f(s)
x—ct

I (@R == )
X d
2t?2 — (z — 5)?

mientras que para < 0 la solucbn es:

7 [ef (o —ct) + e F f(a+ et)]

S,

e 2

U(zx,t) =

x+ct

/

T—ct

< Io (\ﬁWm) ds

ax
€2c2

2c

_t
2 —as

e 2c2

+

xz+ct

e f(s)
x—ct
n (2 yEE=la—s)p)

2t — (r — s)?

S ]

ds

7

51

aqu Jo, J1, Ip y I; son las funciones de Bessel de primeray
segunda clases de ordenes Oy 1.

4. Conclusiones

Inicialmente se han presentado soluciones exactas de las
ecuaciones de adveéai-difusbn y del teégrafo. Estas ecua-
ciones se han considerado como combinaciones de tres ecua:
ciones lasicas, a saber: la ecuagide onda, la ecuam del
transporte y la ecuawn de difusbn. A4, hemos introducido

una tercera combinam, la ecuadn de onda advectiva, la
cual, a pesar de no ser muy popular, es un ejemplo sencillo y
de valor didictico, ya que permite explicar relacionesdas

y matendticas de esta ecuéci. La ecuad@n de onda advec-

tiva se ha obtenidodsicamente sumando las ecuaciones del
transporte y de onda. El efectisito de esta ecuam (en el

caso de velocidad de advegniigual a velocidad de propa-
gacbn y cero velocidad inicial) es que la condigiinicial

se divide en dos ondastfinula de D’Alembert), una pro-
pacandose a la derechay otra a la izquierda; éktaa onda

a laizquierda es cancelada por el efecto de la addrexia
derecha, dando como resultado una onda prapdgse a la
derecha.

Ferbmenos ras complicados pueden modelarse con una
ecuacbn que involucre transporte, onda y advécciSi se
busca obtener soluciones néritas de este tipo de ecuacio-
nes, la solué@n dada para la ecu@ci de onda advectiva pue-
de ser de utilidad para verificar el buen funcionamiento de
los algoritmos nur@ricos. El uso de animaciones proporcio-
na una herramienta dadticaltil para realizar observaciones
detalladas de la evolum de las soluciones.
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