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Se presenta la aplicari del @lculo diferencial elemental a la soldai de un problema de tiempadimimo. AS mismo, bajo las condiciones
experimentales adestudiadas, se muestra que los seres humanos elegimos trayectorias de movimiento que coinciden con las calculadas
a partir del principio de tiempo mimo. Lo anterior se concluye al analizar el movimiento de un grupo de estudiantes que deben correr

a lo largo de una alberca y degsunadar a tras deésta para alcanzar un objeto colocado en el extremo opuesto. Se preseatsisl an
matenatico del problema, su soluii y la comparaéin con los resultados experimentales.

Descriptores: Minima accbn; tiempo ninimo.

The application of basic differential calculus to the solution of a minimum time problem is presented. Under the experimental conditions
here discussed it is shown that human beings choose movement trajectories that agree with the ones calculated using the minimum time
principle. These conclusions are obtained from the analysis of a group of students who must run along a swimming pool and then jump and
swim through the pool to reach an object placed on the opposite side. The mathematical analysis of the problem is presented, its solution and
comparison with experimental results.

Keywords: Least action principle; minimum time principle.
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1. Introduccion notar que este principio, vinculado a elementoségicbs,

fue planteado por Maupertius. La forma y planteamiento ac-
Richard Feynman [1] describe el principio de tiempmim 3| del mismo es debida a Euler, Lagrange y Hamilton. Co-
mo, conocido erbptica como principio de Fermat, que esta- g se ha mencionado, de entre todos los caminos posibles,
blece que: “de todos los caminos posibles para ir de un pufyg paricula seguia aquel cuya integral de aéei propor-
to a otro se seguéraquel que requiera el tiempdmimo™.  cjone un ninimo (estrictamente, un valor extremo). Para una

Asi mismo Feynman stla que las leyes fundamentales deparfcula o sistema sin fuerzas externas, el principio dgi-m
la fisica pueden ser escritas en la forma de un principio deya acopn se puede escribir como [2]

minima accbn, tambén conocido como principio de Hamil-

ton, en donde una cantidad, llamada anctoma siempre un 2
valor extremo. La acon S se define como A / Tdt =0, (3)
to t1
S = /Ldt, (1) dondeA indica la variaddbn. En este caso el principio de
£ minima acobn toma la forma:
dondeL es el lagrangiano del sistema y la integral se realiza Aty —t1) =0. (4)

sobre el tiempo entrg ¥ t. El lagrangiano se define como la
enerda cirética T menos la eneig potencial V del sistema,
i.e, L=T-V. Para una paftula de masa: tenemos

Esta ecuadin muestra que de todos los caminos posibles
entre dos puntos el sistema se m@veobre una trayecto-
ria para la cual el tiempo sea urimimo. Feynman narra su

m dl’)Q V) asombro cuando siendo estudiante de preparatoria su profe-
- T

L(z,dz/dt) = - (dt (2)  sorle explico estos resultados por primera vez [1]. Es recon-
fortante saber que casi todo estudiante de preparatoria ve con
La importancia del principio de mima accbn la expresa sorpresa y admira@n estos resultados. Preguntgsdas de
Goldstein [2] s@alando, en acuerdo con Feynmann, gee: “ algunos estudiantes son: ¢Poéal Universo funciona de
casi todos los campos de lssita principios variacionales, modo tal que el principio de mima accdn es \alido? ¢ El
como el de fimima accon, pueden ser usados para expre- principio de mnima accbn lo funciona para describir el
sar las ‘ecuaciones de movimiento’ del sistema, ya sea quemovimiento de objetos inanimados o taéipara el movi-
se trate de las ecuaciones de Newton, de las de Maxwell miento de los seres vivos? Es interesante mostrar de modo
la ecuacon de Schidinger. Cuando un principio variacio- sencillo que el principio de mima accbn es obedecido tam-
nal se usa como base de la formularj todos los diferen- bién por los humanos. Algunos estudiantes con incredulidad
tes campos de ladica mostraan al menos hasta cierto gra- preguntaan: ¢ ®@mo saben los seres humanos que la trayec-
do, una analo@ estructural. Historicamente es interesante toriadptima es la descrita por el principio démma accbn?
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¢Nacemos los seres humanos sabieiloaf y entendiendo el promedio aritrético obtenido con las mediciones de los
integrales de lagrangianos? resultados de los alumnos al correr 50 metros a lo largo de
En seguida se presenta el trabajo realizado con un griua alberca. Probablemente debido al riesgo de resbalarse en
po de estudiantes de preparatoria que ya han llevado cursekpiso mojado las diferencias no fueron importantes (no hu-
de dlculo diferencial e integral y que manejan con solturabo sprinterg y las mediciones se muestran en la Tabla |. De
problemas de @ximos y minimos. La demostraoh de que modo a/logo, el valor de y es el promedio aritético de
el principio de tiempo fmimo “funciona” con los seres hu- las mediciones obtenidas al nadar cada alumno 25 metros y
manos, se hace mostrando que la trayectoria que una persdoa resultados se muestran en la Tabla Il. Dado que la velo-
seguif para alcanzar un objeto del cualéeseparado por cidad es la distancia dividida entre el tiempo, v = s/t, el error
tierra y agua sérsiempre con bastante preoisiaquella que en las mediciones de; ¥ v,,, denotado poAv; y Av,, es
requiere el Mmimo tiempo. La siguiente secri presenta el facilmente obtenible de la expréai
planteamiento del problema con su sofurgias como los re-
sultados experimentales. Finalmente se presenta la discusi s+ As
y las conclusiones. Tia; - UEAY ®6)

2. Planteamiento del problema dondeAv es el error en la velocidad dado por

A lo largo de uno de los lados principales de una alberca Av — tAs + SAt_ @
olimpica (50x 25 m) se coloca un objeto. Partiendo de un 12
vértice opuesto un estudiante debe correr a lo largo de la al-
berca y despis saltar al agua y nadar para alcanzar & m
rapidamente posible el objeto, como se muestra en la Fig. 1.
El estudiante parte del punto A y el objeto se encuentra en el A
punto B. El estudiante corre la distancia AD y posteriormente Y
nadar la distancia DB. Deseamos determinar la distancia “ \
a la cual el estudiante salta a la alberca. Durante las pruebas Vi Y
todos los estudiantes estuvieron presentes y participaron en
las mediciones de todos sus desrtompaeros.

El tiempo en que el estudiante hace el recorrido total AD

y DB es funcén de la distanciag” y puede ser escrito como

T(y) =Y VYOIV (5)

Ut Vg

donde v es la velocidad promedio del estudiante sobre la
tierra y v, la velocidad promedio del estudiante en el agua.
El primer £rmino de la Ec. (5) representa el tiempo trans-
currido al desplazarse sobre la tierra y el segugdmino el
tiempo al desplazarse en el agua. Con el grupo de estudian-
tes participantes los valores medidos dgw, fueron aproxi- FIGURA 1. El estudiante inicia en la posam A y debe alcanzar
madamente 3 y 0.5m/s, respectivamente. Estos resultados §@objeto localizado en la posizi B. Los segmentos AC y CB mi-
obtuvieron midiendo el tiempo empleado en correr 50 metrogien 50 y 25 metros respectivamente. El estudiante corre a lo largo
y en nadar 25 metros con un cfnetro cuya escala tempo- de AD con velocidad promedio;w nada a lo largo de DB con

ral minima era de 0.5 segundos. Es decir, el valor dess  velocidad promedio y.

TABLA |. Mediciones obtenidas de los tiempos empleados por los estudiantes al correr 50 metros y las correspondientes velocidade
promedio aritrético obtenido define el valor de utilizado. La escala temporalimima del crodmetro utilizado fue de 0.5 segundos.

Medicion 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Promedio
Tiempo [seg] 17 16.5 16 16.5 16.5 16 17.5 17 16.5 17 16.65
Velocidad [m/seg] 2.941 3.03 3.125 3.03 3.03 3.125 2.857 2.941 3.03 2.941 3.003
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TABLA Il. Mediciones obtenidas de los tiempos empleados por los estudiantes al nadar 25 metros y las correspondientes velocidades. El
promedio aritrético obtenido define el valor de wtilizado. La escala temporalinima del crometro utilizado fue de 0.5 segundos.

Medicion 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Promedio
Tiempo [seg] 49 46 51.5 49.5 50.5 49.5 52 51.5 50 50.5 50
Vel [m/seq] 0.51 0.543 0.485 0.505 0.495 0.505 0.48 0.485 0.5 0.495 0.500
TABLA Ill. Mediciones obtenidas del valogy™ al cual el estudiante salta al agua al realizar diez pruebas. El error experimental en las
mediciones e\ = 0.05 metros.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Promedio

y=[m] 4.14+A 425A 425A 4.3HA  415EA  425EA  424A 425N 424N 425N 4.224A

&0 T T T T mos
/ y=—— 9)

2
() -1
5 . ,
Este es el valor dey” al cual se obtiene el mimo tiem-
/ po de recorrido total. Sustituyendo valoresiwdev,, y b ob-
tenemos;y = 4.22m. (Igualmente podemos ver que la ex-
// presbn (9) vista como funéin de %" y “ 0" representa una
0 / N rectay = mb + B, que pasa por el origer3(= 0) con pen-
dientern dada porm = [(v,/v,)? — 1]-'/2. Para nuestros
P patametrosm tiene el valor de;n = 0.169. Dando a¥”
~ T en la ecuadn de la recta el valor del ancho de la alber-
| | | | cab =25 m, obtenemos nuevamente el valoryde 4.22m).
5 10 15 20 25 El valor calculado deg” coincide sorprendentemente bien,
¥ dentro del error experimental, con el valor obtenido prome-
FIGURA 2. Grafica de la Ec. (1), en donde es clara la existencia dediando los resultados medidos para las diez pruebas mostra-
un minimo para la fundn T(y). das enla Tabla lll, esto eg,= 4.22+ 0.05 m. Los resultados
de esta tabla fueron obtenidos colocando a lo largo de la al-
Suponiendo paravque la longitud de la alberca es berca una cinta graduada con escalaima de 5 cerine-
50 + 0 metros y que el tiempo promedio requerido por lostros, por tanto tenemos un error en las mediciones debido
estudiantes para recorrer esta distancia es (de la Tabla &) instrumento de medigh deA = 0.05m, por otra parte la
16.65 + 0.5 segundos, obtenemos para la velocidad vdesviacbn eséndar en las mediciones obtenidas gé és
el resultado ¥ = 3 &+ 0.09 m/s. Tomando en cuenta la ¢, = 0.003. El error absoluto en la mediai de “y” es por
desviacbn eshndar para y obtenida deo,; =0.00727, tantoAE, =[0.0% + 0.003]!/?~ 0.05.
tenemos que el error absolutdAE,, en la medi- Otra forma de analizar los resultados anteriores consis-
cion de v es AE, =[0.09+.00727]'/? ~0.0902. te en obtener el mimo no de la fundn T(y) sino de la
Analogamente podemos obtener (de la Tabla Il) quejistancias(t) entre el alumno y el objeto. Como podemos
Vo =0.5+0.005 m/s. La desviagh eséndar para ¥ es  ver en la Fig. 1 el triangulo re@hgulo formado por los ca-
ova =0.00032 y el error absoluto en la medigide v, s tetos ‘b(¢)" y “a(t)” tiene como hipotenusas®, es decir,

T(y) /

63
0

AE,, =[0.00% +0.00032]'/2 ~ 0.005. 5(t) = [b(t)? 4 a(t)?]'/2. Conforme el alumno corre alo lar-
Para obtener el valor dg™que minimizalafun®n7'(y)  go de la alberca a partir del punto A, la rapidez con la cual
hacemosiT(y)/dy= 0: éste se acerca al objetdj(t)/dt disminuye constantemente
hasta ser cero al llegar al punto C. Antes de C en el punto
d la Y V% +y? —0 @) Y=Yoen donde la velocidad con la cual el alumno se acerca
dy | vt Vg al objeto iguala a su velocidad de desplazamiento en el agua

v, en ese punto el alumno saltara al agua. Es deciy,eny,
La Fig. 2 muestra la @fica de la Ec. (5) tomando tenemos
como paametros constantes g ¥ 3m/s, v = 0.5m/s, do (t)
a = 50m yb = 25m. De esta figura es claro que la Ec. (5) “at Ve (10)

tiene un ninimo. Resolviendo paray” de la Ec. (8) obtene-
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Sustituyendod(¢) en la expredin anterior y tomando en o un rayo de luz no tienen cerebro para decidir su trayecto-
cuenta que e, tenemosdb(t)/dt = 0 (velocidad a lo lar- ria de tiempo rmimo y sin embargo la siguen. Es interesante
go del lado CB) y quela(t)/dt = v; (velocidad a lo largo del notar que mientras que la primera sofurcmatenatica dada

lado AC) obtenemos al problema requiere que el participante conozca sus veloci-
VYo dades en tierra y en agua, la segunda sétuedlo requiere
Va = \/W’ (11)  conocer la velocidad en el agua, ya que como podemos ver en
o

_ _ _ la Ec. (10) el estudiante saltaal agua cuando la velocidad
en donde despejando para® se obtiene el mismo resultado a la que se acerque al objeto sea igual a su velocidad en el

que el mostrado en la Ec. (9). agua. Finalmente es tanéi interesante discutir el principio
de ninima acobn desde el punto de vista de la enarf],
3. Conclusbn ya que se puede mostrar que la trayectoria seguida es tam-

bién la trayectoria que requiere unmmo de enertp. Se ha
De un modo bastante sencillo y estimulante pas@fnes de presentado en este trabajo la diséusie un principio funda-
preparatoria se ha mostrado que los humanos satisfacemmental de la ciencia para estudiantes de nivel medio superior
en nuestros desplazamientos el principio de tiempdmo.  haciendo uso de recursos petigigos elementales déiculo
Al discutir la pregunta ¢&8mo sabemos cual es el punto en diferencial, ascomo correr y nadar. La motivami observada
el qgue debemos saltar para lograr un tiempnimo?, se hi-  en los alumnos participantes haciaisida y la materatica
cieron varias observaciones. Una implica aceptar que cadiurante la realizadn de este trabajo fue extraordinaria.
persona tiene una razonable idea de su velocidad de despla-
zamiento en tierra y en agua y nuestro cerebro calcula con
esta informadin intuitiva el punto en el que se debe saltar. Agradecimientos
La “prueba” de esto es que si una persona no sabe nadar se-
guramente jnunca saltan la alberca! La necesidad de que Se agradece ampliamente el apoyo del Ing. Mario Alberto
haya informadn inicial para que el cerebro calcule el punto Barrera en la realizagn del presente trabajo iasomo las
de salto puede resultar incomoda, debido a que unipkat observaciones de warbitro arbnimo.
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