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En este trabajo se presentan soluciones exactas de ecuaciones diferenciales parciales que dependen del tiempo; estas soluciones son de
formau(z,t), conz € R", n = 1,2, 3. Las gaficas de las soluciones a diferentes tiempos permiten la oredei animaciones de las
soluciones. Se muestra de manera general la forma de crear animaciones en Maple y Matlab. Estas animaciones pueden utilizarse com
herramienta didctica para presentar femenos fsicos como son: la propagaci de ondas de un medio a otro, superpésiae ondas,

difusion, etc; asmismo pueden usarse para despertar eléstee los estudiantes por el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales y

sus aplicaciones. Para las animaciones sebdligisubconjunto importante de ecuaciones deslad materatica, entre las que se cuentan: la

ecuacbn del transporte, la ecuaci de ondas (vibradih de cuerdas y membranas, problema de tran8n)idas ecuaciones de Klein Gordon,
Korteweg de Vries (no lineal), del calor y de Maxwell. Brevemente se describen algunas&niaas de soluén anaitica de edps como

son: escalamiento, @odo de caractesticas, separath de variables, etc. & aun, el contar con soluciones atieds puede sdftil para la

verificacbn de implementaciones n@mcas.

Descriptores: Enséianza de laifica; herramientas ditticas; ecuaciones diferenciales parciales.

In this work we present some exact solutions of time dependent partial differential equations (pdes); these solutions have the general form
u(z,t), withz € R™, n = 1,2,3. The plots of the solutions at different times allow us to create animations of the solutions. We show in a
general framework how to make animations in Maple and Matlab. These animations can be used as a didactic tool in order to introduce some
physical phenomena such as: wave propagation, superposition, transmission from one medium to another, diffusion, etc. They can also be
used to motive the students to the study of partial differential equations and its applications. A representative subset of differential equations
of mathematical physics was chosen that includes: the transport equation, wave equation, heat equation and equations of Klein Gordon,
Korteweg de Vries, and Maxwell. We briefly present some of the analytical methods for the solutions of pdes: scaling, characteristics and
separation of variables. Finally exact solutions can be very useful for code testing in numerical implementations.

Keywords: Physics education; education aids; partial differential equations.
PACS: 02.30Jr; 01.40Fk; 01.50Fr; 01.50Ht

1. Introduccion de ddigos para realizar animaciones en Matlab y Maple; pa-
ra que el lector, de acuerdo a sus propios intereses, pueda

rar, a la ensganza de conceptomsicos y materaticos, el uso crear sus propias animaciones. El trabaja esganizado de

de nuevas tecnoldgs, como son: paguetes computacionaleéa siguiente manera: en la Sec. 2 se presentan los elementos
de clculos simblicos, animaciones y ambientesagicos basicos para realizar animaciones en 1, 2 y 3 dimensiones en
Asi podemos encontrar algunas fuentes bibédigas don- Matlab y Maple; en la Sec. 3 introducimos las animaciones

de se estudia laigica chsica , las ecuaciones diferenciales9€ €/émplos de una dimebsi la ecuadn de transporte, la
y el arglisis nunérico usando los paquetes Maple, Matlab yecuaou)n de onda (sin fronteras, caso de intervalo finito, y un
Mathematica [3, 6-8, 11-13] problema de transmisin), la ecuadn de Klein-Gordon y se

. . concluye la secéin con la ecuaéin de Korteweg de Vries, el
Estas herramientas computacionales han mostrado su u

lidad al i (GSiE terati ¢ taal es un ejemplo de una ecuatino lineal. En la Sec. 3 se
Idad al presentar Conceptositos y materalicos en forma — ,agtran los ejemplos de dimensiones 2 y 3; entre los bidi-

Yfensionales se presentan el enfriamiento de una pla&imet

“ca cuadrada y las vibraciones de una membrana circular, para
los ejemplos tridimensionales se muestran la propagaté
ondas electromagiticas generadas por un dipol@e&trico y

Sel enfriamiento de un cubo n@ico. Finalmente incluimos
algunas conclusiones.

Recientemente ha surgido un creciente iggpor incorpo-

de capturar la atenmn de los estudiantes y despertar su in
terés por incursionar eareas de laisica y las mate#ticas
aplicadas, tales como: nméuca celeste, teoria de vibracio-
nes, meéanica de fluidos, ecuaciones diferenciales ordinaria
ecuaciones diferenciales parciales (edpftatos nuréri-
cos, etc.

En este trabajo se presentan animaciones en Matlaby M@, Ejemplos de a’;)digos para crear animacio-
ple de soluciones exactas de edps que dependen del tiempo, nes en Matlab y Maple
es decir, funciones de la formgz, ¢;) conz € R™t; €
R>%; se introducen de manera sencilla algunas deflasi+ En esta secoin mostraremos el uso de algunos comandos
cas nas comunes de soluri de edps y se describen ejemplosbasicos para crear animaciones en Matlab y Maple.



ANIMACIONES EN MATLAB Y MAPLE DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE LA SICA-MATEMATICA 57

2.1. Codigo para animaciones unidimensionales x=-2:0.1:10; nos define los valores de. La ani-
) macibn se obtiene como una secuencia de los valo-
Supongamos que deseamos hacer la anomate lafun- s de , a diferentes tiempos, todos ellos graficados
cion u(z,t) = e~ (=", la cual corresponde a la solédi  en un mismo marco; para ello utilizamos el comando

del problema de valor inicial: set(gca,’ nextplot’,'replacechildren’); el cual mantiene las
2 i i 0 e-
up + 2y = 0, u(z,0) = e~ prople_dades de los ejes. Para crear nuestra aromgse

cuencia de daficos) usamos un ciclfor dentro del cual

Veamos 6mo se realiza esta animéanien Matlab [16]: graficamos la solubn al tiempot(:) mediante el comando

La funcion de dos variables(z, t) puede animarse grafi- plot(u,x) y guardamos el cuadro en una maftizcon la ayu-
cando en un mismo marco (plano x-u) sus valores a diferentega del comandd/(i)=getframe; en el transcurso de la eva-
tiempos. As definimost=0 :0.05:6 el vector de los diferen- lucion de este cicldor, las gaficas a diferentes tiempos han
tes tiempos que toma como tiempo inicial 0, como tiempasido guardadas en la matiiZ y hemos visualizado la anima-
final 6 e incremento en tiempo de tafiweD.05. Graficaremos cion. El siguiente adigo (mfile) muestra la implementaci

en espacio (digamos en el intervalo [-2,10])i akvector  de los comando anteriormente descritos:
|

% Animacion de la solucion de la ecuacion del transporte
% Ut+2Ux=0
% con condicion inicial U(x,0)=exp(-x"2)
x=-2:0.1:10; t=0:0.05:6; set(gca, nextplot’,'replacechildren’);
axis([-2 10 0 1]); for i=1:length(t)

u=exp(-(x-2*t(i)).”2);

plot(x,u);

M(i)=getframe;
end

Para ver nuestra animaaci, abrimos el editor de Matlab y copiamos las instrucciones anteriores, grabamos el archi
con extengin m, digamogjemplo.mpara la ejecucéin introducimosjemploen la ventana de comandos de Matlab. Una vez
ejecutado estebligo veremos nuestra animanj y si usamos el comando movie(M,0) ejecutaremos una @szaranimadin.

Realizar la misma animamn en Maple [14, 15] resulta&s sencillo, para ello usamos las instrucciones. with(plots);
animate(plot, exp(-(x-2*t)"2), x = -2 ..10], t= 0 .. 6);

Tecleando estas instrucciones en la ventana de comandos de Maple seagememgifica, damos ulick en el bobn
derecho del del ran sobre ella y elegimos del mgAnimate seguido poiPlay y de esta manera se obteada animadn.

La instruccon with(plots) le dice a Maple que debe usar el paquates, note que la forma de definir el espaciogedada
porxz = —2..10 mientras que los valores para elgraetrot se definen como = 0..6. Agu el incremento del tiempo no fue
definido y Maple toma un valor palefault el cual haa nuestra animagh mas @pida o lenta (dependiendo de la velocidad de
procesamiento de nuestro sistema).

2.2. (Cobdigo para animaciones bidimensionales

Mostraremos ahora un ejemplo de uadigo para simulaciones en 2 dimensiones; para ello consideremos l&rfunci
u(z,y,t) = e~ Usin(2mx) sin(2my) la cual resuelve el problema de valor inicial con condiciones en la frontera:

1 /0% 0%u
w5 (5 + o) .
w(0,y,t) = u(l,y,t) =0 u(z,0,t) = u(z,1,t) =0 t>0
u(z,y,0) = sin(27z) sin(27y). 2

La animacbn en Matlab se consigue mediante d@digo muy similiar al caso unidimensional, a contindacmostramos un
codigo bidimensional donde mediante el uso del simbolo %, se han incluido comentarios breves acerca de los cd@mandos
importantes.

% Animacion de la solucion de la ecuacion del calor 2d

% U t = 1/8(U_xx + U_yy)

% en el dominio 0 < x, y < 1

% condicion inicial u(x,y,0)=Sin(pix) Sin(piy)

% para 0<t<3
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[X y]=meshgrid(0:.01:1,0:.01:1);

%define una malla para [0,1]x[0,1] con incremento en x y y de 0.01
titteCAnimacion de la temperatura’);
set(gca,’nextplot’,'replacechildren’); caxis manual;

% permite que todos los gr aficos usen los mismos | imites en colores.
caxis([-1 1]);

% define los valores maximos para los limites como -1 y 1
axis equal;

%usa la misma escala para los ejes x y

t=0:0.05:3;

%vector de valores para los diferentes tiempos

for j=1:length(t) z=exp(-1/8*pi"2.*t(j)).*sin(2*pi*x).*sin(2*pi*y);
%evaluacion de la funcion de dos variables

axis off;

%remueve los ejes

pcolor(x,y,z);

%grafica en dos dimensiones

shading interp;

%interpolacion de colores

colorbar;

% agrega la barra de colores

M(j) = getframe(gcf);

% captura los graficos y los guarda en la matriz M

end

Para obtener la misma animéagien Maple, usamos la |

siguiente instrucan: realidad tenemos una &fica en 3d pero la visualizamos

animate(plot3d, [exp(-Pi*Pi*t)*sin(2*Pi*x)*sin(2*Pi*y), x ~ en el plano xy, esto se logra cambiando la oriedtaci
=0..1,y=0..1],t=0...0.2, orientation = [-90, 0], style = orientation[8, ¢,] , patchnogrid usa un reticulado para colo-
patchnogrid, axes = boxed, shading = zhue); rear sin mostrarloaxesmuestra los ejes coordenados y final-
Expliqguemos un poco esta instrugnj el comandoasico pa- menteshading=zhueajusta los colores de acuerdo al valor
ra hacer animaciones en Mapleagsmatey su sintaxis es la  de la funcon en cada punto del reticulado. Una vez ejecutada
siguiente: esta instrucdin la figura obtenida se anima con elbrate la
animate(plotcommand, plotargs, t=a..b, options); misma manera que para el caso unidimensional.

aqu plotcommandes el procedimiento Maple con el cual se
obtiene un gafico 2D o 3D;plotargs es la lista de argumen-
tos del comando de gfico,t es el pakmetro mediante el cual para presentar los ejemplos diligos de animaciones tridi-
se consigue la animai el cual vaia entre los valoreay b mensionales usaremos la fubici

y finalmenteoptions especifica opciones del comando para

graficar o de animaén. U(z,y,z,t) = e ™t sin(mrz) sin(my) sin(7z),

2.3. (odigo para Animaciones Tridimensionales

Para n ra animasi el coman ra graficar L
o130, 5u5 argumentos aparecon enire cerchoies cuacradls coTesPonde a la Soldol exacta del probjema de la
P 9 X P . . &c. 4.4. El pametrot corresponde al tiempo, el dominio
la funcidon de dos variables espaciales y defpagtro tiempo

(se incluye el rango de definam de las variables espaciales); espacial es) = [0, 1]" y para la visualizaGn usaremos cor-
y 9 . . . S €sp ' tes definidos por la interseéei def2 con planos paralelos. El
con respecto a las opciones incluidas mencionamos que

%ri]guiente 6digo Matlab es muy similar a los dados anterior-
| mente.

[X,y,zZ] = meshgrid(0:.05:1,0:0.05:1,0:.05:1);
set(gca, nextplot’,'replacechildren’); caxis manual; caxis([0,1]);
t=0:0.01:0.5; for j=1:length(t)
v=exp(-pi*pi*t())).*sin(pi*x).*sin(pi*y).*sin(pi*z);
h = slice(x,y,z,v,[0.25 .5 .75],[1,[0]);
caxis([0,1]); alpha(’color’)
set(h,’EdgeColor’,’none’,’FaceColor’,interp’,...
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'FaceAlpha’,interp’)
alphamap(rampdown’) alphamap(’increase’,.1) colormap(hsv);
colorbar; F(j)=getframe(gcf); end;

Para la visualizadin los cortes se obtienen mediante la instroieti = slice(x,y,z,v,[0.25 .5 .75],[ ],[0]que corresponde
aQ intersectado com = 0.25,z =0.5yx =0.75 ([16]) . La instrucdn setse usa para definir las opciones délfgroh, alpha
y alphamap para definir las propiedades de transparencia @glagr mientras queolormap define los colores empleados.
Para la misma animamh en Maple usamos el siguientedigo:
with(plots):N := 200:anim := array(1 .. N): for i to 25 do t := i/N:

P1[i] := plot3d(.25, x = 0 .. 1, y = 0 .. 1, color =
exp(-Pi*Pi*t)*sin(Pi*x)*sin(Pi*y)*sin(.25*Pi), style = patchnogrid);
P2[i] := plot3d(.5, x = 0 .. 1, y = 0 .. 1, color =
exp(-Pi*Pi*t)*sin(Pi*x)*sin(Pi*y)*sin(.5*Pi), style = patchnogrid);
P3[i] := plot3d(.75, x = 0 .. 1, y = 0 .. 1, color =
exp(-Pi*Pi*t)*sin(Pi*x)*sin(Pi*y)*sin(.75*Pi), style = patchnogrid);
anim[i] := display([P1[i], P2[i], P3[i]]) od;

display([seq(anim][i], i = 1 .. 25)], insequence = true, axes =
boxed, transparency = .5)

En este caso hemos utilizado un arreglo para guardar |a
solucbn a diferentes tiempos; la soldai se compone de Asi,
los graficos P1, P2 y P3 que corresponden a los diferen-
tes cortes mediante los planes=0.25,z =0.5y z =0.75. v(t) =v(0) v(t) = u(x(0),0) = u(xo,0) = f(zo)
El comandodisplay nos da como resultado unaafjca, la
cual se puede animar con los botones ddimaSe ha utili-
zado el comandoolor para asignar el color correspondiente u(x, t) = f(x — ct).

a cada punto del espacio tridimensional gtase que para § ) )
nuestra animaon el incremento del tiempo éstado por L@ solucbn se obtiene desplazando ct unidades a la dere-

t =1i/N [14,15]. cha la condidn inicial 2(c>0). En la animadin considera-
mosc = 2y f(x) = e~* . La Fig. 1 muestra la soluen para

. . . , . t = 0,1,2,3. Observamos asgjue la ecuadin de transporte

3. Animaciones de edps en una dimengn tiene el efecto de mover la condii inicial a la derecha sin

distorsionarla.

Por lo tanto la soluéin del problema de valor inicial (3) es

3.1. Laecuaobn de transporte

Considere el problema de valor inicial 3.2. Laecuacdn de ondas (sin fronteras)
up+cuy =0,  u(z,0)=f(z),  cconstante (3) Considere las ecuaciones
Para resolver este problema utilizaremosielodo de carac-  us = *ugy, u(z,0) = f(z), u(z,0) = g(x).
teristicas: )
La Ec. (3) puede escribirse como Usaremos en este ejemplo eEtndo de cambio de varia-
ou - bles [2]. Definimos

(¢, 1) (ug,ur) =0 P Vu-V =0 (4) f—z—at N =t
Esta ecuadin nos dice que es constante en el plano— ¢
alo largo de las rectas paralelas al vedfor (¢,1). Aestas
curvas se les llama curv&aracteristicas

con este cambio de variables las Ecs. (5) se transforman en

Ugn =0

Considere la recta que al tiempoe= 0 corta al ejer en &
To, SU parametrizadn esh dada por cuya soluddn esta dada por:
{ z(t)= xzp+ct u(&,m) = F(§) +Gn).

t= t.
Por lo tantou expresada en las variablest tiene la forma
La funcion
v(t) = u(z(t),t) u(z,t) = F(z —ct) + G(z + ct).
es constante; en efecto De acuerdo con las condiciones iniciales,
Qo _Qudr Gu_Ju  u_y f@) = F(@) +G@),  glz) = —cF'(@) + G (a)

dt " ordt ot oz ot
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y resolviendo pard’ y G obtenemos

Por lo tanto, la soluéin del problema de valor inicial (5) tiene
la forma

x+ct

/ g(s)ds.

r—ct

wa,t) = 5 [f(x —ct) + f(z +ct)] +

2c

| =

A la expresbn anterior se le conoce comddrinula
de D’AIembert.z[Z] En la animabn consideramog=1,
f(z) =e2=2"y g =0, ad la solucbn es

1

2

La Fig. 2 muestra la soluen parat = 0, 1, 2, 3.

ule, t) |:e—2(m—t—2)2 n e—2(z+t—2)2:|
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En este caso tenemos que la corfthidnicial se divide en
dos ondas propagandose a la misma velocidad en direcciones
opuestas.

3.3. La ecuaobn de ondas en un intervalo finito (vibra-

cion de una cuerda)

Considere el problema de valor inicial con condiciones de
frontera

U = a* Uy, 0<z<L, t>0, (6)
w(0,t) =0, u(L,t)=0, 0<t< oo, @
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(x), 0<z<L (8

Para obtener la soluim usaremos ehétodo de sepaoh de
variables

Supongamos que tiene la forma
u(z,t) = X (x)T(t), 9)

al substituir (9) en (6) obtenemos

T/l X//
"o 25 [l
XT" =a*X"T 2T X A, A constante
T" —Xa’T =0
{ X" —-AX =0. (10)
Supongamos qua < 0, A = —/32. Las soluciones de (10)
esftin dadas por
T(t) = Asin(aft) + B cos(aft), (11)

X(x) = C'sin(Bz) + D cos(fx).
Usando las condiciones de frontera (7) tenemos que
X(0) =0, X(L)=0.
Asi, X(0) = 0 implica queD = 0y X(L) = 0 implica que
BL = nmconn € Z, con lo cual

. nm nm

T,(t) = Asin (aft> + Bcos (aft) . (12)

. nm

X, (x) = Csin (Tx> ,
y por superposiéin tenemos
ad . nm
u(z,t) = ; sin (Tx>
. nm nm
X [An sin (aft) + B,, cos (aft)} .

Usando ahora las condiciones iniciales (8) tenemos que

u(z,0) = f(z) = iBn sin (%z) ,
n=1

us(z,0) = g(z) = i ?An sin (%m) ,

Rev. Mex. 5. E53 (1) (2007) 56-66



ANIMACIONES EN MATLAB Y MAPLE DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES DE LA SICA-MATEMATICA 61

Vibracién de una cuerda Problema de transmisién
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donde
9 L o Las condiciones para unir las soluciones son la continuidad
A, =— /g(x) sin (—x) dx, deuyu, enz =0,
nwa L
0

H(cqt) = F(—c t) + G(ept), Vi,

L
in (22 2) da. 1)
~O/f($) S ( I x) &z H'(qt) = F'(—c,t) + G'(c,t) VL.

B, =

=~ o

Para la animaén tomamod. =2,a=1,g=0y

R 1 /3 1 /5rr resolviendo estas ecuaciones pArg parad obtenemos
f(x) =sin <?> + 5 sin <2> + 7 5in <2> .
Por lo tanto, la soluéin esh dada por F(z)= %G(—z),
u(z, t)=sin (E> cos (ﬂt) —l—l sin (371'33) cos <37Tt> 2¢ crz 7
’ 2 2) 2 2 2 H(z) = — G<T), 2= qt.
c+cp cy

+ls'n M—l cos @
i ) A

La Fig. 3 muestra la soluan parat = 0, 0.25, 0.5, 0.75. No-
tamos que los extremos de la cuerdaéedtjos y cualquier
otro punto de la cuerda oscila verticalmente.

Por lo tanto la soluéin u se escribe como

G(x + ¢ t) + RG(ept —x), x>0,
u(z,t) = (15)
3.4. Un problema de transmisbn TG(E(x + at)), z < 0.

Considere dos resortes de diferentes materiales unidos %n R T
z = 0, sujetos a una misma tensiTy pero de diferentes M= (o —cr)/(a+e)yT =2a/(a+e).

densidadeg; y p, [3]. Asi las velocidades de propagani Para la animaéin consideramog = 1 ¢, =3y
son

a=vT/p, cr =VTo/pr. (1‘—5)(37—6)6_(z_5)2
Supongamos que tenemos una onda incidéiief-c,.t) mo- G(x) = 07635 :

viéndose a la izquierda c@#(xz) = 0, « < 0. Ademéas de
la onda reflejad@ (x — ¢,t) obtendremos una onda trans-
mitida H (z + ¢;t) moviéendose a la izquierda. La solonoi
estaé dada por

La Fig. 4 muestra la solugn parat = 0, 1, 2, 3. Inicialmente
una onda que se mueve a la izquierda, al alcanzar el punto
x = 0, se divide en una onda transmitida (hacia la izquierda)

Flz—ct)+ Gz +et), >0 y una onda reflejada (hacia la derecha). Este ejemplo permite
u(z,t) = (13)  mostrar el febmeno de transmigh de ondas de un medio a
H(x + qt), z <0. otro.
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s : . Ecualcidn de Klein F-}ordon Linean‘lzada ' . . 3 6 KOrteWeg de VrIeS
0
0 S > 0 : ; ; Consideremos la ecudxi no lineal
0.5 B
_oz U up + 6utly + Uprr = 0. (29)
’ -6 -4 -2 0 2 4 6
sl ] . , . ] — .
0 A\ TN Buscamos soluciones de la form@z, t) = v(z—ot) = v(s)
T ) = 0 2 s o (onda viajera [1]). Al substituir en (19) obtenemos
0.5 B
o T\
Py s s ‘ s s s —ov + 6vv’ +0" =0,
= = =2 9 2 4 8
O'Z_ ~ AW —ov+ 302+ 0" =,
e e e ———— o e
0.5 1 — +v°+ — = v+ ca.
o T T N/ 2 2
B ; ; ; ; . . o
Si requerimos que, v’,v” — 0 cuandot — 400, entonces
FIGURA 5. Pie de figura. c1 = 0y co = 0. Resolviendo para’ en ladltima expresin
obtenemos

3.5. Ecuacbn de Klein-Gordon

v = +vvo — 2v,

tomando el signo menos e integrando obtenemos

Consideremos la ecudci de Klein-Gordon

Uy — Ugy + mPu =0, m constant. (16)
Definamos el cambio de variables v(s) "
$=- / — +tc (20)
E=t—u, n=t+z, ) 2o —2z
y consideremos _ _ _
U(&,n) = u(z,t). Considerando el cambio de variable= (0/2)sechi () te-

nemos quelz/df = —osech (9) tanh(6) y despeés de inte-

Siu satisface (16), entoncés(¢, n) satisface grar (20) obtenemos

2

m
Uen + U = 0. 17
ot (7 s=204c  ZsecR(0) = u(s).

Esta ecuad@n es invariante bajo la tranforméci(é — &,

1 A H 1 . .
1 — a1 (método de escalamiento),iggoponemos una  ;ompinando estas expresiones tenemos que
solucbn de la forma

Ugn) =rz), z=¢&n, v(s) = %secﬁ (\f(s - c)) ,
teniendo asque f (z) satisface
m2 y ad finalmente tenemos que la solaniu(z, t) tiene la for-
2f"(2)+ f(2)+ —f=0 ma
4
» o Vo
y tomandos = m,/z obtenemos la ecuam de Bessel de u(z,t) = isecﬁ (2@ —ot— C)) :
orden cero:
sf'+f +sf=0. La expresbn anterior de la soluéh nos dice gé ondas via-
Jo(s) es una soluéin regular para = 0. Asi, proponemos Jéras con velocidad de propagaeio tienen amplitud pro-
la solucbn porcional as. Ondas de mayor amplitud viajan con mayor
L — — velocidad. En la animagh se consideran dos ondas con ve-
u(z,t) = { 3Jo(m(VE2 —a?)), v < t2, (18) locidades de propagdmio, = 5y o, = 2, la primera cen-
0, z= >t trada enr = 0y la segunda en = 5. La Fig. 6 muestra la

Para la anima6in consideramos: = 4. La Fig. 5 muestra solucon parat = 0, 1,2, 3, 4. Notamos que la onda de mayor
la solucbn parat = 0,1, 2, 3,4, 5. Esta soludn se comporta amplitud (y mayor velocidad) alcanza y cruza a la de menor
de manera similar a la ecuéai de ondas: dos ondas se pro-amplitud.

pagan en direcciones opuestas; sin embargo se tiene el efecto Las g@ficas de las animaciones de esta setftieron ob-

de fuente en el punto = 0, donde se generan ondas que setenidos modificando la funéh u(z, ¢), los vectores espacio
propagan a la derecha y a la izquierda. y tiempoz, ¢ del cddigo Matlab dado en la Sec. 2.1.
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Ecuacidn de korteweg de Vries

: — substituyendo esta exprésien 21 tenemos

e
2r N
L 1 1
;/\/\ , | , ROT" = ¢ (R”@T +-R'OT + 2R®”T) ,
0 5 10 15 20 r r
Z—J\ ] es decir,
Y A N |
0 N . N ! T T R// 1 R/ 1 @//
0 5 10 15 20 =y 2 ) = )2,
i ‘ /\ ‘ ] 2T (R+TR+7"2@)
ok . - L ‘ — Para separaR y © consideramos:
0 5 10 15 20 2R// R/ ”
2 ] TR HR + g A=,
i 1
0
(I) g 1|0 1‘5 2|0 T‘QRH ’I“R/ @N
i 0 ; | ‘ : _ A2p2 = _ 2 2
sf \—A R + R + A%r o —"
o ‘ T N De las Ecs. (25) y (27) obtenemos

R’ +rR + (\%*r? —n?)R =0,

FIGURA 6.
0" +n%0 =0,
Position Inicial t=0.25 t=0.5
7 1415 0715 035 s 9v9
12 1 06 1 b T" + AT =0,
105 = 0505 0.28 . p
08 o o4 o 02 cuyas soluciones &st dadas por
0605 : 0305 b
04 02 0.1 R(T) = alYn()‘T) + G'QJTL()‘T)7
02.15 e 01.15 0.05
1 1 - .
o0 ! 0y o ! O(0) = by cos(nb) + bs sin(nd),

T(t) = c1 cos(Act) + cosin(Act).

t=1

15 0.2 15 15

| i i -0.2 : -0.2 .. L.

' o1 ! ! Las condiciones iniciales (22) nos dan que
05 . 05 0405 04

0 0 0
05 015 085 08 R(O) <oco=a1=0 A R(l) =0
4 02 4 ' 0.8 v 08
15 0315 415 e N =>A=kyn m=1,2,...
5 ; i 75 0 1 % e

Asi, por superposiéin, u est dada por
FIGURA 7.

u(r,0,t) = Y Ju(knmr) cos(nb)
4. Ejemplos en dos y tres dimensiones n=0m=1

X [Apm sin(kpmet) + Bpm cos(kpmet)] .

4.1. Laecuacbn de ondas en coordenadas polares:

vibracién de una membrana circular Consideraremos el caso
Considere el problema de valor inicial con valores en la fron- u(r,0,0) = f(r), ug(r,0,0) =0,
o de esta manera (30) se reduce a
1 1
=c? rr T ~Up T —5 21 o
Ut = C (“ + . + r2 U99) ’ (21) u(r,t) = Z A Jo(komr) cos(komct).
u(1,0,t) =0, 0<t<oo, 0<0<2m, (22) m=1

Por la condiadn inicial
u(r,0,0) = f(r,0), ut(r,0,0) = g(r,0). (23) -
f('r') = Z AmJO(kOmT)v

m=1

Usaremos nuevamente eletodo deseparacbn de varia-
bles[4].
Supongamos que tiene la forma 9 !
Ay = W /rf(r)Jo(kOmr)dr.
u(r,0,t) = R(r)0(0)T(t), 1170m/
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(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)
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Para la animaéin asumiremos
c=1, u(r,0,0) = Jo(2.4r) + %J@(8.657‘),

ug(r,6,0) = 0.

Por lo tanto la soluén u es

1
u(r,t) = Jo(2.47) cos(2.4t) + §J0(8.65r) cos(8.65t).

La Fig. 7 muestra la solugn para t=0, 0.25, 0.5, 0.75, 1 y
1.25. Notamos que la membrana oscila verticalmente.

4.2. Laecuacdn del calor

G.M. ORTIGOZA CAPETILLO

Temperatura Inicial t=0.2

06
06 oa
08 05 08 . 04 08 . ‘ -
0.2
06 06 02 g
0 0 0
0.4 0.4 0.4
-0.2 02
05 0.4 ’
02 0.2 02 04
06
0 4 0 0 06
0 05 1 0 05 1 0 05 1
t=0.6 t=0.8 t=1
1 1 1
0.4 03
02
0.8 . o 0.8 02 08
- 0.1
06 06 01 06
0 0 0
0.4 0.4 0.4
-0.1
' 02 o 0.1
02 0.2 202 >
04 -0.3
0 0 0
0 05 1 0 05 1 0 05 1

Considere el problema de valor inicial con condiciones d%:IGURA 8

frontera:

(P
U=\ 92 oy? )’

u(0,y,t)=u(l,y,t)=0, u(z,0,t)=u(z,1,t)=0, t>0, (33)
U(S(}, Y, O):f<$, y)a (34)

(32)

0<z<1, 0<y<L

Este problema de valor inicial modela la var@atide la tem-

peratura de una placa cuadrada, cuya frontera se mantiene a

temperatura cero. Usandeparacbn de variableg5] obte-
nemos:

t)

u(x
m

) y7
Z Z ane_k(mQJr"Q)”ztsin(mwx) sin(nmy), (35)
1n=1

flz,y) = Z Z B sin(marz) sin(nmy),

m=1n=1
11
Bn :4//f(m,y) sin(mnz) sin(nmy)dzdy.
00

Para la anima6in tomamos

k=<

3 f(z,y) = sin(2rz) sin(27y).

Asi, la solucbn v est dada por

u(z,y,t) = et sin(2mx) sin(27y).

4.3. Ecuaciones de Maxwell : dipole élctrico

Las ecuaciones de Maxwell en espacio libre en ausencia de

cargas esin dadas por

—

OH - -

- _VxE E =
/j,oat V x s Vv 0,

OE =
EOEZVXH; V-H=0. (36)

En este ejemplo usaremos ettondo depotencialeq9]. Su-

pongamos que el dipolo es pedjoey que la corrientd es

uniforme sobre su longitud. Se# la longitud del dipolo.
Consideremos un sistema en coordenadasrieak. Supon-
gamos que la corriente varen forma sinusoidal y &sl vec-

tor potencial est dado por

—jpr
/J(r)6 dv.

Ho
47

A(F) =

r

Supongamos adeis que la corriente éstencerrada en
un cable cuya sedmn transversalds es pequia. Ag,
Jdv = Jdsdl = Idl% para un dipolo localizado en el origen
y orientado en la direcoh del ejez, el vector potencial se
reduce a Tl e-0r
Ho N
A(’F) - 47T r 2,
dondes = w./lg€o-
El vector A en coordenadas ésitas est dado por

_ poldl e—i8r e Boldl e~i8r . A
A= R cos(0)7 4 sin(6)6.
Los vectores de fase magfico y ekctrico eshn dados por
1 1
H=—VxA, E=—VxH,
Ho Jweo

La Fig. 8 muestra la temperatura para t=0, 0.2, 0.4, 0.6.0S vectores maggtico y ebctrico se obtienen como

0.8, 1. La temperatura toma el valoimmo -1 y naximo 1.
Conforme pasa el tiempo los puntogasfiios (azul) aumen-

tan su temperatura (rojo) y losas calientes disminuyen has-

ta alcanzar el estado estacionario de temperatura cero.

H = Re{e’'H}, E = Re{e“t&},

i- Idi cos(wtz— Br)  Bsin(wt — fBr) sin(0)d,

47 T r
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x10” t=1.0 x10”
10 10
8

™

6

)

4

FS

2

N

0

t=0.5

t=1.5 x10* t=2.0 x10°
10
8
6
4
2
0

FIGURA 9.

=)

S

N

= Idl [Bcos(wt—pBr) sin(wt—Fr) .
E = Sy—y [ 2 + 3 } cos(0)r
Idi { Bsin(wt — Br) [ cos(wt — Br)
- +
4meqw r 72
+sin(w;3— ﬁr)] sin(6)0

Para la animaéin consideramosd] = 4r, 8 = w = 2,
€o = po = 1y por simetfa usamos la proyedm sobre el

4.4. Una solucdn de la ecuaddn del calor en 3 dimen-
siones

Consideremos el problema de valor en la frontera con condi-
ciones iniciales

U =v(Uyy +Uyy +U,,) enqQ,
U(xvyazvt)|39 =0, U(x,y,z,O) = g(ﬂi,y,Z), (37)

donde asumiremos queQ=[0,1]>. Usando separa-
cion de variables de manera similar al ejemplo bidi-
mensional, y suponiendo que la condii inicial es
g(z,y, z) = sin(wzx) sin(my) sin(7z), concluimos que

U(z,y,2,t) = et sin(mz) sin(7y) sin(7z)

es la soluddn de (37) cow = 1/3. La Fig. 10 muestra latem-
peratura a tiempos: t=0, 0.5, 0.1 y 1.5. Conforme el tiempo
avanza el cubo se enfria hasta alcanzar el estado estacionaric
de temperatura cero. Para la visualibacse usaron cortes
con 3 planos.

Los giaficos de las Secs. 4.1, 4.2 y 4.3 fueron obtenidos
con a@digos Matlab muy similares abdigo bidimensional
dado enla Sec. 2.2, mientras que el ejemplo tridimensional de
la Sec. 4.4 fue obtenido con édigo Matlab de la Sec. 2.3.

5. Conclusiones

En este trabajo se han presentado animaciones en Matlab de
soluciones exactas de edps de la forata,t;) conz €

R™, t, € R>Y. Se ha seleccionado un conjunto de las ecua-
ciones nas representativas de Iaita materatica. Estas ani-
maciones pueden utilizarse para explicarofeenos fsicos
como superposion de ondas, transméam de ondas de un
medio a otro, etc; a&omo para despertar el inésrde los es-
tudiantes y encaminarlos enélea de las edps y sus aplica-
ciones. Se han incluidaddigos en Matlab y Maple para crear
animaciones en 1, 2 y 3 dimensioned, @mo brevemente
se describen algunas de lésicas de soluén de las edps:
escalamiento, cambio de variable€todo de caractesticas,
separad@n de variables, etc.

La mayoria de las veces las edps halladas en las aplicacio-
nes no tiene soluciones ati@as, en cuyo caso se tienen que
emplear netodos nuraricos de aproximaén. Contar con al-
gunas soluciones exactas nos permite verificar la veracidad
de los netodos nuraricos ( [10]). Por otra parte, el uso de
animaciones de ecuaciones puede (gdren el modelado:
modificando determinados f@ametros en las ecuaciones o en
sus soluciones pueden ajustarse las animaciones a una me

ejexy. La Fig. 9 muestra la superposicide dos dipolos pa- jor representadn de un fef)meno fsico,_ obteniendo de esta
rat=0.5, 1.0, 1.5, y 2.0, donde se ha graficado la intensidagianera modelos matexticos que describan con mayor exac-
del campo maggtico. Observamosbeno se generan las on- titud un feromeno.

das electromagtticas edricas propagndose hacia afueray

se superponen de manera similar a las ondas en el agua. PR§radecimientos

simetia se grafid un corte por un plano, pero en realidad

éste es un ejemplo de una sohrtiexacta de las ecuaciones Trabajo realizado con apoyo de proyecto Promep

de Maxwell en 3 dimensiones [10].

103.5/05/1955.
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