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Sin recurrir al formalismo mateatico de formas diferenciales y derivadas de Lie, se calculan por medioalsismectorial las derivadas
con respecto al tiempo de integrales de volumen, de superficieinele El concepto de derivada material se generaliza con las distintas
integrales utilizadas.
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Without using the mathematical formalism of differential forms and Lie derivatives, the derivatives with respect to the time of volume, surface
and line integrals are calculated by using vectorial analysis.
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1. Introduccion to de derivada material a operador material de una derivada
de una integral. En la concldsi se citaan algunas aplica-
ciones obtenidas que aparecen en la literatura a partir de los

Es muy frecuente eridica de fluidos [1, 2] o en electromag- i
Jigsultados obtenidos.

netismo [3, 4] tener que realizar derivadas con respecto a
parametro, que normalmente es el tiempo, de integrales de

volumen, de superficie y dénea. En efecto, eladculode la 2, Calculos de derivadas con respecto al tiem-
variacbn de la masa o de la carga en un volumen dado es po de integrales de manera no formal

comin al igual que el cambio con respecto al tiempo de un

flujo magretico o la variadn temporal de una fuerza electro- Cuando uno quiere conocer el cambio con respecto al tiem-
motriz. Todos estos casos implican conocer la derivada copo de la masa o de la carga contenida en un volumen que se
respecto al tiempo de una integral de volumen, de superfimueve o se deforma es muy comutilizar el concepto de

cie o de Inea. El confundir estas derivadas con la derivadalerivada material [1, 3]. Sin embargo, al aplicarlo en forma
material puede llevar a errores importantefasMiin, como  directa puede cometerse un error grave. Para entender esta
normalmente el &@culo de tales derivadas se realiza en for-posible equivocadin, vale la pena revisar effculo de una

ma intuitiva [3, 4], se presta a confusiones. Sin embargo, ede estas derivadas con respecto al tiempo de una integral. Por
la literatura §lo se encuentranatculos de tales derivadas, ejemplo, calculemos la ram de cambio de la masa o la carga
conocidas como paréatricas, restringidos a situaciones es-contenida en un volumen. Sila masa o la carga en el volumen
peciales[5] o en general se recurre atauos matedticos V se representa pot y la densidad volur@trica de masa o
fuera del alcance de estudiantes de los primefios ale la  carga pop(7', ), tenemos que

carrera como por ejemplo las deducciones de Frankel [6] que

utiliza derivadas de Lie y formas diferenciales. El objetivo de A= / p(7,t)dV. 1)

este aficulo es, en primer lugar, calcular tales derivadas uti-

lizando un formalismo mateatico sencillo pero rigoroso, a v

saber, el aalisis vectorial [7]. En segundo lugar, utilizando el Sj nuestro volumen se deforma o se mueve, es posible que
formalismo anterior, se define un operador material para cadsierda o gane masa o carga, es detidepende del tiempo

una de las distintas derivadas de integrales que permite visuge lo debido a la dependencia temporaldgino tambén

lizar en general el problema y explicar los resultados utilizapor la deformad@n o movimiento del volumen. Por lo tanto
dos en ciertas aplicaciones[9-11]. En la Sec. 2 de estairt  podremos calcular la réam de variadin deA con respecto al
reproduciremos algunos de lolculos realizados en forma tiempo y la expresaremos como

poco rigurosa o intuitiva. Utilizando el alisis vectorial, en

la Sec. 3 demostraremos Idculos realizados en la segunda A d

seccon de una manera formal. Adésise sentan las bases — = — / pdV | . 2

para poder realizar con la mismichica cualquier otro tipo ¢ dt Vo)

de derivada de una integral. La Sec. 4 se dedieagxponer

una serie de resultados, ya conocidos, queipadsbtenerse Para poder entendedmo actia la derivada con respec-
utilizando el formalismo anterior y se general&at concep- to al tiempo en la integral debemos recurrir a las verdaderas
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definiciones de derivada e integral, es decir, 2 dS p,ae
At
d . . At + At) — A(t)]
at = A, [ Al ! ®)

y ahora incorporemos la integral

d
—A
dt

n(t+At) FIGURA 1. Volumen en movimiento o deforamdose.

Alim o p(Tit+ AHAVY;
— gm0l (4) locualnosllevaa
At—0 At i |:r§t3) (_} AV )
- 1111 P rivt i d 1
AVi—0 | 2 —A= lim — il
! at" T Atho At /p(r’t)dv

, A . 14
donden(t) representa elimero de divisiones que se consi-

deran del volumen al tiempo Es claro que no existe depen-

dencia temporal en [& , pues aunque en realidad se tenga un + /
fluido en movimiento para efectos de la integral la densidad
p(7,t) solo lleva la dependencia temporal en la entrada del ] ) ] )
tiempo. Si restamos y sumamos @irhino de la derecha de Analicemos la primera integral del miembro derecho de la

op(7 1)

oAV

V(1)

la Ec. (4) la cantidad Ec. (7). T A ©
= VAL,
i ) n®) _ donde @ representa la velocidad de cada diferencial de su-
AHTO At AIV{EO Z;p( rit+ AHAV; | perficie del volumen (ver Fig. 1). Claro éstjue esto no es

muy formal, pues no estmuy bien definido. Sin embargo
para efectos de una primera aproxinaaces suficiente. De
este modo el primegtmino de la Ec. (7), se puede expresar
como

la Ec. (4) quedaigual a

d

Ii L
= 1im —
dt At—0 At

= lim
AV;—0

/p(?,t)dv = /p(?,t)?-ﬁ, 9)

% S(t)

lim —
n(tHAD) —n(t) At—0 At
xl S p(Tut+ AAY;

pt y consecuentemente, utilizando el teorema de Gauss, llega-

o mos a
n(t — —
Fim w3 TR (T ) £y gy
At=0 AV (£)—0 4= At %A = / V- (p(7,t)0)dV

Cabe hacer notar que hemos logrado separar la e&presi
en dos érminos: el primero&o considera la sumatoria de -
los ttrminos que aparecen en el volumen al tiethpoAt y + / Mdv . (10)
no al tiempot; el segundo que corresponde a la integral de ot
la parcial con respecto al tiempo de la densidaal tiempo v(*)

t. Obviamente hemos supuesto funciones suaves que nos per- Este resultado es conocido[5,6]. Sin embargo, en la ma-
mitieron y nos permitién permutar las sumatorias. Se tieneyoria de los casos es mal interpretado, pues se entiende que |z
entonces que velocidadv’ en la integral corresponde al flujo de las frart

las y en realidad solamente tiene que ver con el movimiento

a, m —— | 1im del volumen. Es decir, si la representa a una densidad de
dt At—0 At |AV;—0 masa o carga en movimiento y sdaula la derivada con res-
pecto a un volumen fijo, es decir = 0, se tenda
n(t+At)—n(t)
N
i=1 dt ot ’
V=cte
) (Dp(74,1)) independientemente si existe un flujo. De hecho, si conside-
+ Avl}glﬁo Z ot AVil, (6)  ramos un fluido en movimiento con velocidadly calcula-
=1 mos(d/dt) A para un volumen fijo, la Ec. (11) nos indiéael
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cambio de masa en ese volumen. Sin embargo, si consideré-= S(¢) y C = C(t). El flujo debido a un camp@(?, t)
mos que el volumen se mueve con el fluido, es decie v, a trawés de la superficie se define por
tendremos que

&= | B(7,t).dS. (16)
Ly / V.(p(F 1) T)dV i)

Calculemos la ram de cambio del fluj@ con respecto al
tiempo. Es decir:,

—
* / ap(a?t)dv » (12) i d .
Vi — = — B-dSs. a7)
dt  dt
5(t)
siendow la velocidad en cada punto del fluido. Por otro lado,

Utilizando la definicbn de derivada, tenemos

V.(p(7, )W) = (W.V)p+pV. U, (13)
dd B A - = B 1
y si el fluido es incompresible, es dedit,w = 0, la Ec. (13) ar Am, N’ B-d5= fm, At
se simplifica de tal suerte que la Ec. (12) se reduce a S(t)
- — — — —
Ly | [ 20y <| [ BuardSua- [ Bodsi. a9
V(t) S(t+At) S(t)

donde los sulmdicest + At y t se refieren al tiempo de eva-
+ (W -V)p(7,)dV | . (14)  luacion de los campos y a la posici de la superficie. Uti-
licemos primero la astucia de aplicar el teorema de Gauss a
un tiempot al volumenV encerrado pofS;, Siya: Y la su-
Ahora bien, la derivada material se define como perficie barrida por el contorno debido al movimiento de la
superficie del tiempo al tiempot + At (ver Fig. 2):

V()

ZF=_F+(u-V)F. (15)

Estalltima expredin calcula la ra@n de cambio con respec- /V . §dv ~ / E)t . d§>t+At — / ﬁt . d?t

to al tiempo de una funéh F = F(7,t) que se evdla a v

lo largo de una trayectoria dada [1]. Sin embargo, uno po-

dria pensar que se aplica directamente en la evainawé _ j{ B, - {Tdt % dT} 7 (19)
(d/dt)A, pues de manera formal equivale solamente a intro-

ducir el operadof)/dt + (u - V) en la integral. Pero esto
sblo es \alido cuando el movimiento del fluido coincide con
el del volumen, o sea cuandd = @' y cuando el fluido sea
incompresible, es deci¥/ - @ = 0. Estodltimo es utilizado
para expresar la conservanide la masa o de la carga pero
hay que recordar que se @&stsuponiendo las dos condiciones

S(t+At) S(t)

()

donde@’ representa la velocidad de cada elemento de la su-
pgficie o del contorno y adeas se ha aproximade v dt x

d | como la diferencial de superficie barrida por el contorno
de la superficie del tiempoal tiempot + At [4]. Es decir

antes sBaladas. En general la expression correcta iesgire- que eIuItmo termino que prgtende representar el cambio de
flujo a trawes de la superficie generada por el contorno de-

sentada por la Ec. (10) [6] y utilizar la derivada material no
P (10) [6] ¥ bido al movimiento de la superfici€ no esh debidamente

tiene nindin sentido, pues no siempre el fluido es incompre- do. Si b indi i N
sible ni el volumen considerado se mueve o deforma a la paqxpresa o. |(1_em argo, como ya indicamos anteriormente,
del fluido esta demostra@n consiste en utilizar este tipo de argumentos

geom’etricos no muy formales. Por otro lado debemos notar
respecto al tiempo de un flujo considerando que la superﬁcigm_a elflujo a traes de las superficies; y StTAt S€ gqn5|dera

se mueve o deforma. Estdtimo se utiliza en la aplicaén al tiempot pgesto que el teorema de GE?LBQ?S \lido pa-

de la ley de Faraday [3]. Debemos hacer notar que esta dE& vValores simuéineos del campo magtico 5. El valor de
monstracdn se basdr, al igual que la anterior, en argumen- B €NSi+a¢ al tiempot + dt puede ser evaluado utilizando
tos georétricos en forma un poco intuitiva y no muy rigorosa € teorema de Taylor. O sea,
como la utilizacdn de la Ec. (8). Sea una superficie abiétta

En el mismo orden de ideas, calculemos la derivada co

—

cuya frontera es un circuit@. Se supone que tanto la super- B B JB d

o = —dt+ ... 20
ficie S como el contorn@’ se mueven y deforman, o sea, que -t et ot + (20)
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- pertenecie_n)te a la superficie. En segundo lugar Egnsideremos
B rat un campoB tal que su divergencia se anulé,- B = 0,
i como es el caso del campo méagono. Luego, entonces
D— 0 — _ —
—B=_B8B -V)B
al=ml v
0B
0B
:5;+Wx§x?y (25)

Esto significa que el operadéy/ot + (o - V) se transfor-

ma en este caso é@/ot — (v x V)x y para este caso en
queV - B = 0, el sustituir al operador en la Ec. (17) coin-
cidiré con el resultado de la Ec. (23). Estitimo de nuevo
pone en evidencia la tendencia a tratar de resolvealeuio

de una derivada de un flujo con respecto al tiempo por me-
dio de la derivada material. Sin embargo el resultado general

_)
dSy, ., esh representado por medio de la Ec. (23). En la siguiente
seccon utilizaremos el alisis vectorial para desarrollar una
FIGURA 2. Superficie en movimiento o defoandose. técnica formal y rigorosa que nos permita calcular este tipo

. de derivadas y que al mismo tiempo nos lleve a definir un
Sustituyendo las Ecs. (19) y (20) enla Ec. (18) y tomand(bperador material, en la Sec. 4, para cada caso.
el limite At — 0 llegamos a

— ,
di B 4T ‘iTB.d§>+ %?x?-d_l) 3. Calculo formal
tS(t) st t c Como hemos s&lado en la Sec. 2, lo&lculos anteriores se
. han realizado de manera poco formal confundiendo los incre-
4 1fm / V.- BdV 1) mentos y las diferenciales de manera intuitiva. En la mayor
At0 At de los libros deisica [3, 4] se utilizanécnicas an mas in-
V(t) tuitivas con el fin de no ahondar en el desarrollo méitro.

eS_in embargo, hemos hecho notar que por no realizar una de-

Aplicando el teorema de Stokes y el hecho de que aproxim , '
mostracbn formal se pueden cometer ciertos errores como el

mos

AV ~ T - dS At 22) confundir el papel que jue_g_a la derivadz_;t _material._ Desarro-
’ llemos ahora unaétnica utilizando el alisis vectorial [7]
obtenemos la reladh deseada gue nos permit asegurar que los resultados antes obtenidos
— son exactos y que adéms senta las bases para calcular la
a®_ / 8£+VX (§x7)+(v . §)7 . dg’, (23)  derivada con respecto a un peretro de cualquier integral.
dt ot Habiendo hecho estas acotaciones, calculemos ahora la

S) misma integral de la Ec. (2) considerando que el volumen

Aunque el resultado se obtuvo en forma aproximada, se puée mueve o deforma independientemente del flujo£tait
de demostrar que es exacto [6] y por ello usamosnebslo  ca consiste primero en describir el volumen por medio de un
de igualdad en vez del de aproximati Debemos hacer no- cambio de coordenadas, es decir,

tar que en este caso uno no gadrtilizar el concepto de deri- - =
. . . . T - /r (u? /U? w)t)7 (26)
vada material de una fur@m vectorial. En efecto, la derivada
material de una funon vectorial se define como dondeu, v y w son coordenadas que generan a cada instante
un punto del volumen consideradiqt) (ver Fig.3). El tiem-
D— 0= - . . .
7 B = % B +(u-V)B, (24) pot queda como un pametro y ahora debido al cambio de

coordenada§” si depende del tiempo. Definamos ahora un
y significa el cambio con respecto al tiempo de un campo vecsonjunto de vectores’,,, 7y, 7w, €u, €, Y € Y las canti-
torial a traes de una trayectoria dada cuya velocidadies dadesh,,, h, Y h,, que nos sémdtiles.

Sin embargo, aunque es evidente que sustituyendo el opera- . o7 - o7
dord/ot+ (- V) enlaEc. (17) no obtendremos la Ec. (23), 7 u(u,v,w,t) = - -, mo(u, v, w,t) = =,
existe una situabn particular que lo permite. En efecto su- R R

. — = . . N a T a r
pongamos primero que’ = o', es decir, que la velocidad 7 wlu,v,w,t) = =—, o (u, 0,0, 8) = | =1,
de cada trayectoria coincida con la velocidad de cada punto ow ou
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donde hemos recalcado la dependencia de todas las cantida-

des eny, v, wy t. Supongamos adém que el sistema forma-

do por los vectoreg,, ¢, y e, forman una base ortonormal.
Una vez definidas estas cantidades podemos ver que

d d
Ry p— v
at” T dt / pd (28)

V(t)

podta escribirse como

d
—A
dt
d
=2 / //p(?(u,v,w,t),t) ’gjgj} dudvdw, (29)
Q
FIGURA 3. Volumen parametrizado.
donde
Oryz
- - = A(u,v,w,t)
ot vw,0) = |20 o w = |90, o
o7 o7 representa al jacobiano y depende del tiempo, Pegoe es
eulu,v,w,t) = W’ o (u,v,w,t) = W, _eI volumen generado por, vy w tal ql_JeQ — V a cada
ha By instante, no depende del tiempo (ver Fig.3), pues recordemos
a7 queu, v y w son independientes del tiempo. Es decir, se para-
ew(u, v, w,t) = Zw . (27)  metrizd de tal forma que el pametro, en este caso el tiempo,
w sblo se exhibe en logtminos integrados y en lostites de
| integracon y no en las diferenciales. Por lo tanto se llega a
d v oxyz
d *[ﬂ(T’(U,’U,U},t),t)]
A= / / / “? Ll | dudvde, (30)
+ [p( r (qu?w?t)’t)] dt [ duvw :|
Simplificando, tenemos
d d d Idonde latltima identidad élo es \alida para coordenadas
4= / [dt [Pl A + pth} ds, (31) ortogonales como ya hemos supuesto anteriormente. Por lo

tanto,

donded? = dudvdw. Cabe hacer notar que la dependencia
temporal de la densidages especial. En efectp,depende
del tiempo en forma exfdita e implcita, por lo que

d
%A = [?utv ?)’U7 ?w] + [?u; ?’Uh ?w]

+ [?ua ?)1” 7\,wt] ) (35)
d o 0o — —
P = 5Pt + (U V)p( 1), (32) " donde se ha utilizado la abrevéui
Realizando las derivadas, llegamos a 27
iA dadb
dt Llegamos a
0 d
= [ |[A=p(7 ,t)+A(T.V)p(7,t)+p—A| dQ2. (33
/[ atﬂ(r VAV V)p(T det (33) 1A=[7u,7v,7w]+[ru,vvww]
Q dt
Utilizando las definiciones expresadas en la Ec. (27)aeis + (T ws Ty V] (36)
ver queA:
or 0z ox donde
A=| & % g% = [T u, T s Tw] =huhohy, (34) T = v _ o
g % 8 b= Bvar . ob
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y que no debe confundirse con la proyéeccde la velocidad v, o

N
_,  Or

s ot

en la direcabn dee;,. Por otro lado, utilizando las identida-
des vectoriales para coordenadas ortonormales [7] descrita

tambin por la Ec. (27), llegamos a

[711,; ?va ?w] [71“ a;, é\w] hvhw

1 —
- fTaaTZ Cuhuhyh.
por lo que
dy_[1o¥ 107 _
F 7 I P S P
1 —_
+h—g—” -aﬂ} By hoy Ty
w w

Estodltimo se puede escribir como

d
dt
10 107 1 0
= hyh hz A’uii A)ii A? T A |
ultvliw 1€ hu8u+61hu ov +euhw8w]
= hyhyhoV - T
Por lo tanto,

AdQ = /p(V-?)AdQ,

=

Q/”

91

la superficie al iempo ¢ 5

ds,

w = cte

u = cte

(37)
la superficie al tiempo 4
(38)
FIGURA 4. Evolucion de la superficie.
El método anterior, aunqueés largo que los descritos en
v la Sec. 2, es formal y obtiene el resultado exacto de manera
directa sin suponer ninguna aproxinm@tini ninguna indefi-

(39)  nicion. Adenas de utilizar el cambio de coordenadas, el pun-
to fino de este @todo es que parametriza a la velocidad del
elemento de volumen en cada punto y esto es lo que se debe
hacer en este tipo délculos. Si ahora queremos calcular la

(40)  derivada de un flujo con respecto al tiempo, Ec. (17), se sigue

un camino similar 8lo que ahora no debemos parametrizar
un volumen sino una superficie abierta en movimiento o de-

donde hay que resaltar queTa corresponde a la velocidad formandose. Para ello, consideraremos las coordenagas
de cada uno de los elementos del volumen. Aplicando este que parametricen a la superficit) considerada a cada

resultado a la Ec. (33), tenemos
d 0
A= A=
dt / { at”
Q

(7, )+ A (T V(7 1)

+p (V- 0) A d.

instante, es decir, el tiempo es un fmaetro aparte. Sin em-
bargo siempre podremos completar la parametitradada

con una tercera componentede tal forma que, v y w for-

men simplemente un cambio de coordenadas y los vectores
€us €y Y €, forman una base ortonormal. Es decir, cualquier

(41)  punto de la superficie se describe por

Poniendo en factor coim A y recordando quad) = dV,

obtenemos finalmente

d o g — —
th/[athr(v.V)erp(V v)]dV
V(t)
—/ A + V- (p0)]| dV,
V(t)

gue no es r@as que la Ec. (10) que hi@mos obtenido

—

7 =7 (u,v,t). (43)

Los vectoresr, y 7, son paralelos a la superficiewy,, es
perpendicular &, y 7 ,, 0 sea a la superficie. No se debe
confundir a7 ,, con la velocidad de cada elemento de la su-
perficie @ (ver Fig. 4), ni tienen porque ser paralelos estos
tltimos.

(42)

Es claro que a cada instante el elemento de superficie se

anteriormente. Como concl@si podemos afirmar que las puede describir por
Ecs. (10) y (42) representan la derivada con respecto al tiem-
po de la integral del volumen que se mueve o deforma vy el
resultado es exacto.

dS = 7y x T ydudv. (44)
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Por lo que Es facil ver que
d d - = Ohy, . Ohy, — -
Zp = — B - i . = .
dt dt / a5 ot Vo Cu y ot Vo Co
5() donde se ha definido a
d
== /§ [(w,v,t),t] - 7y X T ,dudv, (45) — G y - %7
7 v Dudt Y Qvot’
dondell representa a la superficie descrita porv, tal que ~ Por lo tanto,
IT — S(¢) a cada instante. Recordamos en este caso que =
d / 98 (w.vB)-d3
o= it v .
dS = Ty x Todudv = (hy&y) x (hy,)dudv dt- )\ ot
= hyhyeypdudy. (46)
—|—/Bw(h Uy €y 4 hy Uy - €y) dudv
Por lo tanto, recurriendo al mismo razonamlento utilizado en i
la Ec. (32) parala derivada que incluye al canﬂbdlegamos 9 (E)
N
a + | B huho 22 qud, (50)
o ot
d 6B -
a@ = / ( ot +(vV-V) B) T % T ydudy dondeB,, = B. e.. Factorizanda, h,dudv, se tiene
II
_ _ d / aB - —
—o = B|-d
+ / 5. 20X 1)y a7) dt o T ) S
ot I
II
Uy Vu
donde se ha utilizado en el segun@onino la parcial con +/ {Bw (h “ey + o 'eu>
respecto al tiempo para enfatizar la dependencia explicita de i1 v u
T .Y T .. Sianalizamos el producto cruz que aparece en el "
segundoé&rmino, utilizando la Ec. (46), podremos expresar a +§. 0(Cw )} hyhydudv. (51)
la Ec. (47) como ot
_} Considerando que
( > T X T oGy §~d§>:§~7ux7vdudv
II
- ~
N / 5. d (huhe ew)dudv = B - eyhyhydudv = By,hyh,dudv, (52)
a1 ot llegamos a
— —
0B —
(w0 B) fo- [ (B F).a3
I 11
=g 8(huhv) /—> ?v ?u/\ v
Y B w ) d
+ / B ey, 5 dudv + hu hu e S
11 11
~ — a
+ / B hoh,? E;;“) dudw. (48) + / B - (53)
11 11
Continuando con elaculo, se llega a Es facil ver quev’, = (0/0u) v’y lo mismo para la compo-
nentev. Por lo que la Ec. (53) se puede reescribir como
d —/<8B+(7 V)§> T X T pdudv =
dt ot ' “ d__ [(dB . _ =\ =
“ dtfb_/<at+(v V)B> ds
II
(B e (h 2 4h, 2 gugu _ _
ot ot +/§ TR B B
I hy, Qv hy, Ou
=~ 1T
+/§.huh1,a§tw)dudv. (49) 8@
i1 + | B- at“’ hyhydudv. (54)
II
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Al igual que en las Ecs. (38) y (39), podemos identificar el operatioomo
€, 0 € 0 €, 0

Vo T hoe R )
Sumando y restando en la integral@iniino
G
Ay Ow ’
llegamos a
dtq)_/<8t + (v V)B) ~dS+/B(V~ v)-dS—/B-dS [hwaw v}+/B~ 5 hyhydudv.  (56)
11 11 IT II
Desarrollemos los ddgtimos €rminos del lado derecho de la Ec. (56), es decir
- —le, 0 = 0(eyw) - =
I=-— B - — B - =— B -
ds |:hw 0 v} +/ 5 hyhydudv / ds
(t) S(t)
€y O ug €w 0, o €y 0 o~ = 0(eyw)
X [hw 8111( w) + e %(v €y) + o 70 ew} +/B 5 hyhydudv, (57)
II

donde se ha utilizade” = v“e, + v”e, + v"¢, Yy no se utiliza ninguna converigi de sumatoria sobiadices repetidos. Por
otro lado, recordando la ortonormalidad de los vectéres, y €., llegamos a

I= /E’-d? [—v“}?“-aau—vv%.aa L 9 w}—i—/ﬁ'a(ew)huhvdudv. (58)
11

w Ow hy Ow " hy 0w ot
5(t)

No hay que confundip®, la proyecadn sobree, de o', conv’,, = v /Ou. Abreviemos ahora la notdwi de la siguiente
manerad,, f = (0/0w) f, dondef es una fundn vectorial o escalar.dculemos ahora éiltimo termino del lado derecho de

la Ec. (58):
o ()

J = /§ 0w dudy = /ﬁ. huhydudv.
ot ot
It I
- 1 - — 1 — o - i — _LA
:/B- [hwawv + TW(_h%Uater] huhq,dudv—/B- [hwawv + ey hwew Ow V) | hyhydudv
It It
— 1 N - —. 1 N
:/B. [hawfu}huhvdudv— / B dS (5. 0,7). (59)
H w

5(¢)

Si nos fijamos en el primeétmino del lado derecho de la Ec. (57) coincide cohltno término de la Ec. (59). Por lo que

=2 / B.ds [ew . 87] +/§- [1%7} By oy ducv
II

hey Ow hy
S(t)
= = uew O . ww 0 1 0 . = [1

= -2 / B-dS [U W 8w6”+v W awev—&—hwa—wv ]+/B [hw(? }h hydudv (60)

S(t) I

Regresando a nuestralculo de la derivada del flujo, llegamos a
d 0B — - —=ley, 0
dt@_/<at+( ) dS+/B -dS —2 B-dS[hw~awv]
S(t) S(t) S(t)
— 1 N
—|—/B . {h(‘)w v} hyhydudv. (61)
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Ahora bien, queremos obtener el resultado expresado en la Ec. (23). Con la idea de rediatitaesigamos el siguiente
método. Primero, veamos que si desarrollamogrehinoV x (B x o), obtenemos

Vx(Bx®)=B(V-7)-7(V-B)+(?.V)B - (B -V)7. (62)

La Ec. (23) se transforma en

e 9B L B(V-T)-T(V-B)+(TV)B | =
de _ t V) =WV B) + .dS (63)
a )| —(B-V)T +(V-B)v
-8§ _ _ R N — N —
:/ = P B(V-T)+(TV)B —(B-V)7|-dS.

5() -

Por lo que comparando las Ecs. (63) y (61), para obtener el resultado deseado, o sea la Ec. (23), debemos demostrar que

ew O 1
/ (B-V)7 -dS =2 / B-dS [6 : 7] - /E : {&ﬁ’} hohodudv. (64)
S(t) hy Ow how
5(t) i
Para ello desarrollaremos los trésrhinos involucrados en la Ec. (64). Primero calculemogretino de la izquierda:
/ (B-V)7-dS = [ [B'u+ B"8 + B 8y]- (65)
s S(t)
€y € €w us L ovs o ws 1. 0d
{huamuhﬂaﬁhwaw [viey + vVe, +vVey] - dS

u —~ ~ u o~ ~ u
%’Uu(au@u) - Cw _|_§Lb Uv(auev) - Cuw +%auvzz)
v ~ —~ ~ ~
= / +%vu(aveu) *Cw +%v”(8vev) " Cw +%6vvw huhydudv
I "’-%vu (aw/e\u) : é\w + ]fi“ vY (awaj) : z3?74) +%8wvw

Para seguir adelante es necesario, demostrar ciertas identidades. En efecto, considerandg,que), se tiene

1o - 1 o7, 1 o
h—u(ﬁuev) CCy = E(auh—v) Sy = o (04T ) €w = o (0u T ) - €w = E(aveu) Cw- (66)

Sin perder generalidad, la igualdad édida para cualquier orden de los 3 gutices siempre y cuando sean distintos. Por otro
lado, como los vectores son perpendiculares, cualquier derivada del producto de dos vectores distintos se anula, es decir,

1 1 1

R e .o — N ). = e .e.. 7
™ (Ovey - €y) =0= ™ (Oy€y) - €w ™ (Ovew) - €u (67)
Sabemos tambh que

1 _>u Aw > e Ve Aw €, Aw 2 . .
’é\w . Eaart — ]617 . |:vuaueu +'U’Uau61; + (aavu> 6w:| frd ]617 . ’Uuaueu + ]617 . ’Uvaue'u + hiu (a’l) >

€, e, 1 [/ovY
= 2. uau/\u - Uav/\w — \ 5 )> 68
By U0 T, e+m<%) )
y de la misma manera, se tiene
107 €, ov €, €, 1 [/ov
Au . Y= waw/\w an/\v Au = . waw/\w - vaw/\v — | 53—
€ hw 8t hw |:v vt vt < 871) ) ¢ :| hw v Cw ¥ hw v €t hw ( 8w >
é\u w ~ é\u v —~ 1 8’[}“
_E-v 8wew+hfv-v &,ew—i—hw(aw) (69)
Por otro lado,
é\w'iaru:eiw'a(hueu):é\w'aeu y /e\u'iaru :ia(h c ):/e\uaL (70)
w Ot hy ot ot he, Ot hy ot ot
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También consideremos

W =0. (71)
Sumando las Ecs. (68) y (69) y utilizando las Ecs. (70) y (71), se concluye que
€ Lo ey 4o~ 1 ov®”
T O G T O T e

Utilizando estagiltimas identidades, Ecs. (66), (67) y (72), y despde uralgebra tediosa pero directa, la identidad represen-
tada en la Ec. (65) se transforma en

. _ﬁvw(awgw) : gu - Uv(awé\u) : 5u _i“awvu
N o = By Cw) € B Cv) " G ha
/(B V)V -dS :/ —%v“(@weu)fv —%v?v(awew)-ev —7=0,0" | hyhydudv. (73)
S(t) II —%v“(@w’e\u) . @w %v”(@wé\v) . é\w %aw’l)w
Calculemos ahora el primegrimino de la derecha de la Ec. (64), o sea,
— — é\w 0 N ¥ ~ ~ v ~ ~ 1
2 B-dS |— — =2 | BY |—0u(€y) ey + —0u(e,) - e + — 0" | hyhydudv. 74
” [hw awv] /H [hw (€y) - € +hw (€y)-e +hw v udv (74)

Finalmente, calculemos el segunéonino de la derecha de la Ec. (64), es decir,

B (0yew) u A8 (0wey) - Cu  +E-Ouv"
- 1 — h“ix B h
_/B. [ha’“’} huhvdudv:—/ LB ge)) a8 B0, @) 8 + 0wt | huhududo.  (75)
w BI‘:vua( )/e\w Bva( )/e\w + 81}

By

Comparando las Ecs. (73), (74) y (75) con la Ec. (64), podemos constatar que la Ec. (ﬁlajaey por lo tanto el resultado
requerido es encontrado. Es decir, la Ec. (23)a&la y aprovechamos para repetirla.

%:/ a—B+V><(B><?)+(V~§)7 .dS. (76)
Con estaécnica desarrollada, a pesar de ser larga y tediosa, se han podido obtener las dos derivadas de las dos integ

ot
Ecs. (10) y (23). En efecto, lo largo de estétodo puede utilizarse como primeradapara acercarse al conocimiento de las
formas diferenciales y derivadas de Lie.

4. Operador material

De la misma manera que se obtuvieron por étado anterior las Ecs. (10) y (23), panos calcular la derivada de una
circulacbn, es decir,

dt/A / 88‘? TXVXA+V(T-A)|-d7. (77)
Podemos entonces generallzar los resultados anteriores de la siguiente manera:
f V- (pv)dV [ 2eav|,
(1)
@ _ f [%—FVX(?X?)—F(V-ﬁ)?}-d?, . (78)
5(t)
& AT = fo |G- T X VX A+ V(T A)] a7
c(t)

De manera natural podemos definir los operadores materiales para cada tipo de integral, es decir,

Dy pdv

(79)
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donde 5. Conclusbn

ZFp=V- (p?) + s Podiia uno pensar que esiitima tEcnica es &o un ejerci-
cio mas de netodos aplicados a lésica. Sin embargo en los
= = — — Ultimos dlos han aparecido algunas aplicaciones directas que
sztB = 8*? +Vx (B xV)+ (V- B)v, (80) utilizan este tipo dpe derivadags de intzgrales. Podemos c(i]tar
ciertas aplicaciones realizadas a partir de las leyes de Faraday
y Ampére-Maxwell [8,10,11] donde se ha podido entender la
importancia de las ecuaciones de Maxwell expresadas en for-

Podiiamos aumentar al conjunto de ecuaciones expresadas Bl integral para el estudio de las transformaciones relativis-
la Ec. (80), la ya conocida derivada material para la derivadis de los campos. Por otro lado, tagrbse han encontrado
con respecto al tiempo de una fudivectorial o escalar, es aplicaciones para el estudio de los flujos radiativos[9,12].

DA _ 08 _ v xA+V(T-A).

decir, 5
D .
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