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Péndulo de longitud variable: experimentos
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Se estudia experimentalmente la evolucde un @ndulo al variar su longitud. Se muestra que el invariante de funciones ortogonales bajo
las condiciones apropiadas reproduce lostes abrupto y adidiico. Se presentan resultados experimentales tanto eniesites como en
casos intermedios que no han sido previamente reportédtsariculo esta dedicado a Don Juan de Oghad en recuerdo de sus clases
memorables de méaica en la UAM-Iztapalapa durante 1975.

Descriptores:Oscilador armnico; pagmetros dependientes del tiempo, invariantes exactos.

The evolution of a pendulum with variable length is experimentally reported. The orthogonal functions invariant is shown to reproduce,
under the appropriate conditions, the well known abrupt and adiabatic limits. Experimental results in these regimes are shown together with
intermediate cases not previously reported. This article is dedicated to Don Juan dab@yaranemorial of his extraordinary classical
mechanics lectures at UAM-Iztapaplapa during 1975.
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1. Introduccion reformula en&rminos de un oscilador admico (el gendulo)
con un paametro dependiente del tiempo (la longitud varia-

Lorentz y Einstein discutieron durante el congreso de SélvayP!®) ¥ 10s invariantes asociados al sistema (la elagngor

a finales de octubre de 1911 el problema dehqulo con €i€MPlo). En este caso, el panetro vara de manera abrupta
longitud variable [1]. Paul Ehrenfest, entonces un profesof®mo funcn del tiempo.

desempleado, lejos estaba de poder participar en dicho con- A partir del Gltimo tercio del siglo XX se revitaliz el
greso y sin embargo, ya hiabhecho contribuciones impor- interés sobre el oscilador agnico dependiente del tiempo,
tantes a algunos de los temas que ahi se abordaron. En p&sta vez debido a que se enconn invariante exacto [4]
ticular, halia planteado la invariancia de la tazde eneria ~ que es Wlido aunque la variagh del paametro dependiente
sobre frecuencia de un oscilador para variaciones lentas dégl tiempo ocurra despacio apidd” (en contraste, el inva-
campd'. El problema tefa gran importancia en ese momento riante adiahtico es un resultado aproximado aplicable para
debido al trabajo de Planck sobre la distriliucespectral de variaciones lentas). Las dos vertientes principales que se han
la radiacbn electromaggtica de un cuerpo negro. Es notable desarrollado a partir de la téarde los invariantes exactos son
reconocer que dicho problema se taateducido a considerar las aplicaciones a sistemasaeticos en una dimerisi [7,8]

la redistribucbn de ener@ en un ensemble de osciladoresy para obtener soluciones generales a ciertas ecuaciones no
armbnicos en equilibrio. De hecho, a veces da la imgresi lineales [9].

que la soludn de muchos problemas efsita consiste en Si bien hay un amero considerable de reporteérieos,
reducir el sistema en cuesti al del oscilador argnico. ad como simulaciones nu@nicas vinculadas a invariantes de

Tres siglos antes Salviati y Sagredo feabdiscutido ese sistemas de Ermakov, son escasas las publicaciones que abor-
mismo caso delé@ndulo enlas Consideraciones y demostra- dan el problema desde el punto de vista experimental. Asi-
ciones matedticas sobre dos nuevas ciencig. Salviati mismo, son escasos los intentos para establecer una interpre-
propone un experimento que uti”za u'ermju'o Colgado cer- taCbn ﬁSica de IOS diStiﬂtOS inVarianteS [10,11] Por otro |ad0,
cano a una pared. Mientras el sistema oscila, se introduce U importancia de los sistemas de Ermakov se hace patente al
clavo en la pared que se interpone en el camino que recorfPservar el amplio rango de escenarios, tanto eraniea
la cuerda cuando pasa por la vertical. La longitud @eidu-  COmMo en electromagnetismo o cosmatdonde esta formu-
lo cambia entoncesibitamente. Galileo, apaydose en las lacion es relevante [12].
nociones de momentoiepetu queel habha concebido, ex- En este trabajo se presentan los resultados experimenta-
plica que la altura ixima que alcanza ebpdulo es iéntica  les que se obtuvieron del estudio de wngulo de longitud
en todos los casos. En aqueipoca no exi$a el concep- variable. En la siguiente seéti se presenta una somera revi-
to de enerta que fue permeando en la comunidad dfexa  sion tebrica para describir al sistema en’ighite abrupto que
afnos despés, primero con la idea de en@agirética, poste- abord Galileo, en elimite adialatico y el caso ras general
riormente de eneig potencial y finalmente distintas formas del invariante exacto que debe sélido para ambos casos
de energa cuyo valor total siempre se conserva [3]. En elparticulares. Posteriormente, en la Sec. 3, se refiere el dispo-
lenguaje contempéaneo, el problema descrito por Galileo se sitivo experimental y los resultados obtenidos para las distin-
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tas maneras como se modifita longitud del gndulo. Enla la variacbn es lenta. Este casirite, denominado adiaii-
Ultima secabn se discuten los resultados tanto en lostes  co, requiere de una varid@ci muy lenta del pa@ametro de-

bien conocidos como en otras condiciones intermedias.  pendiente del tiempo y es en este sentido el caso opuesto al
descrito por Galileo. En el caso ad#izo existe un inva-
riante que es proporcional a la eriergel oscilador entre su

2. Invariantes frecuencia [15]:

Procedamos a discutir los tres casos antes mencionados. El £(t)

punto de partida es la ecuénique describe la trayectoria de Ldiatatico = —a (5)
un pendulo despreciando la masa del hilo en la aproxioraci (t)

paraxial: Esta rabn constante de endegsobre frecuencia fue de he-

. 2N cho la aseverabn hecha por Erhenfest respecto a los osci-
)+t =0, (1) ladores de Planck y que Einstein refoa discutir con Lo-

dondez () representa la posizi horizontal del centro de rentz el problema delgndulo de longitud variable. En este

masa del pndulo,Q? (t) = g/ (t) es el paametro depen- €aSo, la eneifig del osciladoE (t) evidentemente no se con-
diente del tiempo, () es la longitud variable y es la cons- ~ S€rva- Consideremos que el sistema evoluciona de un estadc

tante gravitatoria en la superficie terrestre. El desplazamienfgStacionario a un tiempo inicial a otro estado estacionario a
horizontalz (t) en €rminos de las variables de amplitu() otro tiempots. Si el cambio de la longitud representado por el
y fasey (t) es paametro dependiente del tiempl3 (¢) es suficientemente

lento desde una frecuendia = w; hasta, = ws, utilizan-
z (t) = a(t)cosy(t), (2)  doelinvariante adidtico (5) se obtiene quéiw; = A3ws.
Puesto que la frecuencia es= +/g/1 , la razdn de las am-
donde la reladin entre fase Yy frecuencia astlefinida por p|itudes es entonces proporciona| a lereuarta de la ram

()= [w(t)dt. de longitudes
En el caso estacionario el @anetrof2 es independiente
del tiempo, la eneiig del oscilador puede entonces escribirse As Jle
en &rminos de una amplitud y frecuenciav también inde- {A1 }adiab,mco - I ©)

pendientes del tiempo como [13, 14]
Recordando que el arco descrito por @hgdulo edo y la
E = lmA%)Q = EmAﬂ, ©)) amplitud se aproxima al arco padagulos peques, enton-
2 2 ! cesA = l¢. El invariante adiafitico puede entonces reescri-
donde la frecuencia del osciladoren el caso estacionario es birse COmMoladiamico = A21/g/1 = 1?¢*/g/l. El cuadrado
igual al padmetro independiente del tiempo= Q = \/g/l.  de este invariante es

2.1. Galileo Ldiatitico = 91° 6" (1)
En el caso estudiado por Galileo la constiéerse introduce Esta cantidad es precisamente la que evaluaroriBRlid

en el eje del pndulo sin realizar nirign trabajo sobre el siste- veros y Rubio [16] con un error relativo menor al uno por
ma; por lo tanto, la energ del @ndulo se conserva. Igualan- cientd”. Para evaluar elégimen adiaftico, Boldi et al,
do laenerga (3) en los dos estados estacionarios con distintasompararon la velocidad &wima del @ndulo con la velo-

longitudes obtenemos que la tazde amplitudes es cidad de variadn de la longitud. Dicha velocidad de cambio
de lalongitud la mantuvieron muy lentag x 10~* m/s) para
{A?} — \/E (4) asegurar la validez de la aproximaciadiatatica. En nuestro

A1 Gaiiteo h caso, se hizo una mediri cualitativa mucho menos preci-

La radn de amplitudes es entonces proporcional aila ra sa pero equivalente, al comparar el tiempo durante el cual se

cuadrada de la rén de longitudes. Puesto que la constieci V210 12 longitud respecto al pado de osciladin.
produce un cambio abrupto en la longitud dehgulo, dicho Hay otro aspecto en el trabajo precedente que nos per-
caso corresponde a una varéatimuy @pida del parametro mite visualizar la diferencia entre el invariante aditdo y

dependiente del tiempa? (t). el invariante exacto que se discute en esta comuidicagin
el limite adialatico, como lo asientan Bdldet al,, los in-
22 Adiabatico variantes€1'/2, 13¢*, £/v son equivalentes. Es notable que

aun cuando no se cumpla la con@itiadialatica existe un
El oscilador armnico recobra inusitado intes cuando dis- invariante exacto como se descréban la secéin siguiente.
tintos sistemas macroggicos son descritos edriminos de  En dicha condidn general, la frecuencia de oscilagiv no
osciladores microgipicos. Inicialmente Planck, y posterior- necesariamente es igual al garetro dependiente del tiem-
mente Ehrenfest, reconsideran el problema del oscilador cuyzo 2. Por lo tantow # \/?ﬂ y las tres formas invariantes
frecuencia depende del tiempo y considerarngité cuando adiakiticas antes mencionadas no son ya constantes.

Rev. Mex. 5. E53(1) (2007) 120-126



122 M. FERNANDEZ GUASTI
2.3. Exacto

Los dos resultados anteriores correspondémidéds opuestos
del paametro dependiente del tiempo, ladazle amplitudes
es proporcional a la facuadrada o la fa cuarta de la radm
de longitudes dependiendo de una vabaciapida o lenta
de Q2 ().

El invariante de funciones ortogonales es un invariante
exacto que es aplicable tanto para variacioagsdas o len-
tas del paametro dependiente del tiempo. Para un oscilador,
en erminos de amplitud y fase, éslado por [17]

Q=a’(t)¥(t). (8)

Este invariante se encuentra estrechamente relacionad
con el invariante de Ermakov-Lewis [4], pero presenta la ven-
taja de que coincide con el invariante adiaibo en el imite
apropiado. A dos tiempos arbitrarios la dazde amplitudes
esh dada por

alt) _ |wlt) )
a(t) w (t2)

Sin embargo,estas amplitudes y frecuencias pueden
ser dependientes del tiempo inclusive en regiones donde e
parametrof) es constanteSe ha mostrado recientemente que
es posible traducir dichas amplitudes a cantidades que sea
constantes cuando el @anetro no véa temporalmente [18].
La relacbn de amplitudes constantes en dhhite estaciona-
rio, es

Ay 1402 + 20 cos (26)
22 _ 1o
{Al} \/ =02 0y 10

funciones ortogonales

FIGURA 1. Fotografa del sistema degmdulo de longitud variable.

dondes? es una cantidad positiva menor que ung gs la
fase del oscilador cuando se lleva a cabo la vasiade la
longitud’?. En el caso de una varidgi lenta comparada con
el peiiodo del osciladotr = 0 y la razdn de amplitudes (10)
coincide entonces con el invariante aditbo (6). Notese que
en este caso el valor dees irrelevante. Por otro lado, en el
limite abruptor est dado por
(Q2 — )

o () (12)
Si la variacon se lleva a cabo cuando eEmdulo pa-
sa por la posi@n de equilibrio ¢=0), la fase del
oscilador en dicha posith es 6=7/2 y, puesto que
01 /Qy = (1—-0)/(1+0), laradn de amplitudes coinci-
de entonces con el invariante galileano (4). Se puede mostr.
que la rabn de amplitudes derivadas del invariante exacto’
puede adquirir valores que astacotados entre [18]

E}GURA 2. Detalle del orificio que fija la parte superior dé&muulo
la polea posterior que permite montar el contrapeso.

1< Az < &7 (12) 3. Dispositivo experimental
A1 T D
dependiendo de cuando se aplica un cambio abrupto a la loi arreglo experimental se muestra en la Fig. 1. Consiste en
gitud del @ndulo. Hasta donde sabemos, no se han enconmn pendulo simple que se vacien plomo dentro de un ma-
trado soluciones ariticas aproximadas para situaciones in-traz esérico con una masa aproximada de 1.4 kg. Esta pieza
termedias donde el pametro dependiente del tiempo es delse colg con una cuerda de hilo de pescar cuya masa es des-
mismo orden que el perdo caractéstico del sistema. preciable comparada con la masa de la bola éetlplo. Para
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sujetar la parte superior de la cuerda que sostienéralydo  holgada de la incertidumbre en la mediti El error en la

se utilizb una pieza de bronce a la que se baren orificio  amplitud inicial se estableien+3 mm, mientras que en la
de 0.4 mm (1/64 de pulgada) como se muestra en la Fig. amplitud final se ubia en+6 mm debido al error introducido
Una vez que la cuerda atraviesa dicho orificio se @nlata  por efectos de fricéin. La disminuddn de la amplitud para
pequédia polea y en la parte posterior otra masa similar a laina longitud fija debido a la fricoh fue del orden de 2.8 %
del pendulo que funciona como contrapeso para poder sub&n un minuto (una amplitud inicial de 21.8 cm dismiowW:6

y bajar el gndulo con un esfuerzoimmo. Todas estas pie- c¢m en un minuto). Las mediciones a distintas longitudes se
zas se montaron sobre una barra de fierro que permite varihicieron en poco menos de 1 minuto, de manera que el error
la longitud del @ndulo desde una altura de 20 hasta 140 cmen la mediddn de la amplitud es por lo menos del orden de
En la parte posterior delgmdulo se cola papel milinétri- 3 %. Estelltimo error sistem’atico se porubicar de mane-

co para medir su desplazamiento visualmente. La amplituca asingtrica, pues la fricéin siempre produce una amplitud
se evald por medio del desplazamientaamimo del gndu-  maxima menor que la que se obteladcuando la fricén es

lo [20]. estrictamente cero.

La amplitud se mid por medio de una serie de 16 foto- g |3 gafica de la Fig. 5 se muestran las amplitudes que
grafias secuenciales con un intervalo de 1/25 s entre eXPosiy ohtuvieron al reducir la longitud depdulo a la mitad.
ciones como se muestra en la Fig. 3. Se utilina @mara di-

gital con apertura nugrica de 3.2 y exposioh de 1/30 s para
registrar cada imagen. La amplitud se observa directamentg
del recuadro donde el desplazamiento éximd’* (hacia la
derecha). La serie corre en lineas horizontales de izquierda
a derecha y de arriba a abajo. Se observa que el desplaza
miento maximo se encuentra en la fotogaen la posién
7 o posiblemente 8. De la fetila posterior en una imagen
amplificada de dicha foto se observa que la amplitud del cen
tro de masa delgndulo es de 21.8 cm. Este procedimiento
se repitd para cada median de la amplitud. Ntese que la
imagen de la bola delgndulo es ras ritida en la vecindad
del desplazamiento aximo, puesto que en esa ragisu ve-
locidad es cercana a cero. La positespeffica del recuadro
no es relevante y depende déindo se acciamel obturador
manual aunque &s importante que no se ubique en un extre-
mo (en la posidin 16 16), pues entonces no es claro que se
est encontrando el aximo desplazamiento. Lamara foto-
grafica se morét en posiciones adecuadas para cada longitudfiGURA 3. Secuencia de 16 fotogiias utilizadas para obtener la
y amplitud de manera que quedara perpendicula@atp- amplitud de la osciladn. La amplitud es igual al desplazamiento
lo para evitar errores de paralaje. Esto implgue mientras méaximo que se observa en el recuadro 7 (o posiblemente 8).

se mova el gendulo a una nueva longitud se reposicionara la
camara en un tri@@ para tomar la segunda serie fotafgga

en una posid@n perpendicular. Por este motivo se limlia

idea original de medir la amplitud a diversas longitudes por 22
mediciones a dos longitudes solamente.

La amplitud inicial se midd a una longitud de 130 cm,
donde el papndo del @ndulo fue de 2.29 s. Posteriormente
se subd el pendulo hasta reducir su longitud a la mitad, es
decir 65 cm {=1.62 s), donde se miglisu amplitud nueva-
mente. El cambio de longitud se redlimlando a mano el
contrapeso delgndulo. En la gafica de la Fig. 4 se mues- 16
tra un ejemplo del experimento con una amplitud inicial de
A; = 21.8 cm y una amplitud finals = 16.7 cm. Adicio-
nalmente, se superponen las curvas correspondientes a la d: %0 100 120 140
pendencia adidiica (rdz cuadrada) y la abrupta {zecuarta) longitud (cm)
cuando el cambio sucede al pasar@hgulo por la posiéin

de equilibrio. Eniinea punteada se muestra el caso abrupt@,gra 4. Resultado de un experimentipito donde la longitud

si éste se llevara a cabo cuando el desplazamiento respectgniial del pendulo se reduce a la mitad. Los puntos experimenta-
la posicdn de equilibrio es mximo. Las barras de error en les “A,” y “exp” se muestran con logrhites téricos de los casos

la longitud se establecieron €l cm, que es una estiméci  adiatftico y abrupto.

(abrupto: X max) A,=218

[\]
(=}

adiabatico

+ exp

Galileo (abrupto: x i, )

—_
oo

amplitud (cm)
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0.84 adiabatico proceso se puede considerar adiado si la variadn suce-
082 ® cxp5 de en un lapso mayor a un fpedo Ejel sistemg [19]. Debemos
) ® exp6 recordar que en el experimento éralulo se jala a mano para
0.8 cambiar su longitud; es ddil asegurar que este movimiento
g 0.78 sea suave durante todo el trayecto. Sin embargo, estos puntos
g« experimentales sugieren que no hubo brincos apreciables en
0.76 los casos 5y 6. De la Ec. (5), la tazde enertas en elimite
074 adialatico esh dada por
&_% 13
&
07 0.46 0.48 05 0.52 0.54 El resto de los experimentos (expl, exp3, exp2 y exp4)
longitud corresponde a condiciones intermedias entre los idutek

FIGURA 5. Razn de amplitudes versus faz de longitudes (adi-  anteriores. En estos casos la efergicial y final del oscila-
mensionales) para siete experimentos donde la disndinuie la ~ dor cambia pero no ob?dece la retacadialatica. Se_pueqle
longitud a la mitad se lléva cabo de manera distinta como fusrci ~ €valuar la ra@n de ener@s para dos estados estacionarios a

del tiempo. partir de la ragn de amplitudes (10) al elevar esta expgasi
al cuadrado y multiplicar pan3 /3
Este cambio en la longitud se hizo tanto de manera lenta, en & A202 1+ o2 + 20 cos (20) Qs

alrededor de 10 s, como de mandrpida en menos de un par Ry 2 o (14)

de segundos. Para poder comparar los resultados de distintas 1 1751 g 1

amplitudes iniciales se utilizaron cantidades adimensionale®\o s evidente @l es el valor der para casos intermedios
tanto para la amplitud como la longitud. Cada uno de los sieentre el imite abrupto (11) y el adidgtico ( = 0). Sin em-

te puntos experimentales exhibidos implica dos series de 18argo, es razonable esperar que tenga un valor intermedio en-
fotografias como la mostrada anteriormente, una serie para le¢ estosilmites sobre todo si se recuerda que en el problema
amplitud inicial y otra para la final a la mitad de longitud. Las electromagatico formalmente iéintico, pero en dominio es-
barras de error en la amplitud (no mostradas endfiggpara  Pacial,o representa el coeficiente de reflectividad [19]. En
facilitar su Visua”za(ﬁn) son de 3% como se mencﬁ)pre_ el limite abrupto, la raam de ener'gi final entre inicial cuan-

viamente y corresponden a 0.03 en unidades de la ordenaé@ €l cambio del pametro dependiente del tiempo sucede
en la gafica 5. al encontrarse elgndulo en la posiéin de minimo desplaza-

mientozmin €S
: , : & 1-0)*Q
4. Discusbny conclusiones g—j = %ﬁj =1 parazmin =0, (0 =7/2), (15)
Como hemos mencionado, el caso galileano abrupto consiglientras que si sucede cuando el desplazamient@gsno
te en i_n§ertar un <_:I_av_o en Iipba vertical que coincide con & (1+ 0)2 Q02
la posicbn de equilibrio del pndulo en reposo. Enelexpe- =~ = 7 2 — 2 Pararmax (0=0). (16)
rimento actual, este caso corresponde a ja@pidamente la ! ! ! )
cuerda del pndulo (es decir cambiar su longitud) cuando la Los valores de las variables relevantes en los diferentes

masa et pasando por la vertical. Obviamente, en este excaSOS S€ presentan en la Tabla I.
perimento dicho cambio no es tan abrupto como en el caso ES interesante notar que no hay resultados en nuestros ex-

galileano, pues la masa detqiulo se jala a la mitad de su perimentos que se ubiqL_Jen entreiglite adiatatico y e,l caso
longitud cuando mucho en medio segundo. Sin embargo, @PTUPLO CONLmax; €s decir, no hay eventos con unadazie
experimento 7 sugiere que el resultado de este procedimieAMPlitudes entre/1/2 = 0.84'y 1.0 como se puede ver de
to corresponde dentro de losangenes de error al caso gali- las géficas mostradas en las Figs. 4 y 5. Una posible expli-

leano. La ragn de enerigs en este caso es 1, puesto que [£3C0N de este hecho se sugiere a contini&cla derivacdn
enerda del @endulo se conserva.
Los experimentos 5 y 6 se encuentran dentro ieité

e i . PR TABLA |I.
adialkatico al considerar el rango de error en la mettiaie
la amplitud (3 /(3). Este caso implica a un cambio suave de abruptozmay adiattico abruptarmin
la longitud del @ndulo con respecto al tiempo caratsss .
co del sistema. En nuestros experimentos una varidenta & =4 2=,/ 1
P . . 1
corresponde a una reduonide la longitud enun lapsode 10 o) . o ;
Az 1 2 _ afly & _ [l
segundos, que es alrededor de tres veces mayor comparadoA: Q2 1 Q2 Iy
con el petodo inicial del @ndulo. Simulaciones nugnicas o Q-2 0 Q-0
.. . . L L Qo+ Qo+
de la ecuadin diferencial (1) para distintas variaciones del
parametro dependiente del tiemf3 (¢) han mostrado que el 0 0 - /2
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manera que cuando eépdulo contiia su movimiento ad-
quirira una amplitud rxima mayor a esta posisi inicial en
la longitud reducida. Sin embargo, para que esta expboaci
sea completa y acorde con las observacionesa secesa-
rio demostrar que la velocidad que se le imprimeé&igulo
en la direcddn z aumenta la radm de amplitudes a valores
mayores que/1/2.

Esperamos que los experimentos iapresentados sean
Utiles para familiarizarse con la dimica de los sistemasan
simples con un pametro dependiente del tiempo, en este
caso, la longitud variable de urépdulo. El invariante exac-
to es una cantidad fundamental para entender fndiica en
los casos intermedios entre ldmites abruptos y adidhico
adend@s de incluir estas situacionémilte. El estudio de los
invariantes exactos desde el punto de vishaite, con simu-

a) b) laciones nuraricas y experimentos de a “de veras” presen-
tan cada uno facetas diferentes del problemay diversos retos.
Estas distintas aproximaciones se enriguecen mutuamente y
conjuntamente permiten acercarse a una compmnercsbal

FIGURA 6. Disminucibn de la longitud del @ndulo cuando el des-
plazamiento es &ximo. a) En el caso hipetico, donde al cam-
biar la cuerdaPC'; por la cuerdaPC; la amplitud se mantentér
constante. ¢@mo se poda implementar este dispositivo? b) En el del feromeno.
experimento realizado jalando la cuerda dehgulo, la amplitud
decrece linealmente cdn
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trado en la Fig. 6a, requeidr que cuando ungmdulo sujeto  peso y la implementadn de los experimentos subsecuentes.
en G se encontrara en la positi zmax, S€ colgara@ita-  Mencidon especial merece el Dr. Francisco Renero por diver-
mente de otro clavo sobre eje @le manera que la longitud Sos consejos para llevar a cabo los registros faftmps y
del pandulo cambiara abruptamente mientras que la amplitutesolver distintos problemas que presentaron los experimen-
se mantuviera constante. La implemeriaaile un dispositi- tos. Finalmente mi reconocimiento a 8dsiis del Ro, Maria
vo experimental sencillo que permitiera la realibacile este  Esther Ortiz y Luis L. ©@rdova Arellano que de manera de-
caso no nos es evidente; son bienvenidas las propuestas g#lteresada colaboraron para que me fuera posible incluir un
lector. bello poema en esperanto de Dn. Juan de Oyarzabal y su tra-

Por otro lado, consideremos si la éazde amplitudes duccbdn en espaol.
puede ser menor al caso abrupto galileano que en nuestro
experimento corresponde a unagazle amplitudes menor :
que,/1/2 = 0.707. De acuerdo al formalismo del invarian- babele bula pro babilo.
te exacto que presentamos en &sBa es la cota inferior. Sin Fabelas brile sen barilo
embargo, recordemos que dicha deriGadmplica que la po- sed Esperante ne parolas.
sicifnn debe ser co_ntinua como fuﬁnid(_al tiempo aunque el Beveli vortojn &i bonvolas
patametro dependiente del tiempo varie abruptamente. En el
dispositivo que adudescribimosste no es el caso, pues sila
longitud del gndulo se reduce cuando el desplazamiento es
méaximo, la amplitud del mismo se reduce de manera lineal

Cabela bela brule bolas

per bubebeba brava brilo.
Cabela bela brule bolas
babele bula pro babilo.

con la longitud como se puede ver en la Fig. 6b. Entonces Baladbalete lingvpilolas
Az /A1 = l3/l1, de manera que la cota inferior al reducir la kun balaile brila stilo
longitud a la mitad es dé/2 = 0.5. Sin embargo, tampoco kaj belajn vortojn sen ligilo

se observan resultados experimentales coanrale ampli-
tudes entre 0.707 y 0.5. Es posible que esto se deba a que R
si la reducddn en la longitud se lleva a cabo cuando el des- Cabela bela brule bolas;j
plazamiento es aximo (v, = 0), la velocidad de la masa Juan de Oya@bal 15-12-1958
cuando se reduce la longitud a la mitad es finiia # 0, de

Si bilardbule karambolas.
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La bella Chabela hierve ardientemente
charlando abultadamente por charlar.
Fabula brillantemente sin barrera
pero en Esperanto no conversa.

Biselar palabras ella desea

a trawes de un infantil valiente destello.
La bella Chabela hierve ardientemente
charlando abultadamente por charlar.

En danza-ballet el idioma engulle
barriendo con brillante estilo

y bellas palabras sin atadura

Como las bolas del billar ella carambola.

iLa bella Chabela hierve ardientemefite!

Ernest Solvay féa un industrial Belga que desarrollo un proceso 1.
para hacer carbonato de sodio en 1861. Actualmente Solvay es
una corporadn con alrededor de 30 mil empleados. (Este es
un caso ejemplar para los témmatas que, sin un alisis del
contexto y con escasos conocimientos dfertts, orientan los
presupuestos de ciencia y tecndbbgn el mundo actual.)
Einstein conota un artculo donde Ehrenfest expuso la deduc- 3.
cion de esta aseveréci. Sin embargo, no hay evidencia de 4.
que lo haya mencionado en el congreso cuando dseste
tema [1].

Como ha sucedido frecuentemente, se ha reconocido que dich®.
invariante hata sido formulado previamente por Ermakov [5]
desde finales del siglo XIX y por otros investigadores tiempo
despeés [6].

Como se ver mas adelante, el error en nuestras mediciones es
por lo menos tres veces mayor a pesar de que se realizaron cop.
el mayor cuidado. Sirva este comentario como reconocimientq
a la destreza experimental del trabajo antes mencionado.

Utilizamos letras en miiisculas para amplitudes que pueden 11.
ser dependientes del tiempo en el caso estacionario y para aque-
llas gue son constantes en dicho caso.

La fase esh 0 cuando el desplazamiento esaximo y

0 = /2 para desplazamiento cero como se puede ver de la2.
Ec. (2) paray(t) = 6 . No debe confundirse esta fase con el

8.

angulo¢ que subtiende el hilo delgmdulo con la vertical. 13.
Este procedimiento implica que se &stidiendo la amplitud
como una cantidad que es constante cuando @npatro no 14
varia temporalmente (cantidades en iiisgulas de acuerdo a

la notacon de la sec@n anterior). 15.

Este poema de Don Juan me lo proporéido£ Luis del Ro
gue amablemente tras una serie de pesquisas lo obtuvo del mflé
ravilloso archivo de Mda Esther Ortiz.

La traducobn del esperanto al espal la realiD el Lic. Luis
L. Cordova Arellano, profesor de esperanto en la Facultad dé7-
Derecho - UNAM.

En la referencia la variable de la ecuatidiferencial es es- 18.
pacial, de manera que se reporta @miinos de longitudes de

. . 19.
onda y de la amplitud de la onda reflejada. La estructura de la
ecuacbn es la misma, en este caso temporal, donde la ausencia
de onda reflejada corresponde al caso &tiab. 20.
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