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En este trabajo se presentan soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOS) mediante el uso de dos paticesed/sipie

y Mathematica. Los comandosisicos de solubn de ambos paquetes son explicados mediante una serie de ejemplos representativos
un curso tradicional. Entre los ejemplos seleccionados se incluyen ecuaciones diferenciales que se resuebtedasooamo: variables
separables, ecuaciones lineales, coeficientes indeterminados,oradagaametros, etc; ag€omo aquellas que se resuelven usando series
de potencias y transformada de Laplace. Estos paquetes permite@ndmbBbluddn de sistemas lineales,iaomo la visualizadin del
campo de direcciones. El objetivo de este trabajo es brindar al lector mg®@uatica que le permita iniciar el estudios de las ecuacio-
nes diferenciales mediante el uso de Maple y Mathematica y de esta manera beneficiarse del uso de estas herramientas computaci
ad como mostrar como el uso debmputo simiblico, al ahorrar el esfuerzo debmputo algebraico complejo, permite enfocar la at@mci

en ideas y conceptos importantes comdlisis cualitativo de las soluciones, comportamiento asicd y relaciones del modeldsico con

la contraparte mateatica de la ecua6n que lo describe.

Descriptores: Enséianza; herramientas computacionales; ecuaciones diferenciales ordinarias.

In this work we present solutions of ordinary differential equations by using Maple and Mathematica. The basic commands in both packe
are presented throught a series of examples that show some of the advantages of using computer algebra and graphical representatiol
process of teaching and learning odes.
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1. Introduccion ra resolver EDOS, asnismo se presentan cuestionamientos
y comentarios dirigidos a iniciar la refléx de los estudiante

En los Gltimos &os se ha venido manifestando un i8&r sopre algunos temas importantes y finalmente la Sec. 4 pre-
por incorporar herramientas computacionales (calculadoraganta |as conclusiones de este trabajo.

graficas o paquetes de#gebra computacional [2, 5, 14, 23])
a las labores de docencia e investigaciAd han apareci-
do algunas obras que estudian flsida, elalgebra lineal, el 2. Comandos lasicos para resolver ecuaciones
calculo y las ecuaciones diferenciales con el apoyo de los pa- ~ diferenciales en Maple y Mathematica
guetes Matlab, Maple y Mathematica [1, 27]aMain, en lo
particular, se han venido realizando algunos estudios para €sn esta secon mostraremos el uso de algunos comandos
timar los beneficios y desventajas del uso de los paquetes #8sicos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias en
algebra computacional en los procesos defeasea y apren- Maple y Mathematica [9, 10].
dizaje de las ecuaciones diferenciales [3,17, 21].
En este trabajo se presenta el uso de Maple y Mathem&-1. El comandodsolveen Maple y Mathematica
tica para la soluéin de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Estos paquetes son una herramientadida valiosa, ya que El comando principal para la sol@ri de odes edsolve vea-
adenas de proveer de visualizaciones gmputo simblico ~ MOs assus diferentes sintaxis en Maple y Mathematica:
cuentan con funciones esfifitas para la solubh de ecua- Sintaxis en Maple
ciones diferenciales ordinarias. El objetivo de este trabajo edsolve(EDO)
brindar al lector una introdua@n practica a los comandos dsolve(EDO, y(x), opciones)
basicos en Maple y Mathematica para el estudio de ecuaciéisolve(EDO, Cls, y(x), opciones)
nes diferenciales ordinarias y mostrar, mediante una serie d&@metros:
ejemplos, algunas de las ventajas de la aplirade estos EDO - ecuadn diferencial ordinaria , o lista de edos.
paquetes a la enSanza de las ecuaciones diferenciales ordi¥(X) - funcion inddgnita de una variable o lista de funciones
narias, ascomo las conexionessicas de algunos modelos y representando las iagnitas del problema.
la contraparte mate@tica de sus ecuaciones [9, 10]. Cls - condiciones iniciales de la forma y(a)=b, D(y)(c)=d, ...,
El trabajo esi organizado de la siguiente manera: en ladonde a, b, ¢, d son constantes.
Sec. 2 se presenta la sintaxis de los comandsicbs para Opciones - (opcional) dependen del tipo de ecvagi del
resolver EDOS en Maple y Mathematica; la Sec. 3 muestr&étodo usado.
mediante una serie de ejemplos el uso de estos comandos pa-
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FIGURA 2. Ventana de ayuda Mathematica.
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30 — Sintaxis en Mathematica
— DSolve[eqn,y[x],X] resuelve una ecuani diferencial para
_ y[x].

25— DSolve[{egnq, eqna, ...,eqnn}, {y1,y2, - .., yn },X] resuel-

] ve una lista de ecuaciones diferenciales.
Para denotar las primeras derivadag @®en respecto a es-

20 — cribimos
P ] y/ [”LL y// [1’],
. en Mathematica el comand?DSolve nos muestra su sin-
15 taxis; para obtener una explicani mas detallada hacemos
] click con el rabn en el embolo>> que aparece al final de la
— explicacon, lo cual lanza la ventana de ayuda con informa-
10 ] cion y ejemplos del uso de DSolve [19]. La Fig. 2 muestra la
] pantalla de ayuda de Mathematica.
5] Los ejemplos de la siguiente se@cisean de utilidad pa-
TT T T T T T TT T T TTTT] ra clarificar la sintaxis de dsolve.
0 50 100 150 200 . )
¢ 3. Ejemplos de soluddn de EDOS

Los siguientes ejemplos muestran el uso del comatsad-

FIGURA 3. Ecuacon logstica con Maple. vead como de algunos comandasiles para la soluén de

EDOS.
P[t] 1. La ecuacddn logstica.
2E0 El siguiente problema de valor inicial (pvi) es usado
como un modelo de crecimiento de pob&at[8]
200
p'=ap—bp?, p(0) = po @)
150 - .
dondea y b son los coeficientes vitales de la pobla-
100 cion y pg es la pobladn inicial; este pvi puede resol-
verse anaticamente mediante el@odo devariables
50 separablesVamos a iniciar resolviendo este problema
usando Maple, para ello definimos la ecéaailiferen-
50 100 150 200 © cial:

eqnl :=dif f(p(t),t) = a - p(t) — b p(t) - p(t);

y la resolvemos usando

FIGURA 4. Ecuacbn logstica con Mathematica.

Para definir derivadas usamos
soll := dsolve({eqnl,p(0) = po}, p(t));
dif f(y(x),z), diff(y(x),$22),

la solucbn a$ obtenida depende de tres paretrosg,

by po.
dondex es la variable independiente)\yes la variable depen- Y Po ] .
diente. Supongamos gque deseamos graficar la sbfupara

coeficientes vitales fijos y diferentes condiciones ini-
ciales. Convertimos el lado derecho«d#1 en una ex-
presbn det y pg usando el comandanapply

En Maple el comand@dsolveabre una ventana de ayu-
da que muestra la sintaxis dsolve una serie de ejemplos,
detalles de los &todos de solubn a$ como de los paquetes
con que cuenta Maple para resolver ecuaciones diferencia-
les [18]. Esta ventana de ayuda se muestra en la Fig. 1.

| ahora podemos usar el comaralot para graficar:

yl = unapply(?“hS(SOll)> t7p0);

b :=0.0001; a := 0.03lot({y1(t,po), $po = 5..7},t = 0..200, labels = [t, P]);

como resultado del comando anterior obtenemos la Fig. 3; note que hemos elegido valores fijgshpargentras que,
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toma los valores 5, 6 7 y los valores paraestan definidos entre 0 y 200.
Veamos ahora@mo se resuelve este mismo pvi usando Mathematica, definimos ladsoliszindo
soll := DSolve[{p[t] == a p[t] - b
p[t"2, p[0] == p0}, pft], 1]
en este caseoll es una lista cuy@nico elemento es una lista, vamo$ agccesar su segundarminosol1[[1]][[1, 2]] para
obtener la expreéh de la solud@n y procederemos a formar una lista con el comaratse evaluandg, en 5,6y 7.
lista = Table[sol1[[1]][[1, 2]], {pO, 5, 7}];
procedemos ahora a graficar usando
a = 0.03; b = 0.0001;Plot[{lista[[1]], lista[[2]], lista[[3]]}, {t.
0, 200}, AxesLabel -> {t, P[t]}]
la grafica asobtenida se muestra en la Fig. 4.

Modificando los valores de los fanetros podamos utilizar los gaficos de las soluciones para mostrar relaciones entre
la parte fsica del modelo y su contraparte maggiva que es la ecumn diferencial, por ejemplo si nos planteamos cuestio-
namientos tales com@:Como se comportan las soluciones obtenidas cuande co?, ¢ se cortain en algin punto? ¢ Cal
serd el comportamiento de las soluciones & &, sib < a?¢,clal es el significadoisico de las condiciones anteriores?

2. Consideremos la ecudci
y=2zy +in(y'),
la cual es un ejemplo de una ecuatio lineal del tipaecuacon de Lagrangé [16]). Para resolver con Maple usamos
eqn:=y(x) =2 -z -dif f(y(z),z) + In(dif f(y(z),z)) : dsolve(eqn, y(z));
y obtenemos:

—3+3V1+42.C1
y(x)——1+\/1+4x01+ln( PR A ),
x

(—5 NGl +4xCl>
- .

yl)=-1—-+vV1+42c Cl+In

Para resolver con Mathematica usamos
DSolve[y[x] == 2 x y'[x] + Log[ y'[X]]
» YIXI, X

sin embargo en este caso Mathematica no puede proveernos con unansdllifi

La solucbn obtenida con Maple depende delgraetro.C'1. Podemos graficar las curvas sobutpara diferentes valores
de esta constante y plantear cuestionamientos &y curvas que corten al eje X?, ¢ Y al ejeBidcando dsnotivar
los dominios de existencia de las soluciones.

3. Consideremos el siguiente pvi
y" +16y =8sin(4t)  y(0)=1, ¢'(0)=0, )

el cual es un ejemplo de ecuanilineal no homognea de segundo orden con coeficientes constantes, que puede resol-
verse usando el @tlodo decoeficientes indeterminad{9]. Para resolver en Maple usamos

eqnd = dif f(y(t),t,t) + 16 - y(t) = 8 - sin(4 - t)

para definir la ecuadh diferencial y
ics := y(0) = 1, D(y)(0) = 0;

para las condiciones iniciales. Para resolver usamos
sol3 := dsolve({eqn3,ics}, y(t));
Para definir una funéin a partir de la soludbn usamos el comandmapply y procedemaos a graficar
y3 := unapply(rhs(sold),t) : plot(y3(¢),t = 0..10,labels = [t,y]);

La Fig. 5 muestra la solugh de esta ecuamn diferencial.
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FIGURA 5. Grafica dey(t) =
ple.

(1 —t)cos(4t) +  sin(4t) con Ma-

Para resolver este problema en Mathematica usamos
sol3 = DSolve[{y"[t] + 16y[t] ==
0} yltl, 1]

y para graficar la soluén
Plot[sol3[[1]][[1, 2]], {t, O, 10},AxesLabel -> {t, y[t]}]
La Fig. 6 muestra la solugn obtenida con Mathematica.

FIGURA 6. Gréafica dey(t) =

8 Sin[4 t ], y[0] == 1, y[0] ==

AT

(1—t)cos(4t) + 1 sin(4t) con Mat-

Con este ejemplo podemos cuestionar el comportamiento de la@olugandd — co. Podemos tambn resolver el pvi
Yy’ + 16y = 8sin(wt),y(0) = 1,y'(0) = 0 paraw =3, 3.25, 3.5, 3.75, 4 y motivar el concepto de resonancia; donde podemos
hacerénfasis en la influencia del modelo maggino (paametrow) en el modeloisico (oscilaciones crecientes).

4. Consideremos la ecudxci diferencial

y"'(t) =y (1)

—y'(t) +y(t)

=g(t), (3)

la cual puede resolverse usando @tatlo devariacion de paametrog7]. Podemos notar que en este cascahino
no homogneo (fuente) se ha definido en forma general. Usando Maple tenemos

dsolve(eqnd, y(t));

obteniendo dda solucbn
=—[1@t+1)g

dif f(y(t),t) + y(t) = g(t);

(t)e~tdte! + [ Lelg(t)dte™ + [ te~tg(t)dte't + Cle! + C2e~! + C3e't

Podemos notar que Ioslt|mos tres érmlnos contienen tres constantes de integmgy corresponden a la solum
general de la ecuabn homo@nea asociada, mientras que los tres primefsninos corresponden a una solaoi
particular obtenida mediante la integral de una fubiciresolvente multiplicada por la fuente.

Para resolver este problema en Mathematica usamos

sol = DSolvely™[t] - y’[t] - y[t] + y[t] == dlt]
, Y[t tl; Simplify[sol[[1]][[1, 2]]].

Aqui hemos utilizado el comandgimplify para obtener una exprésisimplificada de la solugn la cual es muy similar

a la obtenida con Maple. Podemos dejar todoadtulo algebraico engorroso a los paquetes y resolver este problems
con diferentes condiciones iniciales y a partir de las expresiones de ladspalitenidas motivar la introdudei de la
funcion de Green para un pvi [26]. &8 ain, podian probarse diferentes fuentg@) y observar el efecto que tienen

sobre las soluciones.
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5. Consideremos lacuacdn de Cauchy-Euler
2ty () + 623y (z) + 922y () + 3xy/ () + y(z) = 0, 4)
la cual es un ejemplo de una ecuatiiferencial lineal con coeficientes variables. Usando Maple obtenemos
y(z) = _-Clsin(in(x)) + -C2cos(In(x)) + -C3sin(in(x))ln(x) + -C4 cos(In(x))In(x).
Mientras que usando Mathematica obtenemos

C[1] Cos|[Log[x]] + C[2] Cos[Log[x]] Log[x] + C[3] Sin[Log[x]] + C[4]
Log[x] Sin[Log[X]]

Aqui podemos notar la diferencia de sintaxis para denotar las constantes en Maple y Mathematica.
El método de soluéin de este tipo de ecuaciones se basa en proponer soluciones dektipg™ para obtener una
ecuacbn auxiliar enm [8]. Por ejemplo en Mathematica escribimos

yIx] = xX’'m; expresion = X"4D[y[x], {x, 4}] + 6 x"3 D[y[x], {x, 3}] +
9 X2 DIy[x], {x, 2})] + 3 x D[y[x], x] + y[x]; Simplify[expresion]

y obtenemos1-+m?)2z™. Nos hemos ahorrado aicel calculo algebraico engorroso y podemos enfocar nuestra atenci
en las relaciones entre la forma de las soluciones y lassale la ecuagn auxiliar (races complejas repetidas).

6. Consideremos el pvi
y' -4y 4y =30t -1 +4d(t-2) y0)=1 y'(0)=1 (5)

La parte no homagnea de la ecuamn involucra funciones impulsos (Deltas de Dirac) actuando como fuentes. Este tipo
de problemas se resuelve usatidmsformada de Laplacg[12]). Para resolver con Maple usamos

eqn6 == dif f(y(t),t,t) — 4 - dif f(y(t),t) + 4y(t) = 3 - Dirac(t — 1) + Dirac(t — 2);
be6 == y(0) = 1, D(y)(0) = 1 : dsolve({bc6, eqnb}, {y(t)});
para obtener la solu@n
y(t) = e?* — et + 3Heaviside(t — 1)(t — 1)e2' =2 4+ ¢*~* Heaviside(t — 2)(t — 2).

Tanto en la ecuaén como en la soludn aparecen funciones especiales (Dirac, Heaviside), las cuaesdesinidas
dentro de Maple. Para resolver con Mathematica usamos

DSolve[{y"[t] - 4 y'[t] + 4y[t] == 3 DiracDeltalt - 1] +
DiracDeltaJt - 2], y[0] == 1, y[0] == 1}, Vy[t], ]

para obtener la solu@n
et ((t — 2)UnitStep(t — 2) — (=1 (e — 3UnitStep(t — 1))) .

En este ejemplo podemos notar las diferencias en la sintaxis de las funciones Delta de Dirac y Heaviside en Maple y
Mathematica. Podemos cuestionar el comportamiento défecgde la soluéin cuanda — oc.

7. La ecuaddn
ma” (t) + ke”**z(t) = 0 (6)

se usa para modelar un sistema masa-resorte, donde la constante del resorte decae con el tiempo (resorte envejecido [29
Para resolver con Maple usamos

eqnb :=m - dif f(z(t),t,t) + k-e " 2(t) = 0 : dsolve(eqnb);

para obtener

2V ke~ 2t 2Vke 2ot
z(t) = .C1BesselJ <O, M) + _C2BesselY (O, \f€2>
ay/m ay/m
la solucbn incluye funciones de Bessel Jy Y las cualearsiefinidas dentro de Maple. Para resolver con Mathematica

usamos
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DSolve[m x"[t] + k Exp[-a t]x[t] == 0, x[t], ]

y obtenemos

2Ve—at\/k 2Ve—at\/k
BesselJ [O,W C[l] +2B€SS€ZY O)W 0[2]

Podemos notar que la solbai se obtiene eretminos de las funciones de Bessel; la sintaxis de las funciones de Besse
en Maple y Mathematica es muy similar y solo se diferencian por el uso 8atpais circulares o cuadrados.

Podemos considerar que m=1, k=1, resolver pare0.1, 0.2, 0.3,..1.0, graficar sus soluciones y cuestionarnos acerce
del comportamiento de las soluciones para los distintos valores @®n ello podemos mostrar la relani entre el
modelo materatico (ce~“¢ constante del resorte) y el comportamiento de sus soluciones.

. Consideremos el siguiente sistema lineal:

)
con condiciones iniciales[15]

Para resolver con Maple usamos
sys = dif f(x(t),t) =3 a(t) — 18- y(t),dif f(y(t),t) = 2 x(t) + 9 - y(1);

sol := dsolve({z(0) = 0,y(0) = 1, sys}, {y(t), z(¢)});
y obtenemos

{x(t) = 2sin(3V3EVE,  y(t) = (;sm(sﬁt)\/% + cos(3\/§t)> } ‘

Para obtener esta soloai en Mathematica empleamos:
DSolve[{x'[t] == 3 x[t] - 18y[t], yt] == 2 X[t] + 9 V]1],
x[0] == 0, y[0] == 1}, {x[t], y[t]}, t]

Podemos notar atas diferencias de sintaxis para resolver sistemas en un paquete u otro. Para mostrar las solucic
podemos usar Maple y escribir

f1 := unapply(rhs(sol[1]), t); f2 := unapply(rhs(sol[2]), t);
La Fig. 7 muestra la trayectoridt) = (z(t), y(t)) de la soluddn obtenida con el comando

plot([f2(t), f1(t), t = O .. 5],thickness = 2 labels=[x,y])

mientras que las gficas de las variaciones dey y con respecto ase muestran en la Fig. 8stas han sido obtenidas
con los comandos

plot([f1(t), f2(t)], t = 0 .. 5, linestyle = ([SOLID, DOT]),
thickness = 2, legend = ["x(t)","y(t)"])

En la Fig. 7 observamos que la curva sofucparte del punto (0,1) y girando en sentido contrario de las manecillas del
reloj se aleja de este punto, l@hinos oscilatoriosin(3+v/3t)v/3 y cos(3v/3t)\/3 de sus componentes hacen que la
curva soluaddn gire mientras que el factef’ hace que su distancia al origen crezca produciendo el alejamiento.

El sistema lineal (7) podl describir un feémeno fsico, como por ejemplo el movimiento de una f@ara, asen este
caso podemos observar la refatique existe entre la trayectoria de la particula (girando adigjse del origen) y la
contraparte matedatica de las expresiones aitighs de su soludn (sinusoidales multiplicadas por exponenciales).
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FIGURA 7. Trayectoria de la soluoh. FIGURA 8. Graficas de x(t) y y(t).
9. Consideremos la ecudci de Airy
y"(t) — ty(t) = 0, €)

la cual tiene en = 0 un punto ordinario y puede resolverse usandoé&tnio deseries de potencid®5]. Esta ecuaéin
modela un sistema masa-resorte, donde la constante del resorte crece de forma proporcional al tieEgie E2ojin
ejemplo de una ecudmi reducible a la ecuamn de Bessel, algunas de sus soluciones se llaman funciones de Airy y
sirven para modelar la difradm de la luz [6]. Para resolver en Maple usamos

eqn = dif f(y(t),t$2) — t - y(t) = 0 : dsolve(eqn, y(t));

y obtenemos
y(t) = ClAiryAi(t) + -C2AiryBi(t).

De manera similar en Mathematica usamos
DSolvely"[t] - t y[t] == 0, y[t], 1]

para obtener

{ylt] -> AiryAi[t] C[1] + AiryBi[t] C[2]}}.

Las soluciones obtenidas cdaolvecontienen las funciones de Airy Ai(x) y Bi(x); vamos ahora a obtener soluciones en
forma de serie de potencias. En Maple usamos

dsolve({eqn,y(0) = 1, D(y)(0) = 1}, y(x), type = series)

para obtener . .

y(t) =1+t + étg + 1—2154 + O(t5).
Podemos usar este ejemplo y preguntagi@@mo luce la soludn para 0 y parat >07? Para un tiempo fijo (positivo
0 negativo) podemos comparar sus soluciones con las soluciopéstdey = 0.

Cabe mencionar que hemos usado la @ptype=seriesy condiciones iniciales en= 0 para obtener una solusi en
serie de potencias alrededor de cero; para tener una serie alredeédorldesamos

dsolve({eqn,y(1) = 1, D(y)(1) = 1},y(t), type = series);
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FIGURA 9. Campo de direcciones dé¢ = e~ — 2z. FIGURA 10.Campo de direcciones dé¢ = ¢~ — 2.
y tenemos
yt)=1+t—1+ %(t— 12+ é(t— 1) + é(t— n*+ 2—14(15— 1%+ 0((t—1)%

Veamos ahora como se obtienen estas soluciones en Mathematica. Primero expandemo$iadifaraacial en series de
potencias:

odeseries = Series[y”[t] - t y[t], {t, 0, 4}]

incluimos las condiciones iniciales y resolvemos para los coeficientes:

coeffs = Solve[{odeseries == 0, y[0] == 1, y[0] == 1}]

Ahora con estos coeficientes escribimos la sélu@n series de potencias:

Series[y[t], {t, 0, 5}] /. First[coeffs].

y ad obtenemos la serie deseada. De maneatoga para crear la sold@ri en potencias centradastes 1 escribimos
odeseries = Series[y”[t] - t y[t], {t, 1, 4}];

coeffs = Solve[{odeseries == 0, y[1] == 1, y'[1] == 1}];

Series[y[t], {t, 1, 5}] /. First[coeffs].

Podemos notar que, a diferencia de Maple, en Mathematica necesitamosagsasmandos para obtener la safuncen
series de potencias.

10. Consideremos la ecu@ci
' =et— 2. 9)

En este ejemplo mostraremos un estudio cualitativo de la éolucediante el uso del campo de direcciones [30]. Para
mostrar el campo de direcciones de la ecbiciiferencial en Maple usamos

with(DEtools); dfieldplot(diff(x(t), t) = exp(-t)-2x(t), x(t), t =
2.3, x = -2.3);

Aqui utilizamos el paquetBEtoolsy en particular el comanddfieldplot el cual permite la visualizagn del campo de
direcciones. La Fig. 9 muestra el resultado de este comando.

Para Mathematica usamos
<< Graphics'PlotField’ PlotVectorField[{1, Exp[-t] - 2 x},
{t, -2, 3}, {x, -1, 2},

ScaledFuction -> (1 &), Axes -> True, Ticks -> None,
AspectRatio -> 1,AxesLabel -> {t, x[t]}].
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11.
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En este caso usamos el paguetaphics'PlotField’ y el comandd’lotVectorField. La Fig. 10 muestra el resultado de
este comando.

Con el apoyo de las gficas podemos estudiar el comportamiento asod de las soluciones mediante algunos cuestio-
namientos, tales com@.Cual es el comportamiento de las curvas soluctuanda — co? ¢ Depende este comporta-
miento de la condiéin inicial?

Consideremos el siguiente sistema no lineal:

¥=z(1-—z-y)
{ y =y(0.75 — 0.5z — y),
el cual modela un sistema depredador-presa [25]. Visualizaremos su campo de direcciones. En Maple usamos
dfieldplot([diff(x(t), t) = x()*(1-x(t)-y(1)),
diff(y(®), 1) =y®*(.75-.5"x(®)-y®), [x(®), y®l,
t=0. 1, x=0. 15y =0 . 1)
y obtenemos a€l campo mostrado en la Fig. 11.

Para visualizar en Mathematica usamos

<< Graphics'PlotField’ PlotVectorField[{x(1 - x - y), y(0.75 - 0.5x
- y)} {x, 0, 1.5}, {y, 0, 1.5}, ScaledFuction -> (# + 5# &), Axes
-> True, PlotPoints -> 18,AxesLabel -> {x, y}]

La Fig. 12 muestra el resultado de esta instrueci

Apoyados en las @ficas podemos hacer algunas observaciones: algunas flechas tienden a acumularse en el punto
(0.5,0.5), hay flechas que parten del origenadpse dé&l, flechas que se mueven sobre el eje y de arriba hacia abajo
chocan en (0, 0.75) con flechas que van de abajo hacia arriba mientras que las flechas que se mueven sobre el eje x d
izquierda a derecha chocan en (1,0) con las provenientes de derecha a izquierda. Podemos analizar de ftiaaera anal
este ejemplo, para ello procedemos a encontrar los puritm®side este sistema; con Maple usamos

sys = X*(1-x-y), y*(.75-.5*x-y): pts := solve({sys}, {x, ¥}
para obtener

{y =0, x =0} {x =0, y = 0.7500000000}, {y = 0., x = 1}, {x =
0.5000000000, y = 0.5000000000}.

Esta misma solubn se puede obtener en Mathematica con:

pts = Solve[{x*(1 - x - y) == 0, y*(0.75 - 0.5*x - y) == 0}, {X, v}
{x >0,y >0} {x->0,y -> 075}, {x -> 05, y -> 0.5}
{x->1, vy -> 0}}

Si deseamos clasificar estos puntdsicms debemos calcular la matriz jacobiana del sistema, evaluarla en estos puntos
y calcular sus valores propios [24]. En Maple usamos

with(linalg): derivada := [[diff(sys[1], x), diff(sys[1], y)I,
[diff(sys[2], x), diff(sys[2], V)]

para escribir la matriz jacobiana y obtenemos los valores propios usando

eigenvals(subs(pts[1], derivada))
0.7500000000, 1.
eigenvals(subs(pts[2], derivada))
-0.7500000000, 0.2500000000
eigenvals(subs(pts[3], derivada))
-1., 0.2500000000
eigenvals(subs(pts[4], derivada))
-0.1464466094, -0.8535533906
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Hemos utilizado el comandeigenvalspara hallar los valores propios, este comando pertenece al pdimadge el
comandasubsnos ha permitido substituir los valoresgisen la matrizderivada

Estos mismo &lculos pueden realizarse en Mathematica de la siguiente manera:

sysl = x*(1 - x - y); sys2 = y*(0.75 - 0.5*x - y);

A = {{D[sysl, x], D[sysl, y]}, {D[sys2, x], D[sys2, yl}};

Eigenvalues[A /. pts[[1]]] {1., 0.75} Eigenvalues[A /. pts[[2]]] {-0.75, 0.25}

Eigenvalues[A /. pts[[3]]]{-0.853553, -0.146447}

Eigenvalues[A /. pts[[4]]] {-1.,0.25}

De los resultados obtenidos podemos concluir fu®) es un nodo inestablép,0.75 y (1,0) son puntos silla y
(0.5,0.5 un nodo asirtiticamente estable. Agel computo similico ha hecho posible reducir loélculos algebraicos
y hemos podido corroborar las observaciones hechas a partir dafigagicon los&lculos anaticos, nmas din podemos
usar este ejemplo para cuestionar la rélade estos puntositicos con el modeloi§ico depredador-presa.

12. Consideremos el pvi
y' =sin(y?), y(0)=1,
si intentamos resolver este problema con Maple obtenemos

Z 1
1

1
y() = RootOf @ + / e / )
b

mientras que con Mathematica no obtenemos sofuaiguna. Sin embargo esta ec@acno lineal puedeesolverse

nurrericamente En Maple podemos agregar la opecitype=numeric a dsolve y obtener una soléci de la siguiente
manera:

with(plots): sol := dsolve({y(0) = 1, (D(y))(X) = sin(y(x)"2)},

type = numeric, range = -5 .. 5): odeplot(sol, thickness = 2)

observemos que hemos definido el rango de la variable independiente de -5 a 5 y mediante el odeatmdemos
graficar la soludn obtenida. La Fig. 13 muestra esta sdboci

Para resolver nuaricamente Mathematica cuenta con la fdndiDSolve cuya sintaxis es muy similar a DSolve, salvo
porque la soludn nunérica se define en un intervalo definido. Para nuestro ejemplo podemos usar

sol = NDSolve[{y'[x] == Sin[y[x]"2], y[0] == 1},
y[xl, {x, -5, 5}]; Plot[sol[[1]][[1, 2]], {X, -5, 5}]
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FIGURA 11.Campo de direcciones de un sistema no lineal. FIGURA 12.Campo de direcciones de un sistema no lineal.
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y obtener una dfica similar a la anterior. Cuando resolvemos
una ecuadin diferencial de forma nuarica, debemos estar
alertas y tener en cuenta que la exactitud de nuestra apro
ximacion puede ser afectada por diversas fuentes de errore
locales, globales y la estabilidad de la ecoaci

En este ejemplo pothmos estudiar el comportamiento
asinbtico de las soluciones mediante los cuestionamientos:
¢,Cbmo se comporta la solum cuandar — co?, ¢y cuan-
dox — —o0?, ¢y Si cambiamos la condim inicial?

4. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado el uso de los comaasdiss b
cosdsolve DSolve y NDSolve para la solum de ecuaciones
diferenciales ordinarias; se ha elegido una serie de problema
representativos de un curso tradicional de EDOS. El objetivo
principal de este trabajo es brindar al lector uneguactica

que le permita iniciar el estudio de la ecuaciones diferencia-—5.0

les mediante el uso de Maple y Mathematica. Se hacen nota

las ventajas o desventajas de usar un paquete u otro en furn-

G.M. ORTIGOZA CAPETILLO

1.75

1.5

1.25

1.0

0.75

-2.5
X

cion de la sencillez o complejidad de los comandos utilizado$cura 13. Solucbn nunérica.

para obtener o presentar las soluciones y no endurde la
efectividad para hallar soluciones ni del tiempo denputo

Es de gran acierto enriquecer el contenido&too de

requerido para obtenerlas [11]. Se han mostrado algunas dies cursos de ecuaciones diferenciales incluyendo la éwiuci

las ventajas del uso de paquetes @mputo simiBlico y en
particular de sus opcionesidicas para fortalecer la erfismn-
za de conceptos importantes. La lista de ejemplos dados, le$

de ecuaciones mediante el uso de paquetes computaciona-
les [22]; sin embargo a juicio del autor, es recomendable que

alumno los utilice como herramienta para realizdcalos

cuestionamientos asomo los comentarios son limitados y o ejemplificar conceptos &ficos toda vez que ya ha apren-
mas bien deben considerarse como punto de partida para qdelo las &cnicas de soluéh de ecuaciones y es capaz de

el lector interesado pueda escribir en Maple y Mathematirealizar los @lculos a mano [4]. Cabe resaltar el esfuerzo que
ca ejemplos de intés espeifico ag como proyectos de cla- debe realizar el instructor para elegir ejemplos, ejercicios y
se [13, 20]. En este trabajo se usaron las versiones Maple Jtoyectos de clase adecuados a los conceptos que se desee

y Mathematica 6.

enséiar [28].
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