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En este aftulo revisaremos algunas de las interacciones que desde Aaadern siglo han tenido lugar entre la @ica estaidticay la
teoiia erghdica. En particular mencionaremos los resultados rigurosos recientemente obtenidos, concernient@esisadeiBoltzmann.
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In this article we will briefly review some of the interactions occurred during the last hundred years, between Statistical Mechanics ¢
Ergodic Theory. In particular, we will mention the recently proved rigorous results concerning the Boltzmann'’s hypothesis.
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1. De una hiptesis de Boltzmann a los teore- misma que bautizan como édjca. La consecuencia rele-
mas ergbdicos vante de esta hffiesis es la igualdad entre promedios tempo-
rales y de ensemble, que en un lenguaje moderno fnds
A finales del siglo XIX, en una&poca en la que algunos ag:

cientficos prominentes consideraban a la taanolecular T

una fantam, James Maxwell y Ludwig Boltzmann desarro- lim l/(j)(x(t))dt _ /qb(y)du(y). )
llaron la teora cirética de los gases. A partir de la teor T—oo T'

cinética de los gases Boltzmann comere desarrollar las 0 M

ideas que dieron origen a la négtca estaidtica. En lallti-  Aqui ¢ es una fundn definida en la hipersuperficie de

ma parte de su ddulo de 1868 [2], Boltzmann deduce que enerda constanté/, 1. es la medida de Liouville que se con-
cuando el Amero de paftulas tiende a infinito, el momento centra enM, y x(t) es “cualquier’orbita. En 1913 Michel
de una paftula en un sistema conservativo satisface la distriPlancherel y Artur Rosenthal [5] hacen patente la imposibili-
bucion que ahora conocemos como de Maxwell-Boltzmanndad de la hiptesis ergdica a partir de un argumento que hoy
El demuestra que “la probabilidad” de que unajeatt ten-  en da no nos sorprende tanto: una curva omm que no se
ga momentg =+ dp es una cierta fundin que en elimite de  autocruza no puede llenar una hipersuperficie de dirbensi

muchas paftulas (V — oc) se aproxima a la distribuan mayor a uno. Como consecuencia se hizo necesario formu-
i 9 lar una hiptesis menos fuerte, la Hifesis cuasi—edglica.
f(p £ dp) oc exp(—B|p|”)dp-. (1) Segin estailtima (que entiendo es autarde los Ehrenfests),

La suposicdn clave defis de este resultado es lo que ahoraIas orbitas se reparten densamente en la hipersuperficie de

conocemos, por culpa de Paul y Tania Ehrenfest [8], como 1§herga constante. Entonces no es que haya unacsbita,

hipotesis ergdicd. Esta hifdtesis constituye uno de los gran- sino que (_:u_alqmetnerta tiene como a(_JIherenC|a a 'Fopla la hi-
des buscagis que la naciente mawica estadistica labzha- persuperficie de enduaycontante: el sistema es minimal. El

cia el futuro, y de este buscé&gise ocup&a una de las ramas problema es que la densidad de todas o casi todawtes

dela ek clelossstemascmicos: s ergc, 10 560U S0 pernanera en unaria e a1
Un cierto folklore establece que en naeica estaisti- P P i ' PO prop

ca la reladbn entre teda y experimento se fundamenta en volumen de esa reg. ) o

la hipotesis ergdica, la que dice que “promedios temporales ~ 10das estas preocupaciones alrededor de latésis

y promedios de ensemble coinciden enieiite de tiempos ~€rgedicay cuasi-efglica atrajeron la ater@n de la comuni-
muy largos”. En realidad la higesis que Boltzmann hace daq ma}teratma. Log principales protagonistas fueron Henri
en su trabajo de 1868 es que @bitas recorren toda la hi- Poincae, George I?flrl'<hoff y John von Neumann. El resulta-
persuperficie de endiconstante, es decir, que hay una solgd0: 10S teoremas eoglicos.

orbita. En este caso el sistema adrftitna sola distribudn El primero en establecer un teorema general basado esen-
invariante en el tiempo, la distrubéci uniforme de la que ha- cialmente en la hiptesis cuasi—edglica fue von Neumann,
bla el teorema de Liouville. El folklore se originsi entiendo  quien demost el teorema eigdico medio [20], que hoy en
bien, en el aitulo de los Ehrenfests de 1911Ellos hacen dia enunciamos &s

un recuento del origen de la nétca estaidtica y entre otras Teorema er@dico medio.Si i es una medida finita in-
cosas resaltan la importancia de ladigsis de Boltzmann, variante en el tiempo y es cualquier funén cuadrado—
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integrable con respecto g, entonces i.e., la medida de Liouville en la hipersuperficie de eferg
T constate es efyica.
) 1 . El mismo Sinai fue capaz, en 1970, de demostrar esta
TIEHOO T / o(x(t))dt — ¢*(x(0)) =0, conjetura en el caso particular de 2 esferas duras para dimen-
0 Lo sibn 2 [15] jFinalmente, a 10Gias del aficulo de Boltzmann

teriamos un sistema mauico para el cual promedios tempo-
rales y promedios de ensembles son iguales! Pero realmente
estabamos lejos de la conjetura de 1963, y tadmas lejos
de sistemas realistas. Pedinaen 1974 Lawrence Markus y
T Kenneth Meyer [11] demostraron que un sistema hamiltonia-
lim 1 B(x(t))dt — /¢(Y)du(}’) =0. no gerérico no es ni ergdico ni integrable. O sea, “lo &
M

donde¢* es la proyecdin de¢ sobre el subespacio de fun-
ciones invariantes en el tiempo. Si adesw es ergdicd™,
entonces

T—oo || T Jo comin” son los sistemas hamiltonianos mixtos, y para ellos
la hipotesis ergdica no se satisface. Por otro lado estaba el
ggorema KAM, nombrado agn honor a Andrei Kolmogo-

De esta forma se aseguraba la coincidencia de promedi SV Jiraen Moser v Viadimir Amold. Este teorema asequra
temporales con promedios de ensemble, al menos en distaf2 19 y : 9

cia L,. El siguiente paso lo diBirkhoff [1], quien prold el que pequias perturbaciones de sistemas hamiltonianos in-
teorema cuya formulabh moderna €¢: ’ tegrables siguen siendo casi-integrables. Esto previene que

Teorema er@dico.Seau es una medida finita invariante Eglbeassilsaemas searetnicamente transitivos. L.a cosa no pin-
en el tiempo, entonces, para cualquier funtiy integrable D g destd iquiendo el trabaio de | |
con respecto a, existe una funéin ¢* invariante en el tiem- ecenios desms, siguiendo €f trabajo de 1a escuela ru-

po e integrable con respectoa tal que para toda condion sa (Yakov Sinai, Nikolgi Che_rnov, Lionid Bunimovich, etc.) _
inicial x(0) en un conjunto de medida total tenemos los hungaros Nador Simanyi y Domokos Szasz probaron fi-
nalmente la conjetura de Sinai de 1963 [17, 18]. El resultado

Lo

T luce a%
lim 1 /¢(x(t))dt = ¢*(x(0)). Teorema de Simanyi y Szaska hipbtesis de Sinai es
T=e0 0 cierta para toda dimenéh y todo rimero de esferas. De he-

cho, el sistema méaico deN esferas duras en dimesi
Si adenas . es erg@dica, i.e., si el sistema eséticamente D, con condiciones de borde péitas, es un sistema mez-
transitivo, entonces clante (una propiedad &s fuerte que la ergodicidad) para
todoN,D > 2.

En realidad es @ms de lo que esperabamos. Que el sis-
tema sea mezclante implica decorrebacy convergencia al
equilibrio, de modo que la ecuéei de Boltzmann se cum-
ple. Pero, ¢ @i pasa con sistemas ndgicos nas realistas?
En realidad hay pocos resultados al respecto, entre los cuales
el de Carlangelo Liverani y Maciej Wojtkowski [10] quienes

dt_f}’eneralizaron lasttnicas de Sinai y las aplicaron a ciertos
sistemas hamiltonianos adamdel de esferas duras.

T—oo T

T
tin - [ o(x(0)dt = /M o) duly).
0

Todo muy bien hasta agupero ¢ hay realmente aig sis-
tema meanico que sea étricamente transitivo? En particu-
lar, ¢ sea cierto que para el gas de esferas duras la medi
de Liouville es er@dica, de modo que el teorema @dico
se cumpla y dsse cumplan los deseos de Boltzmann y Max-
well? Bueno, la respuesta a estas preguntas tuvo que esperar
algunos decenios. 3. La mednica estadstica de los sistemas

ergodicos

2. ¢ Hay sistemas memicos ergdicos?

Ya vimos como una empresa centenaria hizo posible encon-
Esta pregunta ocupprincipalmente los e#fitus rusos y de trar sistemas mémicos para los cuales las medias tempo-
Europa del este. Casi todos los resultados en esta direccirales coincidan con las medias de ensemble. El teorema de
tienen que ver con el gas de esferas duras, aunque se tierginkhoff sin embargo nos dice que los promedios temporales
algunos principios de respuesta en el caso de interaccionesnvergen casi para toda condiciinicial, y en el caso de
gue decaen muyapido. Motivado por la tesis de Nikolay sistemas erggdicos, estos promedios convergen a la media de
Krylov sobre el relajamiento al equilibrio y los trabajos de ensemble. Por otro lado es relativameréeilfconstruir sis-
Gustav Hedlund y Heinz Hopf sobre los sistemasadiitos  temas que aunque no son raeicos, si son efglicos. Este
hipertblicos, Yakov Sinai formu en 1963 [14] la veréin  es el caso de los famosos flujos de Anosov, entre los que se
restringida y moderna de la lifesis ergdica: encuentran los flujos geésdicos en superficies de curvatura

Conjetura de SinaiPara todoN > 2y en dimendin 2  constante negatiVaResulta que durante la decada de 1960
0 3, el sistema mémico deN bolas esferas con condiciones a 1970, Roland Dobrushin y David Ruelle desarrollaron si-
de borde pefdicas, es un sistemaétnicamente transitivo, multaneamente la étanica estdstica rigurosa para gases
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en red [7, 12]. Entre otros muchos resultados, ellos lograronn resultado muy general de Gustave Choquet [6], estas me-
caracterizar de forma abstracta las medidas de equilibrio asdidas siempre se pueden representar como una comtinaci

ciadas a una cierta interadai, establecieron un cuadro for-

convenxa de medidas érdicas. En este caso podemos hablar

mal para hablar de coexistencia de fases, y especificaron lde coexistencia de fases.

condiciones que debe cumplir la interdmtpara asegurar la
unicidad delimite termodi@mico. Yakov Sinai [16], el mis-

mo David Ruelle [13], Rufus Bowen [4] y algunos otros, casi

luego luego se dieron cuenta de que ciertos sistemasniin
cos pueden verse como gases en una red unidimensional.
truco que permite este mapeo es la codifisacimtblica,
gue se realiza utilizando lo que llamamos pabticde Mar-
kov [9]. Para este cierto tipo de sistemasaiimicos existe una
funcion continuap definida en el espacio de fadé, y que
toma valores reales, y una cantidad cantiffagt P(¢) tales
que

(h(u) + /. ¢(y)du(3f))

Aqui h(p) es la entrofa de Kolmogorov? de la medida es-

®3)

sup
nw

P(¢).

4. Conclusbn

Hemos hablado de una de las muchas interacciones que hay
Etre fsica y materaticas. Se trata de unalogo que lleva ya

100 dios, y que estlejos de terminar. La formalizam de la
mednica estaidtica del equilibrio tienela muchas lagunas
que colmar. Mis reciente que el resultado de Simanyiy Szasz
gue mencionamos arriba, asa formalizaddn del método de
réplicas de Giorgio Parisi, unas de las herramientas escencia-
les en el estudio de los vidrios de spin, que acaba de llevar
a cabo Michel Talagrand [19]. EBsadenas toda la meinica
estadistica fuera de equilibrio, para la cual hay muy pocos re-
sultados formales, y tod&vqueda la tarea de encontrar siste-

tacionariau, y el supremo se toma sobre el conjunto de to-mas meanicos nas realistas en donde por seguro tengamos
das las medidas estacionarias normalizadas. En este contex@g 1a hiptesis de Boltzmann se satisface. Se v@nlgjue

una medida de equilibrio para este sistemaudiito es una
gue logra el raximo, es decir, una para la cual
() + [ odn = P(0). @

M
Uno de los resultados de la témafirma que si el sistema es

expansivo (ras otras cosas), entonces hajosuna medida
de equilibrio. Esa medida es édjca, o0 sea, es una medida

el dialogo, y sobre todo los buscapidesde la ménica es-
tadsitica hacia las diversas ramas de las matgas van a
seguir firme y tendido por muchos decenios.
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No confundir con el famos&tol3zahlansatda hipbtesis del
caos molecular que permite derivar la ecoadie Boltzmann.

Se puede consultar la véri en Ingés de 1959. Es interesan-
te tambeén el artculo de Emil Borel de 1906 [3], donde deriva
tambien la distribuddbn de Maxwell-Boltzmann a partir de la
invariancia de la medida de Liouville.

i

711 Una medida es efglica si losinicos conjuntos invariantes son

los que tienen medida total o medida cero. En este caso se di-

ce tambén que el sistema esétricamente transitivo. En el
arficulo de von Neumann se hablaambien de sistemas no—
integrables en un sentido&trico, ya que en su veisi original

el teoremaergodico medio se refiere solamente a sistemas ha-

miltonianos.

Aunque se publig posteriormente, el teorema édico medio
es anterior al teorema de Birkhoff.

Iy

Conviene darle una hojeada a la Biblia de los sistemaanaiin
cos [9].

Podemos entender la entiapde Kolmogorov como sigue: si
Q. r denota el conjunto de todas los tramosodeita de lon-
gitud temporalT’, que son distinguibles hasta la preoisk,

v

entonces

> w{whlogp{w}.

wEQe T

-1
~ lim lim —
h(p) ~ lim lim

e—0T—o0

El parecido con la funéin H del “Teorema H de Boltzmann”
no es casual. Para una defibiciformal de la entrdja de Kol-
mogorov vease [9] por ejemplo.
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