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Movimiento de rotacion de un cuerpo ligido libre de torcas
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Se presenta un experimento de demosibrague ilustra 6mo la estabilidad del movimiento de rotagide un cuerpoigido libre de torcas
depende del valor relativo del momento de inercia asociado con el eje respecto al cual gira. El objetivo se logra con una raqueta de te
con una caja que tiene momentos principales de inercia semejantes a los de la ragueta. El cuerpo rotando es lanzado manualmente al a
su movimiento de bajada es cachado por el lanzador. Cuando el cuerpo rota respecto a un eje principal correspondiente al momento pri
de inercia mayor o menor, el movimiento es estable. Cuando rota respecto al eje asociado con el momento de inercia con valor interm
tambin rota respecto al eje asociado al momento de inercia menor.

Descriptores: experimentos de demostrani métodos de en$@nza; momentos de inercia; estabilidad améca.

The demonstration experiment here presented illustrates how the stability of the rotational motion of a rigid body in the absence of torc
depends on the relative value of the moment of inertia associated to the axis of rotation. The objective is satisfactorily gotten using a te
racket and a box with similar values of its moments of inertia to those of the racket. The rotating body is thrown into the air and when g«
down is caught by the thrower. The motion is stable when the body rotates about the principal axis corresponding to either the greate
smallest principal moment of inertia. However, when the body rotates about the axis corresponding to the intermediate moment, the t
also rotates about the axis which has associated the smallest moment of inertia.

Keywords: demonstration experiments; teaching methods; moments of inertia; mechanical stability.
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1. Introduccion exactos, se hace una estintacide ellos a tra&s de mode-

los de raqueta con geomietsimple. Esta estimami permite
Los experimentos de demostraaj tambén llamados expe- tjlizar la relacbn que los momentos de inercia guardan en-
rimentos de atedra, indudablemente tienen gran importan+e g para escoger un objeto de bajo costo y que tenga, ante
cia en el proceso enSanza-aprendizaje COMO UN recurso pe-rotaciones en ausencia de torcas, el mismo comportamien-
dagbgico que al mismo tiempo ilustra y refuerza los concep+g de Ia raqueta. Encontrar este objeto tiene la ventaja de no
tos tébricos involucrados. Una demostranimotiva a estu-  correr riesgos de maltratar un cuerpo tan delicado como lo es
diar un feomeno que en particular sea opuesto o diferente g raqueta. Adeds, permite ilustrar la estabilidad ante rota-
lo esperado intuitivamente, ilustra la aplicatide un princi-  cjones sin necesidad de construir un dispositivo especial. Con
pio fisico para explicar el fémeno y propicia la comunica- g fin de dirigir la aten@n en el propsito de la demostrai,

Cién entre el pI’OfESOI’ y |OS estudiantes, entre otros Objetivo%qu se |e presenta en forma de un prob'ema que se resueh/e
Para que cumplan su progito, deben ser cualitativos, de cor- experimental y téricamente [2].

ta duracbn y deben dejar en los estudiantes una impretin
memorable como sea posible del éemeno observado [1_,2]. 2. Problema
Ademas, en algunos casos no se cuenta con laboratorios dis- o - .
ponibles yésta es ldinica oportunidad que se tiene para ha-Describir el movimiento de.un cuerpugndo rotando libre de _
cer ver que laiBica es una ciencia natural y que cadaiteor tc'),rcas, al ser lanzado al aire. [?espreuar los efectos de fric-
debe basarse en hechos claramente establecidos, es decirCy- Considerar el comportamiento de cuerpos con geome-
las respuestas que la naturaleza proporciona a las pregunf& distinta entreis por ejemplo, una raqueta de tenis y un
formuladas adecuadamente a &side los experimentos. prisma rectangular (caja).

El movimiento de rotadin de un cuerpoigido depende Lo
de su estructura solamente a ade los tres momentos prin- 3- Objetivo
cipales de inercia. De esta manera, dos cuengidos cua-  Mostrar las condiciones bajo las cuales el movimiento de ro-

lesquiera con los mismos momentos principales de inercia sgcion de un cuerpo en ausencia de torcas externas es estable
mueven exactamente de la misma forma, independientemeg-nestable.

te de que puedan tener georiedrdiferentes.
Aqui se analiza el movimiento de rotécide una raqueta 4. Descripcbn experimental
de tenis cuando sobre ella no@an torcas. Debido a que los
momentos de inercia controlan el movimiento, y a que paSe sugiere usar una raqueta (de tenis, por ejemplo) y un cuer-
ra un experimento cualitativo no son necesarios los valorego con la forma de un paralelgedo (prisma rectangular,
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bloque o caja) con sus tres dimensiones diferentes. El cuerpt £
rotando se lanza manualmente al aire de manera que, en s
movimiento de bajada, pueda ser atrapado por el experimen

tador.

La raqueta se sostiene con una mano por el mango, se
hace girar lanandola al aire. Se observa que cuando el pla-
no de la raqueta inicialmente es vertical y gira respecto a un
eje horizontal, o cuando gira respecto a un eje a lo largo del
mango, el movimiento de la rotdxi es estable. La raqueta es
atrapada por el mango manteniendo la misma oriedriaen
gue fue lanzada. En cambio, con su plano paralelo al suelo, a o
lanzarla rotando respecto a un eje horizontal se observa qu
su plano tamlin gira respecto al eje a lo largo del mango.

La raqueta es atrapada por el mango habiendo rotado medi

vuelta respecto al eje longitudinal del mango; es decir, la ca-

ra de la raqueta que estaba hacia arriba en el momento d

ser lanzada, al ser atrapada queda hacia abajo. Este resulta
inesperado y espectacular es debido a que la fotas in- /
estable respecto al eje principal correspondiente al momentc

de inercia con valor intermedio.

Ahora se realiza el ejercicio anterior usando la caja. L&F'GURA 1. Los tres ejes principales de inercia X, Y y Z
caja se toma con ambas manos en dos caras opuestas y sé§é Plodgue pasan por el centro de masa. Los correspondientes
hace girar lanandola al aire de manera que rote con respectd©enos principales de inercia sdiy = M(b" +c¢)/12,

. . y = M(a*+c°)/12 eIz = M(a* + b°)/12, respectivamen-
a un eje horizontal que pase por el centro de masa. Se ob-
serva que cuando el eje de giro es perpendicular a las caras
mas pequias o nas grandes, el movimiento es estable. En  pyede demostrarse que para un cuefgio arbitrario
cambio, cuando el eje es perpendicular a las caras déitamapy tres direcciones mutuamente perpendiculares para las
intermedio, el movimiento de la caja en el aire es irregulai; z1es el momento angular es paralelo al eje de ftaci
(inestable), el t_aje_de rota@m cambia de direcon de mane- Egtos ejes se denominagjes principales de inercjay los
ra que es ras difcil atraparla, pues se mueve de una manerggrespondientes momentos de inercia se llamamentos
complicada. Si las dimensiones relativas de la caja son adggincipales de inerciaPara un blogue rectangular los tres
cuadas, es atrapada habiendo rotado media vuelta respectqeﬁ;‘lS principales son perpendiculares a sus caras y pasan a

eje principal paralelo a su longitud mayor. traves del centro del bloque. Estos ejes se ilustran en la Fig. 1.
Cuando el cuerpo rota alrededor de un eje principal, el
5. Descripcbn tebrica vector momento anguldr es paralelo a la velocidad angu-

lar w, que siempre se encuentra a lo largo del eje de taci
Primero se hace un resumen para recordar los principalgm®r lo que
conceptos involucrados en el movimiento de rdiaaie un
cuerpo fgido, despés se analizan las observaciones hechas L =lw, (2)
con la ragueta y la caja. o ) ) ]

El movimiento general de un cuerpgido puede consi- €N la c_ual I_es_el momento principal de inercia correspondien-
derarse como una combinani de una traslaéh y una ro- te a_ll eje pr_lnC|paI alrededo,r d_el cual_ rota gl_cuerpo. Es nece-
tacion. Esto significa tambh que siempre es posible encon- S&ri0 enfat|z?r gue esta relamvec_tona_l es &lida ;olamente
trar un sistema de referencia en tradbacpura en el cual el Para la rotadn alrededor de un eje principal de inercia [3].

movimiento del cuerpo parezca solamente de rotadPara Consicerese el movimiento rotacional de un cuerfgi-r
describir el movimiento de rotam de un cuerpdgido alre-  do libre de torcas externas; es deeir0, lo cual significa
dedor de un eje se utiliza la ecuai quel es constante. Este caso se presenta cuando en un cam-
po gravitacional constante se lanza al aire un objeto. Una vez
dL/dt = T, (1)  que se encuentra en el aire,daica fuerza externa sobét

(despreciando la resistencia del aire) es su peso, el cuia act
donde los vectords y T representan, respectivamente, el mo-en el centro de masa y, por consiguiente, no produce torca al-
mento angular total del cuerpo y la torca total aplicada; amguna con respecto a este punto; por tanto, el momento angular
bas cantidades se calculan con respecto a un punto fijo en permanece constante. El movimiento del centro de masa no
sistema inercial. Cuando el eje de rotacho tiene un punto nos concierne aquya que se debe a la fuerza resultante ex-
fijo, L y 7 deben ser calculados respecto al centro de madarna y el movimiento prosigue de acuerdo a la segunda ley
del cuerpo. de Newton para traslamn; el centro de masa describe una
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trayectoria paratlica. SiT=0, entonces la Ec. (2) indica que momentos principales de inercia de cada cuerpo, usando el
lw es constante, por lo que si | es constanteambién lo es, teorema de ejes paralelos.

y el cuerpo rota alrededor de un eje principal con velocidad EIl momento de inercia de un cilindrélglo [6] respecto
angular constante. a un eje perpendicular a su longitud y que pasa por el centro
Para un cuerpdgido arbitrario, la rotaéin es estable res- de masa es; (R?/4 + L?/12), mientras que respecto a su

pecto al eje principal correspondiente al momento de inercigje de simefa esm; R?/2. Cuando el cilindro rota respecto
mas grande o @s pequio, mientras que es inestable res-a un eje perpendicular a un extremo, usando el teorema de
pecto al eje principal correspondiente al momento de inerci@jes paralelos, el momento de inercia resulta ser

con valor intermedio [4,5]. Este efecto puede ser demostra- 2 12N L2 R 12

do facilmente, por ejemplo, con un prisma rectangular rec- 7.y, =Iy =m; (+ ) Sl (+> )

to de dimensiones, b, ¢, conaijbjc (ver Fig. 1). Si los ejes 4 12 4 43
principales X, Y y Z se escogen paralelos a los lados El momento de inercia respecto a Z' es el mismo que res-
y ¢, entonces los momentos principales de inercia satisfacefecto a su eje de siméir

siempre las desigualdadesdly ¢ 1z, la dimensbn mayor del El momento de inercia de un aro circular, de longityd

cuerpo va en la direcgn del eje Z 'y la dimenéin menor en  radior, respecto a un eje perpendicular a su longitud y que
la direccon del eje X. Si el prisma es lanzado al aire con Ungyasa por el centro de masares(r2/2 +12/12) mientras que
velocidad angular respecto a uno de los ejes principales, géspecto a su eje de sinmietesm,r2. Notese que los ejes de
movimiento sei inestable cuando la rotéci se efedia res- simetiia del cilindro (mango) y del aro (bastidor) son perpen-
pecto al eje principal Y y estable para los otros dos ejes.  diculares entreisde tal manera que, por ejemplo, el eje X’
Lo recién mencionado es cierto para un lanzamientaes perpendicular al eje del cilindro y paralelo al eje del aro
ideal, pero en uno real sucede que, al lanzar manualmentger Fig. 2). Cuando el aro rota respecto a un eje paralelo a
el prisma girando, ditilmente se logra que gire respecto asu eje de simeia a una distancia r, el momento de inercia es
un eje principal. Con cualquiéngulo entre el eje de giroy 1, = mor2 + mor?; respecto a un eje transversal al eje de

el eje principal, por pequ® que sea, el eje de giro se acer-simetiia y a una distancia del centro es
ca al eje principal o se aleja @ en el primer caso se dice : p

gue el movimiento es estable y en el segundo se dice que es Tay: = my <7" + ) + mor?.
inestable. 2 12

Una forma de lograr que un prisma tenga el movimiento
espectacular de la ragueta es conseguir uno cuyos momentosi, 5 un dimetro central
de inercia tengan relaciones iguales (o semejantes) alas rela- a| combinar los momentos de inercia de cada cuerpo

ciones que guardan los de la raqueta. Para ello el primer Pag8mponente, para la raqueta modelo se obtiene
sei estimar los momentos de inercia de la raqueta.

El momento de inercia respecto a Z’ es el mismo que res-

IX/ = ICX’ —+ IAX’ = % (3R2 + 4L2) + 2m27"27
5.1. Estimacbn de los momentos de inercia de la raque-

ta Iy = Ioy: + Lay: = T (3R? +4L%) + 72 (1807 + 1)
Algunas raquetas tienen su centro de masa muy cercadefg, _ ;. 4, ., — m1 (6R2) + ma (6r% +12).
union entre el mango y el bastidor, pero sobre el mango. De- 12 12
bido a esta caractistica se puede suponer que el mangoy el il
bastidor tienen masas iguales; = m/2y mqy = m/2, res-
pectivamente, sienda la masa de la raqueta (la masa de la T
red esh incluida en la del bastidor). Tan@ni es caractéstico y
que el dametro del mango tenga tafifmcomparable con el ﬂ‘r
espesor del bastidor. La raqueif@i¢a de tenis tiene unos 68
cenimetros de largo (incluyendo el bastidor). =:> l"ilx

Para facilitar la estima6én, el mango puede ser aproxi- LY HEEE

mado como una barra @ildrica de longitudZ y radio R, y
el bastidor como un aro éscara cihdrica) de radio- igual / !
a la mitad del promedio del largo y el ancho del bastidor de X!

la raqueta y de longitud igual al espesor. Suponiendo que
el centro de masa ésen la unbn de las dos piezas, iabe
coloca el origen del sistema de coordenadas X', Y’, Z' cuyos
ejes coinciden con los ejes principales, como ilustra la Fig. 2. L L |
El momento de inercia del sistema es la suma de los momemgura 2. En este modelo de raqueta el bastidor que sujeta la red

tos de inercia del cilindro y del aro asociados a ese eje. Cadss sustituido por un aro circular, y el mango por un cilindro circular.
uno de estos momentos de inercia se calcula, a partir de los
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Las dimensiones del bastidor de la raquetd agada, su
anchoa (0 longitud del arog = 1), diametro menor 2§ y
diametro mayor 2y;, aproximadamente, ést en la reladin
a: 2r,: 2ry; =1:14:18. Las dimensiones del mangoaesen

A. MANZUR GUZMAN

guardan las dimensiones del bastidar, a:b:c=1:14:18. Si-
guiendo el mismo procedimiento de los casos anteriores, los
nuevos momentos de inercia de la placa son

2 2 2

la relacbn R:L=1:22, y para el radio medio del mango se ob- Ipx: = mfi +m s
tuvo R ~ 3a/4. Recordando que las masas del mango y del 12 4
bastidor son iguales a la mitad de la masa de la raqueta, y a? + c? c?

; ; ; ; Ipy:r = my +my—,
teniendo en cuenta estas relaciones entre las dimensiones, se 12 4
obtuvieron los valores relativos siguientes para los momentos JERS
principales de inercia: Ipz =my 12

Ixi Iy i1z ~6.8:58:1.0 3) Sumanddéstos con los momentos de inercia del mango,

. L se obtiene
Los valores ddx: y de Iy son parecidos entré, snien-

tras que ambos tienen valor alrededor de 6 veces el valor Iy = % (3R* +4L%) + m4 (0% + 4c?)
delz.. 12 12 ’
my 2 2 M4 9 2
Iy = — (3R" +4L — 4c*)
5.2. Otros modelos de raqueta Y 12 ( + )+ 12 (a + C)
my my
Cilindro solido y cilindro huecoAhora se sustituye el mango Iz =715 (6R) + D) (a® +0%).

por el mismo cilindro del modelo anterior, pero el bastidor
por un cilindro circular hueco de longitudy de radiosr,,

y rar. Los momentos de inercia del cilindro hueco (de ma- )
sams) respecto al eje longitudinal y a unédnetro central

son(ms/2)(ry, + 1) y ms(ry, +13,)/4+1%/12], respec- En este otro modelo los valores relativoside y de Iy
tivamente [6]. Usando el teorema de ejes paralelos, para ghn airededor de 12 veces el valoride. Esta gran diferen-
cilindro hueco se obtiene cia respecto a los dos modelos anteriores pone de manifiesto

Finalmente, se obtiene el resultado siguiente:

IX/ : Iy/ : IZ’ ~129:11.9:1.0

L (12, + 312,) gue el momento de inercia depende fuertemente de la distri-

HX 2 v Mo bucibn de la masa del objeto, no solamente de la masa y del

m 12 tamdio.
Ty = TS (7“,%1 +5r3; + 3> ,
5.3. Caja con momentos de inercia comparables a los de
2 2 2
T, T l la raqueta
Inz = ms <m4M+12> q

Si uno quisiera usar un bloque con su masa distribuida ho-
mogeneamente, pero con el comportamiento espectacular de
laraquetad.e., que al lanzarlo girando respecto al eje Y’ tam-

bién gire respecto al eje Z’), sus momentos de inercia deben

Finalmente, haciendms; = m/2 los momentos de iner-
cia de este otro modelo de raqueta son

2 2
Iy = % (}i + L) + % (r2, +3r3,) tener relaciones semejantes a las relacione$ (8) obteni-
3 das para las raquetas modelo.
m /R2 L2 m( , 12 Supdngase que el cuerpo mostrado en la Fig. 1 no es un
Iy, = CAUE 3 + 3 U'm + 51y + 3 ) paralelefipedo rectangular, sino un cuerpo formado por dos
) ) laminas delgadas de ladoy b, paralelas entré g separadas
Iy = m (R) 4 m <T2 L2 l> por una distancia. Si cada&mina tiene masa M/2, entonces
2\ 2 g\m M3 el momento de inercia de la combinacide las dosdmi-

nas respecto a un eje perpendicular al centro de las caras es
igual a la suma de los momentos de inercia de cada una de
ellas. Resultando igual al correspondiente momento de iner-
4) cia del paraleleipedo. Este razonamiento puede aplicarse a
los otros dos pares de caras del cuerpo de la Fig. 1. Se llega al

Este modelo de raqueta es equivalente al anterior, comesultado que los momentos principales de inercia de un para-
era de esperarse, pues los radios menor y mayor tienen teleppedo rectangular, con masa distribuida hograamen-
mafos muy parecidos. te, soniguales a los correspondientes momentos de inercia de

Cilindro y placa Ahora se reemplaza el mango por el una caja vaia con las mismas dimensiones. De esta manera
mismo cilindro anterior, pero el bastidor por una placa (paragueda justificado usar una caja i&en lugar de un prisma;
leledpedo) homognea (sin red) de masa, = m/2, longi- adenas, debido a su peso, esasnfacil lanzar manualmente
tudesa, b, y ccona < b < ¢y con la misma relaéin que  al aire una caja vaa que un prisma del mismo tafia

Con r,=8a, r3;=9% Yy las dimensiones anteriores
(R=3a/4, L =66a/4yl = a) se obtiene que

IX/:IY/ :IZ’ ~6.7:5.7:1.0
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Para que un prisma tenga el comportamiento ante rotacigara no correr riesgo de que la raqueta de tenis se maltrate si
nes como lo tiene una raqueta, los valores de las relacione® es atrapada.
entre los momentos de inercia deben sdil@gos. Las di- Aunque una caja véa de cabn o de pastico estricta-
mensiones de la caja viacaqu usada esin, aproximadamen-  mente no es un cuerpagido, usarla tiene la ventaja de que
te, en '?‘ reladn a:6:¢=1:3.8:9.6; es decit=3.8z y c_—9.6a._ puede ser manipulada con facilidad; adertiene bajo cos-
En centmetros soru=5, b=19 y ¢=48. Con estas dimensio- 4 s;j fuese necesario, se puede aumentar la masa de la caj:
nes, los valores de los momentos principales de inercia (V&fanandola con algn material liviano, como el de empaque
las formulas en el pie de la Fig. 1) pueden escribirse como ¢ phyle espuma. Al ser llenada no se cambia el efecto de la

Iy Iy i [ ~6.9:6.0:1.0. (6) friccion con el aire, puesste depende de la geomatdel

. cuerpo.
En este caso los valores dg. y de Iy, tambén son . o )
cercanos a seis veces el valoride. Este experimento de demosti@ties apropiado para rea-

Los valores relativos de los momentos de inercia exprelizarse en el san de clase del curso de nétca que se im-
sados en las relaciones (3), (4) y (6) son muy parecidos entfé‘rte en el' prlmerm)'de la licenciatura enidica o Qe' licen-
s, pero difieren de los expresados en (5). Esto indica que [giaturas afines, tamin puede adaptarse a cursosideé en
caja de cafin con las dimensiones dqiescritas debe tener el nivel ba_chlllerato. Complemen_tar la efisaza de laiica
el mismo comportamiento de la raqueta ante rotaciones libré®n experimentos de demostiaeiayuda considerablemente
de torcas externas, lo cual q@edemostrado con el experi- & SuU comprensn.
mento.

6. Observaciones finales Agradecimiento

Se obtienen buenos resultados si en lugar de una raqueta de . _
tenis se utiliza una raqueta de juguete. Esto es recomendalféDr. Eleuterio Castéo Tostado por sus comentarios.
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