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Con el fin de introducir de una manera clara y directa a los estudiantes de pregrado en fı́sica y/o astronoḿıa en el tema de la transferencia
radiativa, se realiza una revisión pedaǵogica explicando la manera de obtener la ecuación de transferencia radiativa, sus restricciones y los
diferentes tipos de interacción presentes entre la radiación y la materia. Debido a que en la literatura encontrada sobre transferencia radiativa
la covarianza no es explı́citamente desarrollada, se hace necesario mostrar de manera explı́cita los ćalculos en detalle y discutir sobre los
efectos relativistas especiales.

Descriptores:Transferencia radiativa; relatividad especial.

The purpose is to introduce in a clear and direct way the students of undergraduate courses in physics and/or astronomy to the subject of
radiative transfer. A pedagogical revision is made in order to obtain the radiative transfer equation, its restrictions and the different types of
interactions present between the radiation and the matter. Because in the classical literature about radiative transfer the covariance is not fully
developed, we show in an explicit manner detail calculations and then we discuss the relativistic effects.
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1. Introducción

La teoŕıa de la transferencia radiativa fue desarrollada por S.
Chandrasekhar, en trabajos desarrollados entre 1944 a 1949,
y expuesta en su texto [14]; en esta teorı́a, se describe la dis-
persíon y absorcíon de la radiacíon electromagńetica por el
medio interestelar [12]. Dicha descripción se puede realizar
en la aproximacíon fenomenoĺogica usando la variable inten-
sidad espećıfica [7] o en la aproximación cineḿatica por me-
dio de la funcíon de distribucíon. En la actualidad el estudio
de la transferencia radiativa se presenta en diferentes campos
de investigacíon como son astrofı́sica relativista, cosmologı́a,
geof́ısica, entre otros. Precisamente debido a su gran apli-
cabilidad en diferentes y variados campos de investigación,
actualmente la transferencia radiativa constituye en sı́ misma
un campo de investigación a nivel ańalitico y computacional;
surge tambíen un creciente interés en el estudio de los aspec-
tos relativistas del transporte de radiación debido a la nece-
sidad de considerarlos en el modelamiento y estudio de am-
bientes realistas, dada su gran influencia en tales modelos, co-
mo lo son el estudio de atḿosferas terrestres y/o estelares, o la
corroboracíon de teoŕıas acerca de la radiación detectada por
los telescopios de rayos-X CHANDRA y XMM-NEWTON.

Aunque existe excelente bibliografı́a sobre transferencia ra-
diativa [1, 7, 11, 13], el carácter covariante de la misma es
apenas mencionado, y los cálculos intermedios para su res-
pectiva determinación o demostración no son desarrollados
expĺıcitamente, raźon por la cual el presente trabajo resulta
ser un complemento a dicha bibliografı́a, al desarrollar ex-
plı́citamente los ćalculos, adeḿas de discutir acerca de las
restricciones que se presentan en el transporte relativista de
radiacíon y ćomo, a pesar de la covarianza, resultan notorios
los efectos relativistas especiales.

El presente trabajo se desarrolla comenzando con una in-
troduccíon a la transferencia radiativa (Sec. 2), donde se ex-
plica la metodoloǵıa de obtencíon de la ecuación cĺasica y
las limitaciones que son impuestas en el estudio del transpor-
te de radiacíon no polarizada; posteriormente en la Sec. 3 se
discute la generalización de la ecuación covariante de Boltz-
mann y los efectos relativistas especiales que se presentan al
tener en cuenta el movimiento de la materia con la cual in-
teract́ua la radiacíon. Porúltimo, en la Sec. 4 se realizan los
cálculos intermedios para mostrar el carácter invariante rela-
tivista especial de la ecuación de transferencia radiativa y se
distinguen los efectos relativistas que se presentan.
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2. Transferencia radiativa clásica

La transferencia radiativa (o transporte de radiación) descri-
be la interaccíon de la radiacíon al propagarse por un me-
dio, teniendo en cuenta el punto de vista cuántico, en t́ermi-
nos de cantidades macroscópicas. Por lo tanto, la transfe-
rencia radiativa proporciona información de los efectos ma-
crosćopicos de procesos cuánticos entre la radiación y la ma-
teria [4,7,12].

Para el estudio del proceso de transporte de radiación se
determina la cantidad de energı́adEν por unidad de frecuen-
cia dν, que est́a atravesando un elemento de superficiedA
con vector normaln, en el puntop (tal como se muestra en
la Fig. 1), en un intervalo de tiempodt, donde la radiación
est́a contenida en uńangulo śolido dΩ alrededor de la direc-
ción de propagaciónk [3], es decir,

dEν = Iν dAdt dΩdν n ¦ k, (1)

= Iν dAdt dΩdν cos(α),

donde laintensidad especı́fica Iν es una variable que da in-
formacíon de los efectos macroscópicos de la interacción de
la radiacíon (i.e., la enerǵıa), al fluir a trav́es de la mate-
ria [1, 7, 13]. Debido a que esta variación dEν depende del
punto, direccíon, frecuencia y tiempo de interacción, enton-
ces la intensidad especı́fica se podŕa escribir como

Iν ≡ I(r,k; t, ν), (2)

es decir, la intensidad especı́fica va a dependerá de la posi-
ción (r), del momento del fot́on [p = (hν/c)k] y del tiempo
de interaccíon (t). Aśı la transferencia radiativa se puede ver
como el cambio en la función de distribucíon f(r,p; t) de
fotones al recorrer el espacio de fase en un tiempo (t) [6].

La manera de relacionar la intensidad especı́fica con la
función de distribucíon viene dada por

I(r,k; t, ν) =
2hν3

c2
f(r,p; t), (3)

donde la multiplicacíon por un factor de2 corresponde a
los dos posibles estados independientes de polarización del
campo de radiación [9]. Por lo tanto, la variación de la in-
tensidad especı́fica Iν ó equivalentemente el cambio de la
función de distribucíonf(r,p; t) representa la manifestación
macrosćopica del transporte de radiación a trav́es de la mate-
ria.

2.1. Ecuacíon de transferencia radiativa

Para determinar la variación de la intensidad especı́fica al
propagarse por un medio, se analiza el cambio de energı́a
en un rayo debido a interacciones al recorrer una distancia
ds. Por esta raźon es necesario considerar un cilindro deárea
dA′ (en las “tapas”) y longitud infinitesimalds, alrededor del
rayo (Fig. 2) [22], y se calcula el cambio del flujo de energı́a
del campo de radiación entre el haz incidente al cilindro y el
haz emergente de este [7].

FIGURA 1. Transporte de radiación en el puntop del elemento de
áreadA.

FIGURA 2. Trayectoria de rayo de radiación.

Debido a que en general la radiación no se propaga en
la misma direccíon a la normal al elemento déarea dA
de la Fig. 1, se considera un cilindro en dirección n′, con
áreadA′ (en las tapas del cilindro) y longitudds, donde
dA′ = dA cos(α) es la proyeccíon del elemento déarea del
material sobre el plano definido por el vector normaln′, de
manera que los elementos deáreadA y dA′ est́an relaciona-
dos seǵun la direccíon de propagación de la radiacíon.

De esta forma la variación de la intensidad especı́fi-
ca al recorrer una distanciads, debido a las interacciones
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g(r,k; t, ν), est́a dada por

dI(r,k; t, ν)
ds

≡ dr
ds
· ∂I(r,k; t, ν)

∂r
+

dk
ds
· ∂I(r,k; t, ν)

∂k

+
dt

ds

∂I(r,k; t, ν)
∂t

+
dν

ds

∂I(r,k; t, ν)
∂ν

=g(r,k; t, ν), (4)

donde el significado fı́sico de cada uno de los términos de
la Ec. (4) es el siguiente: (dr/ds) es la direccíon de propa-
gacíon del campo de radiación (i.e., k); (dk/ds) es el cam-
bio en la direccíon de propagación en el momento en que es
transportada; (dt/ds) expresa el inverso de la velocidad de
los fotones [16]; y (dν/ds) representa el corrimiento en la
frecuencia del campo a medida que se desplaza una distancia
ds. El términog(r,k; t, ν) representa las interacciones entre
la radiacíon y la materia, y por lo tanto dichas interacciones
son simplemente un tipo o combinaciones de procesos como
absorcíon, emisíon y/o dispersíon (ver Sec. 2.2 para los dife-
rentes tipos de interacción). De la relacíon (4) se puede ver
que al no presentarse interacción (i.e., g(r,k; t, ν) = 0) la
intensidad especı́fica es constante a lo largo de la trayectoria
del rayo.

La validez de la ecuación de transferencia (4) se restringe
a tratar al campo de radiación como una colección de part́ıcu-
las cĺasicas puntuales, donde el carácter cúantico de la des-
cripción se presenta en la interacción entre la radiación y la
materia (e.g., absorcíon de fotones poŕatomos, que resulta
enátomos excitados o ionizados) y no en cuantizar el campo
electromagńetico [10]. Por otro lado, al asumir que el trans-
porte de radiación se realiza por medio de rayos, implica que
esta descripción olvida efectos tales como difracción, interfe-
rencia y reflexíon, ya quéestos son efectos ondulatorios de la
radiacíon y no se pueden describir en esta aproximación [11].

Debido a las limitaciones al despreciar efectos refracti-
vos, el t́ermino referente al cambio en la dirección de pro-
pagacíon se omite, aunquéeste debe ser incluido cuando se
utilicen coordenadas curvilı́neas o se presente doblamiento
gravitacional de la luz, ası́ el transporte de radiación sea en
un medio no refractivo [21]. Adeḿas de la anterior limita-
ción, en transferencia radiativa clásica se asume que la mate-
ria con la cual esta interactuando el campo de radiación se en-
cuentra en reposo y no hay presentes campos gravitacionales
intensos, es decir, no se tienen en cuenta efectos relativistas
especiales ni generales, de manera que no hay corrimiento en
la frecuencia a medida que el fotón se desplaza.

Por lo tanto, la ecuación de transferencia radiativadIν/ds
[Ec. (4)] para un medio no refractivo, sin efectos relativistas
y en coordenadas curvilı́neas, es

dIν

ds
=

1
c

∂Iν

∂t
+

{{
k ¦∇r

}
+

{dk
ds

¦∇k

}}
Iν=gν(r,k; t), (5)

donde los t́erminos∇r y ∇k denotan diferenciación con res-
pecto a la posición y a los cosenos directores dek, respecti-
vamente.

Como las coordenadas rectangulares son un caso espe-
cial de las coordenadas curvilı́neas, la expresión (5) en ese

sistema de coordenadas omite el tercer término, ya que la di-
reccíon de la base no cambia a lo largo de la trayectoria dada
pords, por lo tanto, la conocida ecuación de transferencia ra-
diativa cĺasica en coordenadas rectangulares viene dada por

dIν

ds
=

1
c

∂Iν

∂t
+

{
k ¦ ∇r

}
Iν = gν(r,k; t). (6)

2.2. Interacción

Debido a que la transferencia radiativa da los aspectos ma-
crosćopicos de la interacción cúantica entre la radiación con
la materia,́esta es insuficiente para describir interacciones en-
tre los fotones, y las interacciones que se presentan se res-
tringen al caso que la trayectoria seguida por el fotón entre
interacciones es una linea recta y se desplaza con una veloci-
dad igual a la del vacı́o c, i.e., se asume a la materia como un
polvo de electrones ýatomos, y por lo tanto las interacciones
son simplemente un tipo o combinaciones de procesos como:

emisíon estimulada

emisíon espont́anea

absorcíon

dispersíon,

donde la diferencia entre la emisión espont́anea y la estimu-
lada radica en que la primera es independiente del campo de
radiacíon, por lo tanto es simplemente una fuente de energı́a.
Cuando los fotones no siguen trayectorias rectas entre las co-
lisiones, adeḿas de tener en cuenta las anteriores interaccio-
nes, se deben incluir efectos de refracción, donde eĺındice de
refraccíon vaŕıe continuamente con respecto a la posición, y
la trayectoria del fot́on es una curva [11].

Aunque la transferencia radiativa sea una aproximación
al estudio de la interacción de la radiacíon con la materia,
ésta es una gran herramienta que permite estudiar ambien-
tes y condiciones que no se pueden realizar en un laboratorio
terrestre. Algunas de sus aplicaciones en astrofı́sica son el es-
tudio y modelamiento de la transferencia radiativa a través de
atmósferas estelares, de galaxias llenas de polvo [17], y en un
proceso de acreción [18,19]; y en el campo cosmológicoe.g.
son el estudio del efecto Sunyaev - Zel´dovich [2].

3. Transferencia radiativa relativista especial

Debido a que en general la materia con la cual interactúa la
radiacíon no esta en reposo, para describir completamente
la transferencia radiativa en estos casos, se deben incluir los
efectos que induce dicho movimiento. Al tener en cuenta el
que la materia esté en movimiento constante, se debe hacer
referencia con respecto a cuál observador se está analizan-
do la transferencia de radiación. Por ello se consideran dos
observadores, uno euleriano (laboratorio) y otro lagrangia-
no (coḿovil, i.e., moviéndose atado a la materia), de manera
equivalente a como se definen en mecánica de fluidos [5].
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Ya que estos dos observadores se relacionan vı́a las transfor-
maciones de Lorentz y partiendo de la Sec. 2, en la cual se
analiźo la transferencia radiativa cuando la materia estaba en
reposo con respecto a un observador,i.e., la determinada por
un marco (u observador) lagrangiano, se analiza la transfe-
rencia de radiación para un observador euleriano.

Como la f́ısica no puede depender del observador (i.e., el
sistema de referencia [13,15]), se debe escribir la ecuación de
transferencia radiativa de manera covariante, es decir, que la
forma funcional sea invariante bajo transformaciones de Lo-
rentz. Para dicho propósito, y recurriendo de hecho de que la
transferencia radiativa es un caso particular de la fı́sica cińeti-
ca, se utiliza la generalización covariante de la ecuación de
Boltzmann [7]:

df(X,P)
dτ

≡ dxµ

dτ

∂f(X,P)
∂xµ

+
dpµ

dτ

∂f(X,P)
∂pµ

=G(X,P), (7)

dondexµ y pµ son las componentes de los correspondien-
tes cuadri-posición X (c-posicíon) y cuadri-momentoP (c-
momento) de la partı́cula (fot́on); y τ es el paŕametro af́ın
que usualmente es el tiempo propio.

La validez de la Ec. (7) implı́citamente asume que la fun-
ción de distribucíon f(X,P) es un invariante relativista. Al
expandir expĺıcitamente la anterior ecuación, hay una depen-
dencia de ocho parámetros (las cuatro componentes de la c-
posicíon más las cuatro componentes del c-momento) que
establece que la ecuación covariante de Boltzmann se des-
arrolla en un espacio de 8 dimensiones, pero debido a que
la norma del c-momento siempre es una caracterı́stica in-
herente del sistema (proporcional a la masa en reposom0,
la cual es un invariante relativista) establece una ligadura
P2 ≡ pµpµ = −m2

0c
2 [15], de manera que solo tres de las

cuatro componentes de c-momento son independientes, por
tal raźon la Ec. (7) al igual que su versión cĺasica (4) se res-
tringen a un espacio de 7 dimensiones.

Como las partı́culas que componen el campo de radiación
son fotones (partı́culas con masa en reposo cero) cuya velo-
cidad esc y tiempo propioτ nulo, en la Ec. (7) el parámetro
af́ın tiempo propio ya no es una variableútil y por ello se
emplea un nuevo parámetro af́ın η, el cual es la longitud de
trayectoria recorrida del fotón. Por lo tanto, la visión cińetica
covariante de la ecuación de transferencia radiativa es

dxµ

dη

∂f(X,P)
∂xµ

+
dpµ

dη

∂f(X,P)
∂pµ

= G(X,P), (8)

donde el c-momentoP del fotón se define como
pµ ≡ dxµ/dη, con η el paŕametro af́ın longitud de trayec-
toria recorrida del fot́on.

Debido a que la relatividad especialúnicamente ingresa
los efectos cineḿaticos entre observadores que se estén mo-
viendo a velocidad constante uno con respecto al otro, las
condiciones impuestas en la sección de transferencia radia-
tiva clásica acerca de que no hay fuerzas que afecten la tra-
yectoria del fot́on (conservación del momento), también son
validas en la visíon relativista especial y sus efectos serán que
el fotón se propague en una linea recta, pero con dirección,

longitud de onda y frecuencia (por la constancia de la veloci-
dad de la luz, el cambio en la frecuencia se debe compensar
con el cambio en la longitud de onda) que dependen del ob-
servador, por lo tanto el términodpµ/dη en (8) es cero (i.e.,
la conservacíon del c-momento). Entonces la ecuación cova-
riante de la transferencia radiativa no polarizada en un medio
no refractivo es

pµ ∂f(X,P)
∂xµ

= G(X,P). (9)

Como se menciońo, el caŕacter covariante bajoboostde
Lorentz de una ecuación significa que esta sea invariante en
su forma para observadores que están relacionados por una
transformacíon de Lorentz (boost). Por lo tanto, al demostrar
que la ecuación de transferencia radiativa, desde el punto de
vista cińetico es covariante [Ec. (9)] y teniendo en cuenta las
mismas condiciones tanto clásicas como relativistas especia-
les acerca de que no hay fuerzas que afecten la trayectoria
del fotón, i.e., la correspondiente conservación del momento
(desde el punto de vista clásico) y el c-momento (desde el
punto de vista relativista), al expandir elı́ndiceµ, y como las
componentes del c-momentoP sonpµ = hν(1, {1/c}k), se
obtiene la ecuación de transferencia radiativa clásica (6). Los
efectos cineḿaticos en este momento no aparecen, sino que
ellos van a hacerse relevantes al combinar los dos observado-
res.

3.1. Efectos relativistas

Como se menciońo en la Sec. 3, láunica manera de distinguir
los efectos relativistas es comparar lo que dos observadores
ven cuando cada uno se encuentra en un estado movimiento
diferente. Para el caso relativista especial los efectos obser-
vados son:

Aberracíon: la direccíon de propagación del fot́on de-
pende del estado de movimiento del observador.

Corrimiento Doppler: corrimiento en la frecuencia y
por lo tanto en la longitud de onda para compensar la
constancia de la velocidad del fotón.

Advectivo: arrastre del fotón por un medio en movi-
miento. En este punto se debe aclarar que el arrastre
del fotón no produciŕa que su velocidad de propaga-
ción sea mayor a la velocidad de la luz en el vacı́o (c),
ya que al propagarse un campo de radiación a trav́es de
un medio diferente al vacı́o (donde dicho medio se ca-
racteriza por uńındice de refracción n, tal quen > 1)
su velocidad de propagación esta dada porv = c/n, es
decir, que disminuye con respecto ac.

3.2. Término de interacción G(X,P)

Debido a que los feńomenos de interacción G(X,P) no pue-
den depender del sistema de referencia, ya que implicarı́a que
mientras un observador “ve” que se presenta una absorción,
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otro observador que está relacionado al anterior por medio
de una transformación de Lorentz observarı́a que la interac-
ción con el campo de radiación es una emisión estimulada.
Por lo tanto por el primer postulado de la relatividadla fı́sica
no depende del observador ni de su estado cinématico[15],
se entiende que los procesos fı́sicos que ocurren en la na-
turaleza son v́alidos para cualquier observador inercial, y lo
que sucede es que cada observador inercial observa el mismo
proceso f́ısico, pero con diferente valor numérico y direccíon,
por consiguiente es cuando los efectos cinemáticos descritos
en la seccíon anterior afectan los términos de interacción, en
el sentido que los mismos procesos fı́sicos son observados
por distintos marcos inerciales pero que suceden a distintos
valores de energı́a y de direccíon de propagación para cada
observador inercial.

4. Invariancia de la ecuacíon de transferencia
radiativa

La ecuacíon de transferencia radiativa clásica es invariante
bajo transformaciones de Lorentz, por lo tanto para mostrar
dicha invariancia se tiene que la ecuación de transferencia del
marco coḿovil (Σ′),

1
c

∂I ′

∂t′
+ k′ ¦ ∇′I ′ = g′, (10)

debe ser funcionalmente igual al del marco de laboratorio (Σ)

1
c

∂I

∂t
+ k ¦ ∇I = g, (11)

cuando los dos marcos (Σ′ y Σ) est́an relacionados por un
boosten direccíon arbitraria. La transformación de Lorentz
que relaciona dos marcos inerciales con velocidad relativa (v)
entre śı, es la transformación de Lorentz (boost) de velocidad
β (dondeβ ≡ v

c y β ≡| β |) y direccíon arbitraria [20]

Λµ′
ν =

(
γ −γ β

−γ β I + (γ − 1)β−2 β β

)
, (12)

por completez de la demostración se escribe explı́citamente
∂µ y Pµ, los cuales son

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
1
c

∂

∂t
,∇

)
, (13)

Pµ =
(

E

c
,P

)
=

hν

c
(1,k) . (14)

Recordando que un c-vector contravariantexµ′ en el sis-
tema de referenciaΣ′ est́a relacionado con su correspondien-
te c-vector covariantexν en el sistema de referenciaΣ por

xµ′ = Λµ′
ν xν , (15)

y para c-vectores covariantes

xµ′ = Λν
µ′xν , (16)

dondeΛµ′
ν Λα

µ′ = δα
ν es el śımbolo delta de Kronecker.

Retomando la transformación de Lorentz (12), y reempla-
zando los t́erminosβ por una notacíon vectorial ḿas conoci-
daβ, las transformaciones entre los marcosΣ−Σ′ y Σ′−Σ,
respectivamente, son

Λµ′
ν =

(
γ −γβ

−γβ I + (γ − 1)β−2ββ

)
(17)

y

Λν
µ′ =

(
γ γβ

γβ I + (γ − 1)β−2ββ

)
, (18)

siendoββ una diada,γ2 = (1− β2)−1 y β = v
c .

Para demostrar la invariancia de la ecuación de transfe-
rencia radiativa (6), primero se debe transformar el c-vector
divergencia [Ec. (13)] por medio de la transformación de Lo-
rentz, lo cual viene dado por

∂µ′ = Λα
µ′∂α, (19)

obteniendo para cada una de sus componentes

1
c

∂

∂t′
= γ

(
1
c

∂

∂t
+ β ¦ ∇

)
, (20)

∇′ = γβ
1
c

∂

∂t
+ ∇ + (γ − 1)β−2ββ ¦ ∇, (21)

y segundo se debe realizar la transformación de Lorentz del
c-vector momento del fotón [Ec. (14)], obteniendo para cada
una de sus componentes

ν′ = γν (1− β ¦ k) , (22)

k′ =
ν

ν′
(−γβ + k + (γ − 1)β−2ββ ¦ k

)
. (23)

Las expresiones desde la Ec. (20) hasta la Ec. (23), son
las necesarias para demostrar la invariancia de la ecuación de
transferencia radiativa, adicionalmente los efectos relativistas
corrimiento Doppler y aberración (Sec. 3.1) se pueden obser-
var en las transformaciones de cada una de las componentes
de c-vector momento del fotón, por lo tanto reagrupando y or-
denando los t́erminos se obtiene que el factor de corrimiento
entre las frecuenciasν′ y ν est́a dado por

ν′

ν
= γ(1− β ¦ k), (24)

y utilizandoβ−2 = γ2/γ2 − 1 en la Ec. (23), el efecto de
aberracíon entre las direcciones de propagaciónk′ y k viene
dado por

k′ =
ν

ν′

{
k− γβ

(
1− γβ ¦ k

γ + 1

)}
, (25)

una visíon gŕafica del comportamiento de estos efectos
[Ecs. (24) y (25)] se puede ver en el apéndice 5.

Utilizando la relacíon de la intensidad invarianteI [7], la
cual viene dada por

I ≡ I ′

ν′3
=

I

ν3
, (26)
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y la relacíon entre las frecuenciasν y ν′ [Ec. (24)], la expre-
sión entre las [Ec. (26)] intensidades en los marcos euleriano
y lagrangiano, quedan determinadas como

I ′ = γ3(1− β ¦ k)3I. (27)

Remplazando las cantidades en el marco comóvil por las
correspondientes al marco del laboratorio (las cuales se rela-

cionan v́ıa las transformaciones de Lorentz), se tiene que

1
c

∂

∂t′
I ′ + k′ ¦ ∇′I ′ = g′. (28)

Remplazando en la Ec. (28) los resultados de (21), (25) y (27)
se tiene

γ

(
1
c

∂

∂t
+ β ¦ ∇

) (
γ3(1− β ¦ k)3

)
I +

1
γ(1− β ¦ k)

×
(
k− γβ

(
1− γβ ¦ k

γ + 1

))
¦
(

∇ + γβ

(
1
c

∂

∂t
+

γ

γ + 1
ββ ¦ ∇

))

(
γ3(1− β ¦ k)3

)
I = g′. (29)

Suponiendo que no se presentan efectos de refracción o doblamiento gravitacional de la luz (ya que en el marco comóvil se
determina la ecuación de transferencia radiativa sin doblamiento gravitacional de la luzó refraccíon, en el marco de laboratorio
se debe observar lo mismo, debido a que la fı́sica para ambos observadores debe ser la misma), las variaciones deγ(1−β ¦ k)
son nulas,i.e., no se presentan. Por lo tanto factorizando el términoγ2(1− β ¦ k)2 en la expresíon (29) se encuentra

γ2(1− β ¦ k)
(

1
c

∂

∂t
+ β ¦ ∇

)
I +

(
k− γβ

(
1− γβ ¦ k

γ + 1

))
¦
(

∇ + γβ

(
1
c

∂

∂t
+

γ

γ + 1
β ¦ ∇

))
I = G, (30)

dondeG = g′/γ2(1− β ¦ k)2. Expandiendo los términos y agruṕandolos en un paréntesis con un factor coḿun (1/c)(∂I/∂t)
y uno con∇I se encuentra

1
c

∂I

∂t

(
γ2 − γ2β ¦ k + γk ¦ β − γ2β2 +

γ3β ¦ kβ2

γ + 1

)
+ k ¦ ∇I

+
(

γ2 − γ2β ¦ k +
γ2k ¦ β

γ + 1
− γ +

γ2(β ¦ k)
γ + 1

− γ3β2

γ + 1
+

γ4β2(β ¦ k)
(γ + 1)2

)
β ¦ ∇I = G. (31)

Simplificando por separado el primero y el segundo paréntesis se encuentra
(

γ2 − γ2β ¦ k + γk ¦ β − γ2β2 +
γ3β ¦ kβ2

γ + 1

)
= 1, (32)

y

γ2 − γ2β ¦ k +
γ2k ¦ β

γ + 1
− γ +

γ2(β ¦ k)
γ + 1

− γ3β2

γ + 1
+

γ4β2(β ¦ k)
(γ + 1)2

= 0, (33)

por lo tanto se obtiene la ecuación de transferencia radiativa
en el marco del laboratorio como

1
c

∂I

∂t
+ k ¦ ∇I = G, (34)

la cual es funcionalmente idéntica a la del marco
comóvil (28). De lo anterior se distingue que los efectos ci-
neḿaticos relativistas se presentan en la transformación de la
frecuencia y dirección de propagación, i.e., corrimiento Dop-
pler y aberracíon.

La anterior demostracióni muestra que tanto para un
observador euleriano como para un observador lagrangiano
(i.e., un marco de laboratorio y un marco comóvil, respecti-
vamente) determinan el mismo tipo de ecuación de transfe-
rencia radiativa, sin ninǵun efecto aparente de su estado de
movimiento. Por tal razon, en el estudio de procesos que in-
volucran la transferencia radiativa en medios en movimiento,
observadores moviéndose, se requiere de un marco mixto, es
decir, un marco donde las variables dependientes estén en el
marco de laboratorio y las variables independientes estén en
el marco de coḿovil.
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5. Conclusiones

La demostracíon de la invariancia relativista especial de la
ecuacíon de transferencia radiativa, encuentra que aun cuan-
do no existe ninǵun tipo de interacción entre la radiación y
la materia, se presentan los efectos relativistas de aberración
y corrimiento Doppler, como consecuencia de que la materia
est́e en movimiento y dichos efectos son independientes del
tipo de interaccíon entre la radiación y la materia; el presente
trabajo sirve como complemento y aclaración del por qúe de
la necesidad de marcos mixtos en el tratamiento relativista de
la ecuacíon de transferencia radiativa.

El efecto de corrimiento Doppler (factor de corrimien-
to) tiene un comportamiento irregular, ya que a medida que
la norma delboost tiende a su valor ḿaximo este va a ce-
ro cuando eĺangulo entre los observadores es cero, lo cual
muestra que cuando un observador va en la misma dirección
de propagación de la radiacíon y a medida que su velocidad
aumenta, este sistema observa que la frecuencia que mide y
la que tiene la radiación tienden a ser las mismas, esto se ob-
serva en la Fig. 5.

El efecto de aberración tiene un valor lı́miteπ a diferencia
del factor de corrimiento que puede variar hasta infinito. En la
Fig. 7 se observa que sin importar elángulo entre los observa-
dores a medida que la norma del boost aumenta la aberración
tiende a su valor lı́mite, siempre y cuando elángulo entre
los observadores sea diferente de cero. Adicionalmente en
la Fig. 8 se encuentra que el efecto de aberración es inde-
pendiente del boost cuando elángulo entre los observadores
es0 ó π.
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Apéndice

A. Comportamiento de los efectos de corrimien-
to doppler y aberración

A continuacíon se presenta el comportamiento de los efec-
tos relativistas de corrimiento Doppler (24) y aberración (25),
con respecto aĺangulo entre la dirección de propagaciónk y
el boostβ.

Corrimiento Doppler

El factor de corrimiento [Ec. (24)] está dado por

ν′

ν
=

1− β ¦ k√
1− β2

, (A.1)

donde el t́erminok indica la direccíon de propagación de la
radiacíon. Debido a que en la Ec. (A.1) se presenta el pro-
ducto escalarβ ¦ k, el factor de corrimiento depende de las
variables independientesβ ≡| β | y θ, siendoθ el ángulo
entre la direccíon de propagación k y el boostβ, de manera
que la expresión (A.1) se puede escribir como

ν′

ν
=

1− β cos(θ)√
1− β2

, (A.2)

donde se ha tomado que la norma del vector dirección de pro-
pagacíon | k | es igual a la unidad [8]. El comportamiento del
factor de corrimiento (A.2) se puede observar en la Fig. 3.

Una visíon detallada del comportamiento del factor de
corrimiento (Fig. 3) se puede observar en la Fig. 4 (boost
constantes en magnitud) y en la Fig. 5 (ángulos constantes).

En la Fig. 4 se observa cómo el factor de corrimiento para
unboostigual a cero es igual a la unidad, ya que esto significa
que son dos sistemas que están en reposo relativo entre sı́, pe-
ro que sus ejes pueden estar rotando unánguloθ entre ellos.
Para unboostdiferente de cero (e.g., β = 0.5 ó β = 0.99)
se puede observar como el factor de corrimiento no sólo va
a depender de la norma de la velocidad relativa entre los sis-
temas inerciales sino de su dirección de manera que el factor

FIGURA 3. Comportamiento del factor de corrimiento con respecto
a la norma delboost| β | y el ánguloθ.

FIGURA 4. Comportamiento del factor de corrimiento aboost
constantes.
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FIGURA 5. Comportamiento del factor de corrimiento aángulos
constantes.

ν′/ν crece a medida que la norma delboosty su direccíon
tienden hacia sus valores extremos, respectivamente.

En la Fig. 5 se observa cómo el factor de corrimiento para
un ánguloθ igual a cero tiende a cero, ya que esto significa
dos sistemas que se encuentran dirigidos en la misma direc-
ción, pero a medida que aumenta la velocidad relativa entre
ellos la frecuencia de la radiación que ve uno de ellos tiende a
ser nula, ya que uno de los sistemas al aumentar su velocidad
relativa respectó al otro sistema, se aproximarı́a a la velocidad
de propagación de la onda por lo que no verı́a ninguna onda,
por lo tanto el factor de corrimiento entre los observadores
seria nulo. Para uńangulo diferente de cero (e.g., θ = π/2
ó θ = π/4) como el factor de corrimiento crece rápidamente
a medida que la velocidad relativa entre los sistemas tiende a
la unidad.

Aberraci ón

El término de aberración [Ec. (25)] viene dado por

k′ =
ν

ν′

{
k− γβ

(
1− γβ ¦ k

γ + 1

)}
, (A.3)

donde el t́erminok indica la direccíon de propagación de la
radiacíon. Debido a que en la Ec. (A.3) se presenta el pro-
ducto escalarβ ¦ k, el término de aberración depende de las
variables independientesβ ≡| β | y θ, siendoθ el ángulo
entre la direccíon de propagación k y el boostβ, de manera
que la expresión (A.3) se puede escribir como

k′ =
ν

ν′

{
k− γβ

(
1− γβ cos(θ)

γ + 1

)}
. (A.4)

Como el efecto relativista de aberración Ec. (A.4), es real-
mente un efecto relativista sobre elángulo entre la dirección
de propagaciónk y el boostβ ya que la norma del vector di-
reccíon de propagación (ya sea| k | como| k′ |) es siempre
igual a la unidad [8], al realizar el producto punto a ambos
lados de la igualdad de la ecuación (A.4) conβ se obtiene
que

β ¦ k′ =
ν

ν′
β ¦

{
k− γβ

(
1− γβ cos(θ)

γ + 1

)}
, (A.5)

definiendo aθ′ el ángulo entrek′ y el boost, la relacíon (A.5)
queda de la forma

cos(θ′) =
ν

ν′

{
cos(θ) − γβ

(
1− γβ cos(θ)

γ + 1

)}
, (A.6)

y reemplazando el factor de corrimiento (A.2) en la relación
(A.6), se encuentra que el efecto de aberración es

cos(θ′) =
cos(θ)− β

1− β cos(θ)
, (A.7)

donde se ha utilizado queγ2β2 = γ2−1. El comportamiento
del efecto de aberración (A.7) se puede observar en la Fig. 6.

Una visíon detallada del comportamiento del efecto de
aberracíon (Fig. 6) se puede observar en la Fig. 7 (boost cons-
tantes en magnitud) y en la Fig. 8 (ángulos constantes).

FIGURA 6. Comportamiento del efecto de aberración con respec-
to a la norma delboost(| β |) y θ el ángulo entre la dirección de
propagacíonk y el boostβ.

FIGURA 7. Comportamiento del efecto de aberración aboostcons-
tantes.
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FIGURA 8. Comportamiento del efecto de aberración a ángulos
constantes.

En la Fig. 7 se observa cómo el efecto de aberración para
un boost nulo es igual a la unidad, ya que esto significa que
son dos sistemas que están en reposo relativo entre si, pero
que sus ejes pueden estar rotando unánguloθ entre ellos. Pa-
ra unboostdiferente de cero (e.g., β = 0.5 ó β = 0.99) se
puede observar como el efecto de aberración no solo va a de-
pender de la norma de la velocidad relativa entre los sistemas
inerciales sino de su dirección de manera que la aberraciónθ′

crece hacia su valor lı́imite a medida que la norma delboost
y su direccíon (i.e.,β y θ, respectivamente) tienden hacia sus
valores extremos, respectivamente.

En la Fig. 8 se observa como el efecto de aberración para
unánguloθ igual a0 ó π es independiente de la velocidad re-
lativa entre los marcos de referencia (i.e., el boost), mientras
que paráangulos con valor diferente a los anteriores valores
(e.g.,θ = π/2 ó θ = π/4) la aberracíon θ′ crece hacia su
valor ĺıimite a medida que la norma del boost y su dirección
(i.e.,β y θ, respectivamente) tienden hacia sus valores extre-
mos, respectivamente.

B. Método directo

De acuerdo con (10), la ecuación de transferencia radiativa se
puede escribir como:

kµ∂µI = g. (B.1)

Dada la invarianza deI y g, una manera compacta de demos-
trar la invarianza de la ecuación de transferencia radiativa es
mostrar que el operador

kµ∂µ, (B.2)

es invariante. Para ello se consideran las reglas de transfor-
macíon

kµ = Λµ
ρ′k

ρ′ , (B.3)

∂µ = Λσ′
µ ∂σ′ , (B.4)

dondeΛ es una transformación ortogonal cońalgebra

Λµ
σ′Λ

ρ′
µ = δρ′

σ′ . (B.5)

La transformacíonΛ contiene como caso particular losboost
de Lorentz. De está manera es directo mostrar que

kµ∂µ = kρ′∂ρ′ , (B.6)

con lo cual se muestra de una manera directa la invarianza de
la ecuacíon de transferencia radiativa. Sin embargo, dado el
caŕacter educativo que pretende el artı́culo, nuestro enfoque
se realza ḿas sobre los efectos cinématicos y su interpreta-
ción f́ısica, dado que en los libros de texto y en la bibliografı́a
especializada se dejan de lado y no se explotan a fondo sus
riquezas.

∗. Presentedireccíon: AIfA Bonn, Germany.

i. Otra manera de demostrar la invarianza de la ecuación de trans-
ferencia radiativa (10) aunque de manera más directa y com-
pacta es la consignada en el apéndice 5.
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