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Con el fin de introducir de una manera clara y directa a los estudiantes de pregréslozew'é astronofa en el tema de la transferencia
radiativa, se realiza una revisi pedaggica explicando la manera de obtener la ecwadiee transferencia radiativa, sus restricciones y los
diferentes tipos de intera@si presentes entre la radianiy la materia. Debido a que en la literatura encontrada sobre transferencia radiativa
la covarianza no es eXpltamente desarrollada, se hace necesario mostrar de mandcit@xps @lculos en detalle y discutir sobre los
efectos relativistas especiales.

Descriptores: Transferencia radiativa; relatividad especial.

The purpose is to introduce in a clear and direct way the students of undergraduate courses in physics and/or astronomy to the subject ¢
radiative transfer. A pedagogical revision is made in order to obtain the radiative transfer equation, its restrictions and the different types of
interactions present between the radiation and the matter. Because in the classical literature about radiative transfer the covariance is not full
developed, we show in an explicit manner detail calculations and then we discuss the relativistic effects.

Keywords: Radiative transfer; special relativity.

PACS: 95.30.-k; 95.30.Jx; 03.30.+p; 42.68.Ay

1. Introduccion Aunque existe excelente bibliografsobre transferencia ra-

La teoiia de la transferencia radiativa fue desarrollada por Sdiativa [1.7,11,13], el cacter covariante de la misma es
P enas mencionado, y loélculos intermedios para su res-

Chandrasekhar, en trabajos desarrollados entre 1944 a 19 Lictiva determinadin o demostradin no son desarrollados

y erxgl:]estaben rsu rt]eé(tol[lf];d(ian%sta} tat;?s?nde:%cinbe Iardlls— explicitamente, raan por la cual el presente trabajo resulta
persbn y absoran de la radiadn electromagetica por e ser un complemento a dicha bibliogiafal desarrollar ex-

medio interestelar [12]. Dicha descripai se puede realizar plicitamente los &@lculos, aders de discutir acerca de las

en la aproximad@n fenomendgica usando la variable inten- - .
sidad eps dtica [7] o en la a rgximaéin cinendtica por me restricciones que se presentan en el transporte relativista de
P P P radiacbn y cdmo, a pesar de la covarianza, resultan notorios

dio de la funcdn Qe dIS_tI’Il‘:)u(IDn. En la actuahd_ad el estudio los efectos relativistas especiales.

de la transferencia radiativa se presenta en diferentes campos

de investigadn como son astridica relativista, cosmoladag, El presente trabajo se desarrolla comenzando con una in-
geofisica, entre otros. Precisamente debido a su gran apliroduccbn a la transferencia radiativa (Sec. 2), donde se ex-
cabilidad en diferentes y variados campos de invesfigaci plica la metodologa de obtendin de la ecuaén clasica y
actualmente la transferencia radiativa constituyeiemisma  las limitaciones que son impuestas en el estudio del transpor-
un campo de investigam a nivel a@litico y computacional; te de radiadn no polarizada; posteriormente en la Sec. 3 se
surge tamk#n un creciente intés en el estudio de los aspec- discute la generaliza@n de la ecuaéin covariante de Boltz-

tos relativistas del transporte de rad@cidebido a la nece- mann y los efectos relativistas especiales que se presentan al
sidad de considerarlos en el modelamiento y estudio de antener en cuenta el movimiento de la materia con la cual in-
bientes realistas, dada su gran influencia en tales modelos, deractia la radiadn. Pordltimo, en la Sec. 4 se realizan los
mo lo son el estudio de afieferas terrestres y/o estelares, o lacalculos intermedios para mostrar el@eter invariante rela-
corroboraddn de teotas acerca de la radidci detectada por tivista especial de la ecud@ci de transferencia radiativa y se
los telescopios de rayos-X CHANDRA y XMM-NEWTON. distinguen los efectos relativistas que se presentan.
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2. Transferencia radiativa clasica

La transferencia radiativa (o transporte de radiardescri-
be la interacén de la radiad@n al propagarse por un me-
dio, teniendo en cuenta el punto de vistamiico, en érmi-
nos de cantidades macrégicas. Por lo tanto, la transfe-
rencia radiativa proporciona informaci de los efectos ma-
cros®picos de procesos anticos entre la radia@n y la ma-
teria [4,7,12].

Para el estudio del proceso de transporte de rdiiasz
determina la cantidad de en@agFE, por unidad de frecuen-
cia dv, que esi atravesando un elemento de superfitie
con vector normah, en el puntop (tal como se muestra en
la Fig. 1), en un intervalo de tiempti, donde la radiaéin
esh contenida en uangulo $lido df? alrededor de la direc-
cion de propagadnk [3], es decir,

dE, = 1,dAdtdQdvn.k, (1)
= I, dAdtdQddv cos(a),

donde laintensidad espéfica I, es una variable que da in- Figura 1. Transporte de radiai en el puntg del elemento de
formacibn de los efectos macrdggicos de la interacén de  zreadA.

la radiacon (.e. la energg), al fluir a traés de la mate-
ria [1, 7, 13]. Debido a que esta varianidE, depende del
punto, direcddn, frecuencia y tiempo de intera6ni, enton-
ces la intensidad espéica se poda escribir como

II/ = I(r7 k; t? V)? (2)

es decir, la intensidad espfica va a dependarde la posi-
cion (r), del momento del fd@n [p = (hv/c)k] y del tiempo
de interacdn (). Asi la transferencia radiativa se puede ver
como el cambio en la funén de distribudn f(r,p;t) de
fotones al recorrer el espacio de fase en un tiempi6].

La manera de relacionar la intensidad e$fie con la
funcion de distribudn viene dada por

2hv3
I(I‘J(;t,l/): CTf(rap;t)v (3)

donde la multiplicadn por un factor de corresponde a
los dos posibles estados independientes de polabizalg!
campo de radiabn [9]. Por lo tanto, la variadn de la in-
tensidad espéfica I, 6 equivalentemente el cambio de la
funcion de distribudn f(r, p; t) representa la manifestaci
macrosoépica del transporte de radiaaia traes de la mate-
ria.

FIGURA 2. Trayectoria de rayo de radi&ai.

Debido a que en general la radi@gino se propaga en
la misma direcd@n a la normal al elemento dareadA

Para determinar la varid@mi de la intensidad espéica al  de la Fig. 1, se considera un cilindro en diréecch’, con
propagarse por un medio, se analiza el cambio de &nergareadA’ (en las tapas del cilindro) y longituds, donde
en un rayo debido a interacciones al recorrer una distancidd’ = dA cos(«) es la proyecdin del elemento darea del
ds. Por esta raan es necesario considerar un cilindroadea ~ Material sobre el plano definido por el vector normglde
dA’ (en las “tapas”) y longitud infinitesimals, alrededor del Manera que los elementos @eadA y dA" esén relaciona-
rayo (Fig. 2) [22], y se calcula el cambio del flujo de efiarg dos segn la direcodn de propagadn de la radiadin.

del campo de radiagh entre el haz incidente al cilindro y el De esta forma la variagh de la intensidad espée
haz emergente de este [7]. ca al recorrer una distanciés, debido a las interacciones

2.1. Ecuacon de transferencia radiativa
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SOBRE LA ECUACON DE TRANSFERENCIA RADIATIVA RELATIVISTA ESPECIAL 39

g(r,k;t,v), est dada por sistema de coordenadas omite el teréemino, ya que la di-
reccbn de la base no cambia a lo largo de la trayectoria dada
di(r,k;t,v) _dv 9l(rkit,v) dk OI(r kit v) por ds, por lo tanto, la conocida ecuéci de transferencia ra-
ds ds Jr ds ok diativa chsica en coordenadas rectangulares viene dada por
dt 0I(r,k;t,v) dvol(r,k;t,v)
— — = k;t 4 dl, 101,
+ ds ot + ds ov g(r kit v), (4) v +{k .V}, =g,(r.kt). (6)

donde el significadoifico de cada uno de logérminos de .
la Ec. (4) es el siguientedf/ds) es la direcdn de propa- 2-2- Interaccion
gacbn del campo de radigm (.e., k); (dk/ds) es el cam-

bio en la direcdn de propagabn en el momento en que es
transportada;d¢/ds) expresa el inverso de la velocidad de

Debido a que la transferencia radiativa da los aspectos ma-
cros®picos de la interacén clantica entre la radiagh con

L la materiagsta es insuficiente para describir interacciones en-
los fotones [16]; y {v/ds) representa el corrimiento en la . .
tre los fotones, y las interacciones que se presentan se res-

frecuencia del campo a medida que se desplaza una distan%;%gen al caso que la trayectoria seguida por @ricentre
ds. El terminog(r, k; ¢, v) representa las interacciones entre.

o . . ; . interacciones es una linea recta y se desplaza con una veloci-
la radiacon y la materia, y por lo tanto dichas interacciones

. . o dad igual a la del vdo ¢, i.e., se asume a la materia como un
son simplemente un tipo o combinaciones de procesos comg . . .

, - . . . polvo de electrones§omosy por lo tanto las interacciones
absorcdn, emisdn y/o dispersin (ver Sec. 2.2 para los dife-

. . L . son simplemente un tipo o combinaciones de procesos como:
rentes tipos de interad@m). De la reladn (4) se puede ver P P P

que aI. no presentarse interamei(.e., g(r,k;t,v) = 0) la . = emisbn estimulada

intensidad espéfica es constante a lo largo de la trayectoria

del rayo. = emisbn esporéinea
La validez de la ecuadn de transferencia (4) se restringe .

atratar al campo de radi@ei como una colecéh de paficu- = absorodn

las chsicas puntuales, donde el @eter cé@ntico de la des-
cripcion se presenta en la intera@cientre la radiadin y la

materia €.9, absoradn de fotones poatomos, que resulta gonde Ia diferencia entre la endisi esporinea y la estimu-
enatomos excitados o ionizados) y no en cuantizar el campgga radica en que la primera es independiente del campo de
electromagatico [10]. Por otro lado, al asumir que el trans- radiacpn, por lo tanto es simplemente una fuente de éaerg
porte de radiacin se realiza por medio de rayos, implica quecyando los fotones no siguen trayectorias rectas entre las co-
esta descripéin olvida efectos tales como difradai, interfe-  isiones, aderaas de tener en cuenta las anteriores interaccio-
rencia y reflexon, ya queestos son efectos ondulatorios de lapes se deben incluir efectos de refraocidonde eindice de
radiacbn y no se pueden describir en esta aproximafl1].  refraccbn vaie continuamente con respecto a la pdsiciy
Debido a las limitaciones al despreciar efectos refractijy trayectoria del fan es una curva [11].
vos, el rmino referente al cambio en la direagide pro- Aunque la transferencia radiativa sea una aproxiomaci
pagacdbn se omite, aunqueste debe ser incluido cuando se 5| estudio de la interadon de la radiaéin con la materia,
utilicen coordenadas curitleas o se presente doblamientoagig es una gran herramienta que permite estudiar ambien-
gravitacional de la luz, &l transporte de radiamn sea en  tegy condiciones que no se pueden realizar en un laboratorio
un medio no refractivo [21]. Adeés de la anterior limita-  terrestre. Algunas de sus aplicaciones en dsioafson el es-
cion, en transferencia radiativeasica se asume que la mate- t,gig y modelamiento de la transferencia radiativa aésale
ria con la cual esta interactuando el campo de radifese en-  gtpsferas estelares, de galaxias llenas de polvo [17], y en un

cuentra en reposo y no hay presentes campos gravitacional§gceso de acren [18,19]; y en el campo cosniglicoe.g.
intensos, es decir, no se tienen en cuenta efectos relativistagn, | estudio del efecto Sunyaev - Zel dovich [2].

especiales ni generales, de manera que no hay corrimiento en

la frecuencia a medida que el éot se desplaza. . Lo . .
Por lo tanto, la ecuath de transferencia radiativd, /ds 3. Transferencia radiativa relativista especial

[Ec. (4)] para un medio no refractivo, sin efectos relativista

y en coordenadas curinleas, es

= dispersbn,

"Debido a gue en general la materia con la cual intéeata
radiacbn no esta en reposo, para describir completamente
dI, 10I, dk la transferencia radiativa en estos casos, se deben incluir los
ds ¢ ot +{{k-vr}+{d$'vk}}fvzgv(r’ kit), (5)  efectos gue induce dicho movimiento. Al tener en cuenta el

gue la materia eéten movimiento constante, se debe hacer
donde losérminosV, y V. denotan diferenciadn conres-  referencia con respecto aawbservador se estanalizan-
pecto a la posi€in y a los cosenos directores Kerespecti-  do la transferencia de radiaci. Por ello se consideran dos
vamente. observadores, uno euleriano (laboratorio) y otro lagrangia-
Como las coordenadas rectangulares son un caso esp® (conovil, i.e., moviéndose atado a la materia), de manera
cial de las coordenadas cuiwiéas, la expresh (5) en ese equivalente a como se definen en @gica de fluidos [5].

Rev. Mex. is. E54 (1) (2008) 3746



40 M.F. DUQUE D., L. CASTANEDA C. Y C.A. DUQUE D.

Ya que estos dos observadores se relacioiafas transfor-  longitud de onda y frecuencia (por la constancia de la veloci-

maciones de Lorentz y partiendo de la Sec. 2, en la cual sgad de la luz, el cambio en la frecuencia se debe compensar

analizd la transferencia radiativa cuando la materia estaba econ el cambio en la longitud de onda) que dependen del ob-

reposo con respecto a un observader, la determinada por servador, por lo tanto eétminodp* /dn en (8) es ceroife,

un marco (u observador) lagrangiano, se analiza la transféa conservadn del c-momento). Entonces la ecuactova-

rencia de radiadin para un observador euleriano. riante de la transferencia radiativa no polarizada en un medio
Como la fsica no puede depender del observader, €l  no refractivo es

sistema de referencia [13,15]), se debe escribir la ebnats

transferencia radiativa de manera covariante, es decir, que la

forma funcional sea invariante bajo transformaciones de Lo-

rentz. Para dicho pr@sito, y recurriendo de hecho de que la  Como se mencidn el caécter covariante bajooostde

o af (X, P)

= G(X.P), ©)

transferencia radiativa es un caso particular desled cireti-  Lorentz de una ecuam significa que esta sea invariante en

ca, se utiliza la generalizawi covariante de la ecudci de  su forma para observadores queaestelacionados por una

Boltzmann [7]: transformadn de Lorentzl§oos). Por lo tanto, al demostrar
df(X,P) _ da* Of(X,P) dp" Of(X,P) que la ecuadin de transferencia radiativa, desde el punto de

=G(X,P), (7) Vvista ciretico es covariante [Ec. (9)] y teniendo en cuenta las
dr dr  Oz# dr  Op#* . oy L - .
mismas condiciones tantcaslicas como relativistas especia-

dondez* y p* son las componentes de los correspondienies acerca de que no hay fuerzas que afecten la trayectoria
tes cuadri-posiéin X (c-posicbn) y cuadri-moment® (c-  del foton,i.e, la correspondiente conservacidel momento
momento) de la paitula (fobn); y 7 es el paametro ain  (desde el punto de vista&dico) y el c-momento (desde el
gue usualmente es el tiempo propio. punto de vista relativista), al expandirietlice, y como las

La validez de la Ec. (7) imptitamente asume que la fun- componentes del c-momerniosonp” = hv(1,{1/c}k), se
cion de distribudn f(X,P) es un invariante relativista. Al obtiene la ecuadn de transferencia radiativeésica (6). Los
expandir exgkitamente la anterior ecudei, hay una depen- efectos cineraticos en este momento no aparecen, sino que
dencia de ocho pametros (las cuatro componentes de la c-ellos van a hacerse relevantes al combinar los dos observado-
posicbn mas las cuatro componentes del c-momento) quées.
establece que la ecuaai covariante de Boltzmann se des-
arrolla en un espacio de 8 dimensiones, pero debido a qu&l. Efectos relativistas
la norma del c-momento siempre es una carattea in-
herente del sistema (proporciona| a la masa en repaso Como se mencianen la Sec. 3, l&nica manera de diStingUir
la cual es un invariante relativista) establece una ligadurps efectos relativistas es comparar lo que dos observadores
P? = p'p, = —mic® [15], de manera que solo tres de las Ven cuando cada uno se encuentra en un estado movimiento
cuatro Componentes de c-momento son independientesl p@iferente. Para el caso I’e|atiViSta eSpeCia| IOS efectOS Obser'
tal razn la Ec. (7) al igual que su vetsi clasica (4) se res- vados son:
tringen a un espacio de 7 dimensiones. ; . N i

Como las paitulas que componen el campo de radiaci = Aberracdn: la direcobn de propagaon del fobn de-
son fotones (paitulas con masa en reposo cero) cuya velo- pende del estado de movimiento del observador.
cidad es: y tiempo propior nulo, en la Ec. (7) el pametro
afin tiempo propio ya no es una variahlél y por ello se
emplea un nuevo pametro aiin n, el cual es la longitud de
trayectoria recorrida del foth. Por lo tanto, la viéin cirética

= Corrimiento Doppler: corrimiento en la frecuencia y
por lo tanto en la longitud de onda para compensar la
constancia de la velocidad del éot

covariante de la ecudni de transferencia radiativa es = Advectivo: arrastre del féh por un medio en movi-
dat Of(X,P)  dp' Of(X,P) O(X.P) @ mientq. En este pur_lto se debe acl_arar que el arrastre
dy Ok dn  apr ) d_ejl foton no producia que su velocidad de propaga-
cion sea mayor a la velocidad de la luz en eligdg),
donde el c-momentoP del fotbn se define como ya que al propagarse un campo de radiaci traes de
p" = dz*/dn, conn el pa@metro ain longitud de trayec- un medio diferente al vag (donde dicho medio se ca-
toria recorrida del fdin. racteriza por unndice de refracéin n, tal quen > 1)
Debido a que la relatividad especiaticamente ingresa su velocidad de propagdi esta dada par = ¢/n, es
los efectos cinegticos entre observadores que s&esho- decir, que disminuye con respecto.a

viendo a velocidad constante uno con respecto al otro, las

condiciones impuestas en la séxtide transferencia radia- i i ie

tiva clasica aceFr)ca de que no hay fuerzas que afecten la trgiz' Termino de interaccon G(X, P)

yectoria del fobn (conservaéin del momento), tambn son  Debido a que los fé@dmenos de interadan G(X, P) no pue-
validas en la vidin relativista especial y sus efectoséseque  den depender del sistema de referencia, ya que imi@iqae
el fotbn se propague en una linea recta, pero con dibegcci mientras un observador “ve” que se presenta una alsgrci
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otro observador que éstelacionado al anterior por medio dondeAﬁ'Af;, = §¢ es el $mbolo delta de Kronecker.

de una transformagn de Lorentz observer que la interac- Retomando la transformairi de Lorentz (12), y reempla-
cion con el campo de radidmi es una emién estimulada. zando losé&rminos3 por una notadin vectorial n&s conoci-
Por lo tanto por el primer postulado de la relatividadisica  dag, las transformaciones entre los mar&bs ¥’ y ¥/ — X,
no depende del observador ni de su estadérmiatico[15], respectivamente, son

se entiende que los procesdsidos que ocurren en la na-

turaleza son &lidos para cualquier observador inercial, y lo Aﬁl = ( v —B L, ) (17)
gue sucede es que cada observador inercial observa el mismo =B I+(y-1)57°68

procesofsico, pero con diferente valor némco y direccdbn, y

por consiguiente es cuando los efectos ciattos descritos AV, — ( gl B8 > (18)
en la secdn anterior afectan logtminos de interacén, en W \B I+ (y-1)87%68)°

el sentido que los mismos procesdsidos son observados ; i 2 _ (1 _ g2)-1 _v

por distintos marcos inerciales pero que suceden a distintosslenpd;rgﬁdggigﬁ;rag invz(aiianfia) deylaﬁ ecbiadje transfe-
valores de enefg y de direcdn de propagadh para cada rencia radiativa (6), primero se debe transformar el c-vector
observador inercial. divergencia [Ec. (13)] por medio de la transfornéacile Lo-

rentz, lo cual viene dado por
4. Invgrlgnma de la ecuacodn de transferencia Dy — A% 0, (19)
radiativa a

i ) o ) ) obteniendo para cada una de sus componentes
La ecuaddbn de transferencia radiativadsica es invariante

bajo transformaciones de Lorentz, por lo tanto para mostrar 1 0 (13 4 V) (20)
dicha invariancia se tiene que la ecéarcde transferencia del c ot ot ) ’
marco condvil ('), ) 10 ,
Lar v ZVIBE&*VJF(’V*l)ﬂ BB.V, (21)
-— + kK .VTI =g, (10)

c ot y segundo se debe realizar la transforroadale Lorentz del

debe ser funcionalmente igual al del marco de laboratatjo ( C~Vector momento del fon [Ec. (14)], obteniendo para cada
una de sus componentes

101
Ea+k-VI:g7 (11) V= (l-B.k), (22)
cuando los dos marco&(y X) estn relacionados por un k' = 5 (-8 +k+(v— 13268, k). (23)

boosten direccbn arbitraria. La transformamn de Lorentz _
que relaciona dos marcos inerciales con velocidad relativa ( Las expresiones desde la Ec. (20) hasta la Ec. (23), son

entre §, es la transformaodh de Lorentzl§oos) de velocidad las necesarias para demostrar la invariancia de la égueei
B (donded = ¥y 3 =| B |) y direccbn arbitraria [20] transferencia radiativa, adicionalmente los efectos relativistas
(&

corrimiento Doppler y aberra@n (Sec. 3.1) se pueden obser-
AR — v -3 (12) var en las transformaciones de cada una de las componentes
v o \—p0 I+ (y-1)872B88)" de c-vector momento del fom, por lo tanto reagrupando y or-

. ) o denando losé&rminos se obtiene que el factor de corrimiento
por completez de la demostranise escribe exjgitamente  onire |as frecuenciag y v esé dado por

0,y P*, los cuales son
/

14
—=9(1-p8.k), (24)
0= o= (239, (13 v
v ¢ y utilizando 32 = 42/4% — 1 en la Ec. (23), el efecto de

E . . . L )
pr_ (2 p)= hv (1,k). (14) aberraddn entre las direcciones de propagedk’ y k viene
c c dado por
Recordando que un c-vector contravariariteen el sis- k=2 {k -3 (1 _1B. k) } , (25)
tema de referencia’ est relacionado con su correspondien- v y+1
te c-vector covariante” en el sistema de referenciapor una visbn grafica del comportamiento de estos efectos
, , Ecs. (24) y (25)] se puede ver en ekalice 5.

Utilizando la reladdn de la intensidad invarianig7], la
y para c-vectores covariantes cual viene dada por

= (26)

p3’

x =N 2y, (16) I

T
n V3
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y la relacbn entre las frecuenciasy v’ [Ec. (24)], la expre- cionan Va las transformaciones de Lorentz), se tiene que
sion entre las [Ec. (26)] intensidades en los marcos euleriano 19
y lagrangiano, quedan determinadas como ,?[’ +k.V'I'=y4. (28)
cot
I'=+%1-p38.k)>I (27)

) o Remplazando en la Ec. (28) los resultados de (21), (25) y (27)
Remplazando las cantidades en el marco@dhpor las 4 tiene

correspondientes al marco del laboratorio (las cuales se rela-

-
(1 -B.k)

v8.k 10 v
(e (1-33)) (00 (G + 7700-))
(V(1-B.k)?*)I=g. (29)

Suponiendo que no se presentan efectos de refraccdoblamiento gravitacional de la luz (ya que en el marcoosirse
determina la ecuagn de transferencia radiativa sin doblamiento gravitacional de katezaccén, en el marco de laboratorio
se debe observar lo mismo, debido a quédecé para ambos observadores debe ser la misma), las variaciop@s-dg . k)
son nulasj.e., no se presentan. Por lo tanto factorizand@ehinoy?(1 — 3. k)? en la expre€in (29) se encuentra

21— B.k) (1a+ﬂ.v>1+ (k—75(1—7ﬂ'k>).(v+7ﬂ<18+7ﬂ.V)>1=G, (30)

v<i;+ﬁ.v> (V1 -B8.k?*) I+

c Ot y+1 cot  ~vy+1

dondeG = ¢'/+?*(1 — B.k)?. Expandiendo lossrminos y agru@indolos en un péntesis con un factor cam (1/c)(01/0t)
y uno conV I se encuentra

101

pEn +k.VI

(WQ—WQﬁ-kJrvk-ﬂ—vQﬁQJrW%'km)
v+1

k.8 Y(B.k) 5 Bk
e S N RS

+(72723,k+ )ﬂ.VIG. (31)

Simplificando por separado el primero y el segund@ptasis se encuentra

<,}/2_,)/218_1{_’_,),1(_/8_,}/2ﬂ2_’_’ygﬂ'k/62>:]_7 (32)
v+1
y

> o kB Bk P8 APk

VBt ey e T o = (33)

por lo tanto se obtiene la ecuénide transferencia radiativa
en el marco del laboratorio como La anterior demostragi’' muestra que tanto para un
observador euleriano como para un observador lagrangiano
181 (i.e., un marco de laboratorio y un marco cowil, respecti-
-—+k.VI=¢G, (34) vamente) determinan el mismo tipo de ecoacile transfe-
c ot rencia radiativa, sin ning efecto aparente de su estado de
movimiento. Por tal razon, en el estudio de procesos que in-
la cual es funcionalmente édtica a la del marco volucran latransferencia radiativa en medios en movimiento,
comovil (28). De lo anterior se distingue que los efectos ci-observadores moéndose, se requiere de un marco mixto, es
nematicos relativistas se presentan en la transforamege la  decir, un marco donde las variables dependient&nest el
frecuenciay direcén de propagabn,i.e., corrimiento Dop- marco de laboratorio y las variables independienteésnest
pler y aberradn. el marco de coiwil.
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5. Conclusiones donde el érminok indica la direcabn de propagabn de la
radiacbn. Debido a que en la Ec. (A.1) se presenta el pro-

La demostradn de la invariancia relativista especial de laducto escalag . k, el factor de corrimiento depende de las
ecuacdbn de transferencia radiativa, encuentra que aun cuaiariables independiente$ =| B | y 6, siendof el angulo
do no existe ningn tipo de interac@n entre la radiadn y  entre la direcdn de propagadn k y el boost3, de manera
la materia, se presentan los efectos relativistas de ab@mracique la expresin (A.1) se puede escribir como
y corrimiento Doppler, como consecuencia de que la materia ' 1= Beos(9)
es€ en movimiento y dichos efectos son independientes del L —_—
tipo de interacdn entre la radiadin y la materia; el presente v V1-p?
trabajo sirve como complemento y aclafaciel por qé de  donde se ha tomado que la norma del vector ditecde pro-
la necesidad de marcos mixtos en el tratamiento relativista deagacdn | k | es igual a la unidad [8]. El comportamiento del
la ecuaddn de transferencia radiativa. factor de corrimiento (A.2) se puede observar en la Fig. 3.

El efecto de corrimiento Doppler (factor de corrimien-  Una visbn detallada del comportamiento del factor de
to) tiene un comportamiento irregular, ya que a medida queorrimiento (Fig. 3) se puede observar en la Figbdost
la norma delboosttiende a su valor @&ximo este va a ce- constantes en magnitud) y en la Figah@ulos constantes).
ro cuando elngulo entre los observadores es cero, lo cual EnlaFig. 4 se observamo el factor de corrimiento para
muestra que cuando un observador va en la misma direcci unboostigual a cero es igual a la unidad, ya que esto significa
de propagadin de la radiadin y a medida que su velocidad que son dos sistemas queasen reposo relativo entrg pe-
aumenta, este sistema observa que la frecuencia que midgg/que sus ejes pueden estar rotand@ngulod entre ellos.
la que tiene la radiadh tienden a ser las mismas, esto se obPara urboostdiferente de cerog(g, 5 = 0.5 6 5 = 0.99)
serva en la Fig. 5. se puede observar como el factor de corrimientodio sa

El efecto de aberragh tiene un valorimite  a diferencia @ depender de la norma de la velocidad relativa entre los sis-
del factor de corrimiento que puede variar hasta infinito. En Idemas inerciales sino de su diremtide manera que el factor
Fig. 7 se observa que sin importaégigulo entre los observa-
dores a medida que la norma del boost aumenta la ab@mraci ¥V
tiende a su valoriinite, siempre y cuando éngulo entre
los observadores sea diferente de cero. Adicionalmente ers
la Fig. 8 se encuentra que el efecto de abetraeis inde-
pendiente del boost cuando&igulo entre los observadores 3
es0 O . 3

(A.2)
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FIGURA 3. Comportamiento del factor de corrimiento con respecto
ala norma deboost| 3 | y el angulod.

16

Apéndice ‘EES = ' '

14 :99_ ...... (’_’_‘,,._-—-—-—-
A. Comportamiento de los efectos de corrimien- i
to doppler y aberracion e

10
A continuacon se presenta el comportamiento de los efec-
tos relativistas de corrimiento Doppler (24) y aberoadi25),

8+

con respecto &éngulo entre la direcon de propagadnk y ol
el boostg.
al
Corrimiento Doppler 2|
El factor de corrimiento [Ec. (24)] esdado por L - s o .
-]
i’ _ 1-8.k (A1) FIGURA 4. Comportamiento del factor de corrimientob@ost

constantes.
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"9=0 — definiendo @’ el angulo entré&’ y el boost, la reladin (A.5)
l e e queda de la forma
vy O=m
r v ~3 cos(6)

i 0)=— 0 — 1-I——2 )3, (A6
| V,{cos( W( - )} (A6)
i i y reemplazando el factor de corrimiento (A.2) en la rélaci
ol i (A.6), se encuentra que el efecto de abetraeis
ol | cos(0) — 3

5(0') = ———+—— A7
Al o cos(9") 1 — Bcos(f)’ (A7)
% 0z 04 o8 0s g donde se ha utilizado qué 3> = v — 1. El comportamiento

IB1

FIGURA 5. Comportamiento del factor de corrimientodagulos
constantes.

del efecto de aberrami (A.7) se puede observar en la Fig. 6.

Una visbn detallada del comportamiento del efecto de
aberraddn (Fig. 6) se puede observar en la Fig. 7 (boost cons-

V' /v crece a medida que la norma dwlosty su direcobn tantes en magnitud) y en la Fig. 81gulos constantes).

tienden hacia sus valores extremos, respectivamente.

En la Fig. 5 se observamo el factor de corrimiento para o
un angulod igual a cero tiende a cero, ya que esto significa
dos sistemas que se encuentran dirigidos en la misma direc
cion, pero a medida que aumenta la velocidad relativa entre
ellos la frecuencia de la radi@ci que ve uno de ellos tiende a
ser nula, ya que uno de los sistemas al aumentar su velocida
relativa respeétal otro sistema, se aproxiniaa la velocidad
de propagadin de la onda por lo que no yvaminguna onda,
por lo tanto el factor de corrimiento entre los observadores
seria nulo. Para uangulo diferente de cere(, 6 = 7/2
6 6 = w/4) como el factor de corrimiento crecgpidamente _

e

a medida que la velocidad relativa entre los sistemas tiende ¢ * 75—

T o~

34 |

wd -

la unidad. B UF‘EEFKRU__Y____M————W—";’ A
Aberracion FIGURA 6. Comportamiento del efecto de aberiaticon respec-
o B . to a la norma deboost(| 3 |) y 0 el angulo entre la direcon de
El término de aberraén [Ec. (25)] viene dado por propagadnk y el boost;3.
v v8 .k
kK= —<k— 1— —- A.3
fen(- 23] o

donde el érminok indica la direcadn de propagadon de la
radiacbn. Debido a que en la Ec. (A.3) se presenta el pro-
ducto escalaB . k, el ttrmino de aberraén depende de las
variables independiente$ =| 3 | y 6, siendof el angulo
entre la direc@n de propagabn k y el boost3, de manera

Ind

gue la expregin (A.3) se puede escribir como v |
. el !
k/:l//{k_,yﬂ<1_7ﬂcos(0)>}. (A_4)
v v+1
Como el efecto relativista de aberragiEc. (A.4), es real-
mente un efecto relativista sobreaggulo entre la direcon i |

de propagaéink y el boost3 ya que la norma del vector di-
reccibn de propagabi (ya sed k | como| k’ |) es siempre
igual a la unidad [8], al realizar el producto punto a ambos

lados de la igualdad de la ecuawi(A.4) cong3 se obtiene % 4 - it g
gue 8
v v cos(6 FIGURA 7. Comportamiento del efecto de abertacaboostcons-
g Lo funp(1-2OYL g T
v v+1 :
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FIGURA 8. Comportamiento del efecto de aberéecia angulos
constantes.

En la Fig. 7 se observabmo el efecto de aberragi para

45
B. Método directo

De acuerdo con (10), la ecuaaide transferencia radiativa se
puede escribir como:
kto,I = g. (B.1)
Dada la invarianza déy g, una manera compacta de demos-
trar la invarianza de la ecud@ei de transferencia radiativa es
mostrar que el operador
k"o, (B.2)

es invariante. Para ello se consideran las reglas de transfor-
macbn

un boost nulo es igual a la unidad, ya que esto significa que
son dos sistemas que &sten reposo relativo entre si, pero dondeA es una transformatn ortogonal coralgebra

que sus ejes pueden estar rotand@nigulod entre ellos. Pa-
ra unboostdiferente de cero (e.g5 = 0.5 6 8 = 0.99) se
puede observar como el efecto de abetmacio solo va a de-

pender de la norma de la velocidad relativa entre los sistem:ts

inerciales sino de su dire@r de manera que la aberract’
crece hacia su valofiinite a medida que la norma debost

y su direcchn (i.e.,0 y 6, respectivamente) tienden hacia sus

valores extremos, respectivamente.
En la Fig. 8 se observa como el efecto de abebrapara

unangulof igual a0 6 7 es independiente de la velocidad re-

kb= ALK (B.3)
B =A% 0,0, (B.4)
A A = 67 (B.5)

a transformadin A contiene como caso particular lbsost
de Lorentz. De edtmanera es directo mostrar que
khO, = k7 8, (B.6)

con lo cual se muestra de una manera directa la invarianza de

lativa entre los marcos de referencia (i.e., el boost), mientral& ecuacdn de transferencia radiativa. Sin embargo, dado el
que paraangulos con valor diferente a los anteriores valoregarcter educativo que pretende elieuto, nuestro enfoque

(e.g9.,6 = 7/2 66 = w/4) la aberradn 6’ crece hacia su
valor liimite a medida que la norma del boost y su dirénci

se realza r@as sobre los efectos @maticos y su interpreta-
cion fisica, dado que en los libros de texto y en la biblioigraf

(i.e., 8y 6, respectivamente) tienden hacia sus valores extreespecializada se dejan de lado y no se explotan a fondo sus

mos, respectivamente.

riquezas.

x Presentelireccibn: AIfA Bonn, Germany.

1 Otra manera de demostrar la invarianza de la eéuaie trans-
ferencia radiativa (10) aunque de manerasndirecta y com-
pacta es la consignada en eeagice 5.
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4. M.F. Duque, L. Casf@éeda C., and N.C. Forer&ev. Col. ks.
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Se debe aclarar que értinodt/ds = 1/v conw la velo-
cidad de propagagn de la radiadin, es siempre. ya que la
materia con la que interda el campo de radiam se supone
es polvo, de manera que la interdntjuega el papel de dismi-
nui la enerda, que se va a reflejar en un cambio en la frecuen-
cia, longitud de onda y diredmn de propagabn,,i.e, v, A, y

k, respectivamente. pero no en la velocidad de propéagaci
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. Ya que en coordenadas cummias, los vectores de la base ro-

tan con respecto a la trayectoria determinada por el vector de
propagadnk, i.e., el segundo y tercer termino de la Ec. (4).

Ya que se desea es determinar cuanta intensidad garun

rayo (energp) debido a interacciones se asume que el cilindro
esh paralelo a la direcoh de propagadn de la radiadn. La
suposiodbn de que el cilindro encierre al rayo, es determinar
que ellnico mecanismo de varidni del campo de radigm

es debido a interacciones, y no a que los fotones decaen es-
pontaneamente, o que se salieron por los lados del cilindro, la
limitacion clantica del tam@o del cilindro esta relacionada con

el principio de incertidumbre para ver dicha limitaeidirijase

a Ref. 13.
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