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Se estudia un choque igsttico entre dos paculas usando el coeficiente de restituciSe obtiene su significado geetrico, y se muestran
las ventajas de esta nueva formutaci
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An inelastic collision between two particles is treated using the restitution coefficient. Its geometrical interpretation is given, and the advan-
tages of this new formulation are shown.
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1. Introduccion nes. Elevando (1) al cuadrado y dividiendo pasbtenemos

En la fisica microsbépica, particularmente eisica abmica Mg = i+ lv% + 207 - Uy . (2)
y subabmica, los choques in&$ticos son normalmente estu- A
diados a trags de la cantidad), la enerda cirética perdida La ley de conservaon de la enerig se traduce en la ecua-
en el choque, medida en el sistema del laboratorio. Cuant@on [1]
mayor sed), mas ineéstico es el choque. T
o L . 1+ T

Por otro lado, en laiica macrosapica (por ejemplo, en Q=Ty-Trh —-Tr =Ty (1 T > ) )
el estudio de choques entre esferasaiies), el tratamiento 0
de los choques inasticos se basa en el llamado coeficientedondeT” = mv?/2 es la enertg cirética y la cantidad) > 0
de restitudbn, e. A mayore, menos indlstico (o nas elsti-  representa la endi cirética perdida en el choque, que es
co) es el choque. tanto mayor cuanto &s ineastico sedste (no consideramos

En este trabajo nos proponemos analizar un choquaqu los llamados choques e&micos, en los cuales la engg
inelastico entre dos paculas usando como pEnetro el coe-  cinética despés del choque es mayor que la enargrética
ficiente de restituéin. Veremos que este coeficiente tiene unaantes del choque, siendp < 0). Entonces
interpretaddn geongtrica muy sencilla, y que su uso presenta 9 9 9 . 9
algunas ventajas en relaci al uso de). En particular, nos Q=T <1 — W) =T (1 — W)
parece que esta nueva formufaties pedaggicamente ras M1t AU @)
apropiada.

El grado de inelasticidad de un choque puede ser descrito
tambien a traes del llamado coeficiente de restituti, una
cantidad sin dimensiones que, para el caso de doEpiad,

es definido como la ré@n entre la magnitud de la velocidad
relativa despés del choque y la magnitud de la velocidad re-
lativa antes del choque [2]; aqu

2. Planteamiento del problema

Consideremos un choque entre dos ipgafés. Vamos a su-
poner gque inicialmente una de ellas (de masa tiene una
velocidadiy, y que la otra (de masa,) est en reposo. Des- _|vy — v
pués del choque la pacula incidente adquiere una velocidad €= Vo
¥ Y la otra adquiere una velocidad. En ambas situaciones
inicial y final, las pafitulas se encuentran infinitamente ale-
jadas la una de la otra. No hay ninguna fuerza externa.

La ley de conservaén de la cantidad de movimiento i 4+vE A+e?

= (6)

P = mu nos permite escribir [1] a2 A+

2,02 .2 2 o= o
= evy=vi+v;—20 -0 . (5)

Para obtener la relamn entree y @, se suman las expresio-
nes (2) y (5), se reescribe la suma en la forma

ATy = may 4 mats = Ao = Aty + 7, (1) y se sustituye este resultado endatiula (4); resulta

1—¢€? Q
dondeX = m;/ms €s un paametro positivo sin dimensio- Q= N+ 1 To 0 €=y 1—(A+ l)fo )
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De (5) y (7) se concluye que el coeficiente de restimci Proyectando la Ec. (1) sobre el ejg/ sobre el eje; ob-
est comprendido entre 0y 0: < e < 1. El significado fsi-  tenemos, respectivamente (Fig. 1),

co de estos dosnites se entiende facilmente ya que, cuanto

menor sea, mayor sel (), 0 sea, s inebstico sed el cho- Avg = Avy cos 0 + v cos ¢ (11)
que. 0=Mvysinf —vysingp . (12)

Asi, el valor imitee = 1 est asociado a un choquesti-

co, definido como aquel en que no se pierde daaigética: | 5 Ec. (6) traduce la conservadi de la enerig:
Qe=1=0 [choque ehstico]. (8) AMA+e€?) ,

Mf + 03 = e (13)

El otro valor imite, e = 0, corresponde a una situaai en
que las dos paitulas siguen juntas desgmidel choque, como
se puede deducir de la defirbai (5); en este caso la en@ag
cinética perdida alcanza suaximo valor posible (compa-
tible con la conservadh de la cantidad de movimiento), y
equivale a la enefg cirética del movimiento relativo, como
se demuestra con facilidad:

Las indgnitas sony, v, 8y . Como hay cuatro irignitas

y apenas tres ecuaciones escalares, existen infinitas solucio-
nes. Para resolver el problema debemos escoger una de las
incbgnitas como variable independiente, y expresar las otras
en funcbn de ella.

Q - To - ma
e=0 A+1 mi1 + mo
0 sea, Vamos a suponer que estamoasinteresados en la panla

gue retrocede. Escogemos entonceangulo de retrocesp
como variable independiente. Tenemos

) 3. Primera posibilidad: se escoge éngulo de
2 mims

1 2
Z — - 9
DU pe— ()] retroceso

1 S
Qe=0 = i;wfo [choque totalmente in@stico].  (10)

Avy cos = Avg — vy cos @ (11a)

En estalltima expresin, 1 es la masa reducida del sistema
de dos paitulas [3] yv, es la velocidad relativa inicial en- Avpsinf = vgsing . (11b)
tre las parfculas. Resulta claro porguse da el nombre de
choque totalmente in@$tico a un choque de este tipo.

Analicemos ahora el choque coramdetalle. La Ec. (1)
muestra que los vectoreés, ; y v> deben pertenecer al mis-
mo plano (plano del choque). Seal eje definido por el vec-
tor ¥y, orientado segn su sentido, y segel eje perpendicular )
az en el plano del choque. Designemos fgry losangulos  Introduciendo ahora (14) en (13), resulta
gue los vectores; y 72 hacen con el eje, respectivamente, 1 A+ €2)
sedin el diagrama de la Fig. 1, que corresponde al llamado \v3 4+ —v3 — 2ugvg cos @ + v — ————2v3
sistema del laboratorio. (En la siguiente diséusiadmitire- A At
mos que amboangulosd y ¢ son positivos; naturalmente, que, despés de algunas simplificaciones sencillas, se trans-

Elevando al cuadrado estas dos ecuaciones, sumando y divi-
diendo por\, obtenemos

1
)\Uf = )\vg + ng — 2ugug COs . (14)

:O7

por simetfa, ellos tamk#n pueden ser negativos.) forma en
Siguiendo la terminold@ usual, podemos llamangu- 9 9
| 1 7 2 4 2 A —e?)
o de desio al angulof, y angulo de retroceso ahguloy. (A + 1)v3 — (2Mvg cos p)vg + ————Lv5 =0 . (15)
Intentemos describir el choque en fuirtide la velocidad ini- A+l
cial vo y de los paametros\ y e. Esta es una ecudni de segundo grado eny sus soluciones
} A son
Y | v,
: m, vy — 2)vg cos @ £ /4N2032 cos? p — 4X2(1 — e2)v?
. : , g 2(A+1)
v 2 ! ) A
e— 0 ® I > x =——|cosp=x 62—81112@ (o
m 1 [0} )\ + 1
1 (reposo) 1 . )
|
_ +
= — 16
L m N, S IE e (16)
Antes del choque L Después del choque en donde definimoﬁj () = cosp + \/m -
FIGURA 1. Choque entre dos pactilas (en el sistema del labora- La expresbn (16) permite formular algunas conclusiones
torio). importantes. Veamos:
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» El angulo de retroceso debe ser inferiorr 2. Esto £2 (0)
es intuitivo, pero vamos a probarlo. Supongamos que
v > /2. Entoncescos ¢ < 0y el Unico signo posi-
ble en (16) seria el positivo. Para que> 0, debemos lied
tener £ (p) = cosp + v/e2 —sin®p > 0, 0 sea,

e2 —sin? ¢ > — cos ¢ > 0; luego,

e?—sinfp>cosfp=el>l=e>1,

lo que es imposible. Asse concluye que < /2.
= La expresbn (16) $lo tiene sentido si

e? —sinfp>0 = sinp<e. (17)

Asi, los angulos de retroceso ast limitados por el 1-ed
valor dee. El coeficiente de restituon determina el
maximoangulo de retrocesgmay a traés de

£-

e

arcsin e /2

- . . 1
Omax — arcsin e . (18) FIGURA 2. Grafica fpica de las funcioneg;~ (¢) de (16).

Cuanto nas inefstico sea el choque, o sea, cuanto me- fe (@)
nor sea el valor de, menor se el intervalo de valores
que elangulo de retroceso puede teneri, Asies, para

e = 1 (choque dstico) tendremos que € [0, 7/2];
parae = 0 (choque totalmente in@btico) tendremos
apenasy = 0 (lo que era de esperar, ya que en es-
te caso las paitulas deben seguir juntas degpudel
choque).

// /
P /
- 7
//
|
[
[
[
[
|
[0 0]
Ll L
R W U1 g W

Pasemos ahora a analizar el comportamiento de las dos solt

ciones obtenidas pata en (16). Para tal, debemos estudiar
las funcionesf:. Comenzamos por calcular sus derivadas: . e-0
dft sin 1 } \ \
(o) =F——==1(¥) . (19)
de Ve2 —sin’ o 0. /
Como fF es positiva, se concluye qu&" es una fun@n S \
decreciente, ¥f,~ es una fundn creciente. Es tamém facil o— —
g ~ . o ®
verificar que, parg,, 0 iy I
fo0)y=1-e, fo(pmax) = V1—e2, (20)  FIGURA 3. Gréfica def.(y) para varios valores de
dfe 0)=0, dfe (pmax) = +00,  (21) Asi, las velocidades de retroceso iear entre un valor
dy d minimo
Al —
y paraf., Vomin = Uy = %vo [paray — 0], (24)
fFo)y=1+e, [ (omax) = V1—e€2, (22) yunvalor maximo
dfe dfe € )) _
0 0)=0, w(soméx) — 0. (23) V2max = Uy = 00 [parap = 0]. (25)

L . . La velocidad de retroceso correspondientarajulo naximo
La grafica fpica de estas dos funciones se muestra en Iae retroceso es

Fig. 2. Géficas asociadas a varios valores del coeficiente de

restitucbn se muestran en la Fig. 3. En esta&figas, la so- vy = AVI— e o [pParay = omad, (26)
lucion £ (0) fué descartada porque representa una sibaaci A+l

de choque central para la cual resulta> v-, algo que no es precisamente la gdia geordtrica de las velocidades de re-
fisicamente aceptable. troceso naxima y mnima.
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En el caso particular de un choque totalmenteasiito
(e = 0), para el cual ya vimos qug = 0, la expreshn (16)
da

A
A+1
mi

Vg = Vo

vg [choque totalmente inabtico]  (27)

mi + Mo

M.F. FERREIRA DA SILVA

decreciente. Adefs,

gue es la velocidad,.,,, del centro de masa del sistema de dos

parfculas. Para un choqueastico ¢ = 1), la expresbn (16)
da

2\
A+1

2m1

Vg = Vg COS ¢

[choque ehstico] (28)

———— Vg COS Y
mi + mo

ya que la soludin v, = 0 representa una situ@ci en que no
hay choque.

Habiendo obtenido labfmula parawv, en funcbn dey
(que da, como vimos, dos soluciones en generaBngllo
de desio # puede ser calculado a tiesrde

tan § = —220@ (29)

Ay — v cosp

formula que resulta de dividir (11b) por (11a). El resultado

final es

(cos © + /€2 — sin® <p) sin ¢
14+ M- (Coscpi Ve? — sin® <p) CoS @

tan 0y, = . (30)

El estudio de las funcionéd™, muestra qué,, , es una fun-
cion creciente, con

65.(0) =0, (31)
_ ev1—e?
9}\76(()0m'ax) = arctan ()\—’—62> = 91 , (32)
de;p 1—e de)Te
< (0) = A (o) = 33

y que el comportamiento dﬁe depende de la relam entre
los paametros) y e, siendo necesario distinguir tres casos:

e < \e=\ ye > A En el pl’ill er caso, la fungn es
creciente si
0< < t 7/\2 ’ =
arctan
Sps b\ B ¥1

y decreciente sp; < ¢ < arcsine, siendo su valor @xi-
mo arcsin (e/A) = 02; en los otros dos casos, la fubnies

0 sie < \
05, (0)=<S7/2 sie=x , (34)
m sie > A
eVl —e2
Q;\rye(@max) = arctan <)\+62> =6, (35)
1 .
d9§ ( ) % Sle 75 A
—2200) = — 7 (36)
de _ 1+e Gie—
2e
doy,
s (pmax) = —00 . (37)

La Fig. 4 muestra la dependenciadeon en las tres situa-
ciones referidas.

En estas dificas se observa claramente quedagulos
6 > 7/2, que traducen una situéci en que la paitula inci-
dente “viene para @s”, $lo son posibles si su masa() es
suficientementimferior a la de la paftula blanco£uz), sien-
do quesuficientementsignifica que la raan entre las masas
(m4/ms2) debe ser inferior al valor del coeficiente de restitu-
cion del choque. En tal situdmi, y para un choque frontal, el
sentido del movimiento de la patila incidente es invertido
@ =mn).

En la Fig. 5 puede verse, en cada caso, la dependencia de

0x,e(¢) con el valor dee.
e (0)

Caso e<i Caso e=2A
n/2
Oz

_________

=

arcsin e n/2

a)

Caso e>A

arcsin e /2

FIGURA 4. Graficas tpicas de las funcionﬁe(w) de (30).
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5, (0) 1,0 (0) . . L,
' ) zonable intentar relacionai con elangulof. Eso es lo que
o eaes = haremos en la pixima secdn.

j J— eeoj:g : — = eigz
. _e20.7 — — — -e-0.7 ,
_______ Sos oo 4. Segunda posibilidad: se escoge &hgulo de
———————————————— 2 0.3 o —emmmmeemeeee- 02003 ,
52 . eeoél \\\\ e 0.1 des\‘o
O
‘\‘ \\\ 4 .

e ] NN Vamos a suponer ahora que estamdss rimteresados en la
S FOVEDERN inci ¢ §
L/ N X NG parfcula incidente. Escogemos entoncearmjulo de deso

= o @b) ) DI 6 como variable independiente. Tenemos

a)

6:\@) vg cos @ = A\(vg — vy cosb) | (11c)
vg sin = Avp sin@ . (11d)
\ Elevando estas dos ecuaciones al cuadrado y sumando, obte-
CEI RN o nemos
LN O\
YN \\ NN vs = N2(v2 + v} — 2ugv; cos b)) . (38)
) ,/f//'/ ) NN Introduciendo ahora (38) en (13), resulta
e — vz " A 2
©) M2 4 N2 (02 + v} — 2ugv; cos ) = %vg )

FIGURA 5. Graficas dd), . () para varios valores de ; 3
que, despéss de algunosaculos, se transforma en

O, e A2 —e?
%o (9) (A + 1)v? — (2\vg cos O) vy + ¢ va=0. (39)
. A+1
K\ e=0.7 Las soluciones de esta ecuatde segundo grado en son
_— — 2=0.1
\ \ — — - A=0.4 o 2Xvg cos 6 £ \/4AX203 cos? 0 — 4(A\2 — e2)v2
\ \ — — — - =0.6 L= 2(A+1)
\ . oIoIIs A=0.7 -
LN e — 3=0.8 _AcosfE£Ver—Asin"0
\ \ ______________________ A=1.0 - A+1 Vo = gA,e(e)UO (40)
/2@ N\ —— 4A=2.5 N —
~o N\ en dondeyy,(0) = (Acost £ ve? — A2 sin 9) JA+1).
SO\ \\ La expresbn (40) lo tiene sentido si
L N
/ WO\ e
[ N e2—A%sin?0 >0 = sinf<—. (41)
PSRN\ x
i N Asi, sie < ) los angulos de desw estaan limitados por el
' valor dee/\:
0 = ' ' ® e :
/4 /2 Omax = arcsin (X) [sie < AL (42)
FIGURA 6. Grafica def . (¢) para varios valores de cone fijo. Esteangulofyay es precisamente @ngulod, indicado en

La recta que se observa en el case- A — 1 [cuya la primera gafiga de Ia.Fig. 4 (case < ,A). Esta ;ituacﬁn
ecuachn, § + » — /2, puede ser obtenida directamente a®CUre: en partlcular,, si la masa de la para incidente es
partir de (30)] traduce un resultado bien conocido: en un choSUPErior a la de la padula blanco.

que ehstico y no central entre patilas de igual masa, las Ste = A, la expreshn (40) se reduce a

parfculas abandonan el choque 8edrayectorias perpendi- % .
culares [4]. _ vg cos sig#0 o
. ) vp=4¢e+1 [sie=Al; (43)
En la Fig. 6 se representa la dependencid,dg ) con 0 Si0=0

el valor de), parae fijo.
Con la Hrmula (16) que da la velocidag, en funcbn  en este caso, &hgulo néximo de des\o seriar /2; eseéangu-

de ¢, es posible tamén combinar las expresiones (11a)lo, sin embargo, no llega a ser alcanzado ya quétend-
y (11b) para obtener la velocidad final de la paricula in-  la (43) dav; = 0. Este resultado estde acuerdo con la se-
cidente, como funéin dey. Sin embargo, es muchoasra- gunda gafica de la Fig. 4 (case= \).
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Finalmente, s > A, no hay ninguna limitaén para el
angulof, como ya mostraba la terceraafica de la Fig. 4
(casoe > A), en la cual se observa géguede variar entre
Oym.

Estudiemos ahora las funciong$§, (6) con mas detalle.
Comenzaremos por probar que la fuirci~ solo es acepta-
ble sie < A; efectivamente, comg~ debe ser positiva,

AcosO—ve2—X2sin?0 > 0 = A2 cos? 0 > e2—\?sin’ 6

de modo quée\ > e.

El calculo de las derivadas de las dos funciones da

dg,j\[ Asinf
“(0) = F——e—g; . (0) , (44)
de Ve2 — A2sin?0 A

de donde se concluye qug ., es una fundn creciente,
mientras queyy . es una fundn decreciente. Parg,_, te-
nemos

R0 =275 gl = @)
d§§ (0)=0, dg (fmax) = +o0 . (46)

En relacon agy : sie < ), tenemos
F0=3T0 g =5 @)
W) 0, Yy =] 5 27 e

e+1
mientras que, si > A,

G0 =20 gl =Y )
oM =51 dg’@(m:o, (50)
Wemm--2. B0 @y

La Fig. 7 muestra las §gficas tpicas de las funcio-
+
nesgy .

Fi.e (6) 1
2e/ (e+l)

1
(A+e) / (A+1) Caso e<)

VA2 -e? /(A+1)

(A-e)/ (A+1)

0 Onax  7T/2 b o

a) b)

(e+2) / (A+1) Caso e>A

Vvez -2/ (A+1)

(e-2)/ (A+1)

0 n/2 n

9

9x,e (0)
2 10— 2=0.5
— — e=l - N
— — = e=0.9 b N
- ~
- _672'5’ 2/3¢- < \\\\
——————— e=0. AN \
----------------- e=0.3 . AN N \\\
e=0.1 NN
Ny N ~
[ e=0 1/3 \ \ N ~N —e
} \ —
/" N

e o‘ 7/2

c) 0 n/2 7 d)

FIGURA 8. Dependencia dgx,.(6) con los paametros y A.

En cualquier caso, el valorimmo de la velocidad final
de la particula incidente es
A —el
v )
A+1 0

U1,min = (52)
para urngulo de desed = 0 (sie < A\) 06 = 7 (Sie > ).
El valor maximo de esa velocidad es

Ate
v ay — ———
1,max )\+1U07

(53)

para unangulo de dede § — 0T. La média georgtrica de
estas dos velocidades, = vg+/|A\? — e2|/(A+1), es alcan-
zada para ehngulo de de§® maximo Oyax (casoe < \) o

parad = /2 (casoe > \).
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En la Fig. 8 se observa la dependenciggle en varias  (hacia la izquierda, por lo tanto). Degsudel choque, la
situaciones. Las tres primeras figuras distinguen las curvas grricula incidente se mueve con velocidad
la misma forma.

En el caso particular de un chogue totalmenteéastito ¥, =0, — Uom = 10802 + vy sin 0 — Vo
(e = 0), la expreshn (41) dad = 0, y de la expresin (40) se +1
concluye que p A 4 v sin 60 (59)
\ = | vy cos /\+1v0 T+ vysioy ,
v = Vo
A+l y la paricula blanco se mueve con velocidad
= Lvo [choque totalmente inabtico]  (54) A
my + mao Ty = Uy — Uomm = mcosgpﬁc—vgsin(p'g—)\_’_lvoi
gue es la velocidad del centro de masa de las dokpkas y
gue coincide coms [ver (27)] confirmando que las partilas _ (Uz cos g — A Uo) & — vysin g . (60)
siguen juntas desps del choque. A+1
Podemos proceder ahora de una formalege a la de la . o .
seccon anterior para expresarahgulo de retroceso en fun- Es facil probar que los vectores y @, tienen la mis-
cion delangulo de desv. Efectivamente, dividiendo (11d) Ma direcodny apuntan en sentidos opuestos. Efectivamente,
por (11c) resulta debido a la conservam de la cantidad de movimiento, la
velocidad del centro de masa puede taémtser escrita en la
(% sin 9 forma
t =—— 55 = ~ S o
a8 vg — vy cosf’ (55) T = mivr + Mot _ AUy + U (61)
L . my + mo A+1 7
y colocando en esta exprésila formula (40) se obtiene
entonces
2 V2 2 . . R R .
L ()\COSH:I:\/e A2 sin 9)81n9 L Ny + T, W —
tan%"’? A (AcosB + V/e2—X2sin20) cosf 9 B N Wi |
+A— ( cos e“—A%sin )cos L. ATy + Ty X(s — )
- o - - - B N D W |
El estudio de esta funin no trae, sin embargo, ninguna in-
formacin adicional, siendo que lasajicas de la Fig. 4 con-  ge modo que
tienen ya todo lo que es necesario. Ty = —\, . (62)

Asi, en el sistema del centro de masa la desaripdiel cho-
que requiere solamente angulo [5], que en la Fig. 9 &ude-
En las dos secciones anteriores dlligis del choque feshe-  Signado pory y que representa éngulo de deso (igual
cho escogiendo, alternadamente, dogulos de retroceso y Paralas dos padulas) en este sistema. Ya que, de la Fig. 9,
de desio. Como fie explicado en la Sec. 2, estos dogju-

los son medidos en el sistema del laboratorio, un sistema en
el cual la paftula blanco se encuentra inicialmente en re-
poso. El choque puede tarébi ser analizado en el llamado

5. Pasando al sistema del centro de masa

T = v} cos P + v sin g | (63)

comparando con la exprési (59) resulta

sistema del centro de masa, un sistema en el cual el centro de . A
masa de las dos p&tilas se encuentra en reposo. (Como la v} cos Y = vy cost — N1 (64)
velocidad del centro de masg,, es constante durante todo v} siny) = vy sin 6

el choque, este es claramente un sistema inercial.)
La visibn que se tiene del choque en el sistema del centrque permite obtener la reldci
de masa es lo que se muestra en la Fig. 9. Veamos @orqu

Antes del choque, en este sistema laipata incidente se tan i = v1sin 6 _ (65)
desplaza con una velocidad [ver expoes{27)] v1cost — %Hvo
ﬁ()l = 170 — Tem = VoL — Vem® De modo aélogo,
A 1 . A
= <v0 - 1v0> B o= 5 — oo (57) Uy = —vy COS YT — vy sin gy (66)

(hacia la derecha, por lo tanto), y la peria blanco se des- Y Comparando con la expresi (60) resulta

plaza con velocidad

. o ) \ ) 71)/2C081/):U2COS<,07)\+1U0 67)
Upy = 0 — Tom = —Vem® = — V0T (58)

A+1

/. .
—vysiny = —vysing
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de la cual se obtiene
Vg Sin ¢

tany) = ———— .
A
m?}o — Vg COS @

(68)

La expresbn (65) permite estudiar la dependenciaj/deon

6, y la expreshn (68) la dependencia dg¢ con ¢, ya que

formulas para, en funcbn def y parav, en funcbn dey

fueron ya deducidas en las dos secciones anteriores. Para vi
de que formay) depende dé, por ejemplo, sustituimos la

formula (40) en (65) y obtenemos

()\ cosf + v/e2 — \2gin? 0) sin @
()\COSH + v/e2 — A2 sin? 9) cosf — \

. (69)

tanwfe =

El aralisis de esta exprdsi obliga, una vez &s, a considerar

trescasos < A\,e = Aye > \. Sie < )\, losangulog que-
dan limitados al intervalg0, max] €ONOmax = arcsin(e/A).
La funcion ¢y, es creciente, con

’(/J;te(O) =0, w;e(emax) = w—arccos(e/\) =1, (70)

vy, o) vy,
de e de
Yy ¥ . es una fundn decreciente, con

(Omax) = +o0 ,  (71)

1/6:6(0) =7, z/J;’e(Qmax) = m—arccos(e/\) =1, (72)

dipy dy, .
dé (0) = e dé
En el casee = A, se tienef € [0, Omax| CcON Omax = 7/2,
siendo

(Omax) = —00 . (73)

v, =20 [parad # 0] y v5, == [parad = 0]. (74)

Enelcase > ), 6 vafia entre 0 yr; existe apenas la furtoi
¥ ., que es creciente, con

d¢;re e+ A dw;\Le e—A
=(0) = ; =(m) = - (76)
de e de e
¥ A .,
y | /4 vl
I
| !
v’ . [
01 '002 | ":’l/f
o -~ :————','"—————>x
m1 mz : w
I f mq
I v’
S22
Antes del choque H Despucs del choque

FIGURA 9. Choque entre dos péactilas (en el sistema del centro de

masa).

3,6 (0)

Caso e<A ¥i,e Caso e=A

4
1
I
1
1
B
1 ¥i,e
1
l
1
I
1
1

o Onax /2 7 b

a) ¥a(0) b)

Caso e>A

We

o /2

)

Caso e<A=1.2 7y

o
0 /2 b 0 2

a) b)

FIGURA 11.Dependencia d¢ .(0) coney .

En la Fig. 10 se muestran lasafjcas tpicas correspondien-
tes. En la Fig. 11 se muestra la dependencia con los valores
deecyde.

Estudiemos ahora la dependenciaydeon ; introdu-
ciendo (16) en (68) resulta

(cos<p + /€2 — sin? 4,0) sin
1-— (cosgo 4 /€2 — sin® go) cos ¢ .

Notamos que esta expréni Hlo depende del pametroe.
Es facil probar que, en el intervald< ¢ < ¢max [ver (18)],
¥+ es una fundn decreciente ¥ es una fundn creciente.
Ademas

(77)

tan > =

PH(0) =7, Y (pmax) = arccose ,  (78)
| dyt
W(O) = - e dgp (Somax) = -0, (79)
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vz (9) e
A
- vl—)\+1v0. (83)
De la misma forma, elevando al cuadrado y sumando las dos
ecuaciones del sistema obtenido en (67) resulta
A 2 A
v v =02 + (Mvo) - 2mv0v2 cosp, (84)
/2 y si introducimos en esta exprésila formula (16) se obtie-
ne, despés de algunosaculos,
e
! = — . 85
TN (85)
arccos e - - - - - - -~ - | Las expresiones sorprendentemente sencillas (83) y (85)
w2 : esftin de acuerdo con (62), y muestran claramente una de las
) ; o ventajas de trabajar en el sistema del centro de masa: las mag-
0 arcsin e /2 nitudes de las velocidades finales no dependeamglilo de

desvo (), en ese sistema). Estas dos expresionedgota-
ber sido obtenidas de una formasndirecta combinando la
formula (62) con la relabn

FIGURA 12.Gréfica fpica de las funciones? () de (77).

4 =/
e = ‘vl B U2| ’ (86)
20

gue resulta de (5) desps de observar que el valor dgtal
como fié definido inicialmente, no depende del sistema en
gue nos coloquemos (laboratorio, centro de masa o cualquier
otro). Este aspecto es muy importante, ya que evidencia la
ventaja intinseca de describir el choque en fuartide los
patametros y A en vez de hacerlo en furizi de los paame-
tros @ y \: el valor de est necesariamente asociado al
sistema del laboratorio.

. .
~1 WO

= w U

6. Conclusiones

Se ha descrito un choque iastico entre dos paculas usan-

do como paametros la ra@n (\) entre sus masas y el coe-

ficiente de restitudin (¢). Se ha probado que este tiene una

AN ® interpretaddbn geontktrica clara: estrelacionado con el axi-

/2 mo angulo de retrocesa§, medido en el sistema del labo-
ratorio [ver la Ec. (18)]. Igualmente, se ha demostrado que
la radn e/ determina directamente los valores posibles del
angulo de deswo (f), medido tamkén en el sistema del la-
boratorio [ver la Fig. 4 y la Ec. (42)]. Expresiones sencillas

Y. (0)=0, Y. (¢pmax) = arccose ,  (80)  [ver las ecuaciones (24), (25), (52) y (53)] permiten obtener
Ay 1—e dyr los intervalos de velocidades (y, por lo tanto, los de dasjg
d<; (0) = p d; (pmax) = +oo . (81)  de las paitulas despés del choque. Finalmente, se ha mos-

trado que, en el sistema del centro de masa, las velocidades
En la Fig. 12 se muestran lasaficas tpicas correspondien- finales de las paitulas quedan autcaticamente determina-
tes. En la Fig. 13 se muestra la dependencia con el valar de das por los dos pametros escogidos[ver Ecs. (83) y (85)],
Antes de concluir, veamos lo que podemos decir sobre lag que basta ufinicoangulo () para describir el choque. La
velocidades;i y ”U'2. Elevando al cuadrado y sumando las dosyariacion dewy cony y conf se ha estudiado en detalle. En

ecuaciones del sistema obtenido en (64) resulta particular, se ha visto que la variéni det) con ¢ depende
A\ 2 A\ solamente del pametroe.
vf = vf + </\+1“0) 2/\—Hv0v1 cosf . (82) Esta nueva formulaén constituye pues una alternativa

muy interesante al enfoque tradicional basado en la cantidad
Sustituyendo en esta exprasila formula (40) y despgs de @, y nos parece que, didticamente, sus ventajas son consi-
algunas simplificaciones algebraicas se obtiene derables.
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