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análisis basado en el coeficiente de restitución

M.F. Ferreira da Silva
Departamento de F́ısica, Universidade da Beira Interior,
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Se estudia un choque inelástico entre dos partı́culas usando el coeficiente de restitución. Se obtiene su significado geométrico, y se muestran
las ventajas de esta nueva formulación.

Descriptores:Choque ineĺastico; coeficiente de restitución.

An inelastic collision between two particles is treated using the restitution coefficient. Its geometrical interpretation is given, and the advan-
tages of this new formulation are shown.
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1. Introducción

En la f́ısica microsćopica, particularmente en fı́sica at́omica
y subat́omica, los choques inelásticos son normalmente estu-
diados a trav́es de la cantidadQ, la enerǵıa cińetica perdida
en el choque, medida en el sistema del laboratorio. Cuanto
mayor seaQ, más ineĺastico es el choque.

Por otro lado, en la fı́sica macrosćopica (por ejemplo, en
el estudio de choques entre esferas metálicas), el tratamiento
de los choques inelásticos se basa en el llamado coeficiente
de restitucíon, e. A mayore, menos ineĺastico (o ḿas eĺasti-
co) es el choque.

En este trabajo nos proponemos analizar un choque
inelástico entre dos partı́culas usando como parámetro el coe-
ficiente de restitución. Veremos que este coeficiente tiene una
interpretacíon geoḿetrica muy sencilla, y que su uso presenta
algunas ventajas en relación al uso deQ. En particular, nos
parece que esta nueva formulación es pedaǵogicamente ḿas
apropiada.

2. Planteamiento del problema

Consideremos un choque entre dos partı́culas. Vamos a su-
poner que inicialmente una de ellas (de masam1) tiene una
velocidad~v0, y que la otra (de masam2) est́a en reposo. Des-
pués del choque la partı́cula incidente adquiere una velocidad
~v1 y la otra adquiere una velocidad~v2. En ambas situaciones
inicial y final, las part́ıculas se encuentran infinitamente ale-
jadas la una de la otra. No hay ninguna fuerza externa.

La ley de conservación de la cantidad de movimiento
~p = m~v nos permite escribir [1]

m1~v0 = m1~v1 + m2~v2 =⇒ λ~v0 = λ~v1 + ~v2 , (1)

dondeλ ≡ m1/m2 es un paŕametro positivo sin dimensio-

nes. Elevando (1) al cuadrado y dividiendo porλ obtenemos

λv2
0 = λv2

1 +
1
λ

v2
2 + 2~v1 · ~v2 . (2)

La ley de conservación de la enerǵıa se traduce en la ecua-
ción [1]

Q = T0 − T1 − T2 = T0

(
1− T1 + T2

T0

)
, (3)

dondeT = mv2/2 es la enerǵıa cińetica y la cantidadQ ≥ 0
representa la energı́a cińetica perdida en el choque, que es
tanto mayor cuanto ḿas ineĺastico seáeste (no consideramos
aqúı los llamados choques exoérgicos, en los cuales la energı́a
cinética despúes del choque es mayor que la energı́a cińetica
antes del choque, siendoQ < 0). Entonces

Q = T0

(
1− m1v

2
1 + m2v

2
2

m1v2
0

)
= T0

(
1− λv2

1 + v2
2

λv2
0

)

(4)
El grado de inelasticidad de un choque puede ser descrito
tambíen a trav́es del llamado coeficiente de restitucióne, una
cantidad sin dimensiones que, para el caso de dos partı́culas,
es definido como la razón entre la magnitud de la velocidad
relativa despúes del choque y la magnitud de la velocidad re-
lativa antes del choque [2]; aquı́,

e =
|~v1 − ~v2|

v0
=⇒ e2v2

0 = v2
1 + v2

2 − 2~v1 · ~v2 . (5)

Para obtener la relación entree y Q, se suman las expresio-
nes (2) y (5), se reescribe la suma en la forma

λv2
1 + v2

2

λv2
0

=
λ + e2

λ + 1
(6)

y se sustituye este resultado en la fórmula (4); resulta

Q =
1− e2

λ + 1
T0 o e =

√
1− (λ + 1)

Q

T0
. (7)
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De (5) y (7) se concluye que el coeficiente de restitución
est́a comprendido entre 0 y 1:0 ≤ e ≤ 1. El significado f́ısi-
co de estos dos lı́mites se entiende facilmente ya que, cuanto
menor seae, mayor seŕaQ, o sea, ḿas ineĺastico seŕa el cho-
que.

Aśı, el valor ĺımitee = 1 est́a asociado a un choque elásti-
co, definido como aquel en que no se pierde energı́a cińetica:

Qe=1 = 0 [choque eĺastico]. (8)

El otro valor ĺımite, e = 0, corresponde a una situación en
que las dos partı́culas siguen juntas después del choque, como
se puede deducir de la definición (5); en este caso la energı́a
cinética perdida alcanza su máximo valor posible (compa-
tible con la conservación de la cantidad de movimiento), y
equivale a la energı́a cińetica del movimiento relativo, como
se demuestra con facilidad:

Qe=0 =
T0

λ + 1
=

m2

m1 + m2

1
2
m1v

2
0 =

1
2

m1m2

m1 + m2
v2
0 (9)

o sea,

Qe=0 =
1
2
µv2

r0 [choque totalmente inelástico]. (10)

En estaúltima expresíon, µ es la masa reducida del sistema
de dos partı́culas [3] yvr0 es la velocidad relativa inicial en-
tre las part́ıculas. Resulta claro porqué se da el nombre de
choque totalmente inelástico a un choque de este tipo.

Analicemos ahora el choque con más detalle. La Ec. (1)
muestra que los vectores~v0, ~v1 y ~v2 deben pertenecer al mis-
mo plano (plano del choque). Seax el eje definido por el vec-
tor~v0, orientado seǵun su sentido, y seay el eje perpendicular
ax en el plano del choque. Designemos porθ y ϕ losángulos
que los vectores~v1 y ~v2 hacen con el ejex, respectivamente,
seǵun el diagrama de la Fig. 1, que corresponde al llamado
sistema del laboratorio. (En la siguiente discusión, admitire-
mos que ambośangulosθ y ϕ son positivos; naturalmente,
por simetŕıa, ellos tambíen pueden ser negativos.)

Siguiendo la terminoloǵıa usual, podemos llamarángu-
lo de desv́ıo al ánguloθ, y ángulo de retroceso alánguloϕ.
Intentemos describir el choque en función de la velocidad ini-
cial v0 y de los paŕametrosλ y e.

FIGURA 1. Choque entre dos partı́culas (en el sistema del labora-
torio).

Proyectando la Ec. (1) sobre el ejex y sobre el ejey ob-
tenemos, respectivamente (Fig. 1),

λv0 = λv1 cos θ + v2 cosϕ , (11)

0 = λv1 sin θ − v2 sin ϕ . (12)

La Ec. (6) traduce la conservación de la enerǵıa:

λv2
1 + v2

2 =
λ(λ + e2)

λ + 1
v2
0 . (13)

Las inćognitas sonv1, v2, θ y ϕ. Como hay cuatro inćognitas
y apenas tres ecuaciones escalares, existen infinitas solucio-
nes. Para resolver el problema debemos escoger una de las
incógnitas como variable independiente, y expresar las otras
en funcíon de ella.

3. Primera posibilidad: se escoge eĺangulo de
retroceso

Vamos a suponer que estamos más interesados en la partı́cula
que retrocede. Escogemos entonces elángulo de retrocesoϕ
como variable independiente. Tenemos

λv1 cos θ = λv0 − v2 cosϕ , (11a)

λv1 sin θ = v2 sin ϕ . (11b)

Elevando al cuadrado estas dos ecuaciones, sumando y divi-
diendo porλ, obtenemos

λv2
1 = λv2

0 +
1
λ

v2
2 − 2v0v2 cos ϕ . (14)

Introduciendo ahora (14) en (13), resulta

λv2
0 +

1
λ

v2
2 − 2v0v2 cosϕ + v2

2 −
λ(λ + e2)

λ + 1
v2
0 = 0 ,

que, despúes de algunas simplificaciones sencillas, se trans-
forma en

(λ + 1)v2
2 − (2λv0 cos ϕ)v2 +

λ2(1− e2)
λ + 1

v2
0 = 0 . (15)

Esta es una ecuación de segundo grado env2 y sus soluciones
son

v2 =
2λv0 cos ϕ±

√
4λ2v2

0 cos2 ϕ− 4λ2(1− e2)v2
0

2(λ + 1)

=
λ

λ + 1

(
cosϕ±

√
e2 − sin2 ϕ

)
v0

≡ λ

λ + 1
f±e (ϕ)v0 , (16)

en donde definimosf±e (ϕ) = cosϕ±
√

e2 − sin2 ϕ .
La expresíon (16) permite formular algunas conclusiones

importantes. Veamos:
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El ángulo de retroceso debe ser inferior aπ/2. Esto
es intuitivo, pero vamos a probarlo. Supongamos que
ϕ ≥ π/2. Entoncescosϕ ≤ 0 y el único signo posi-
ble en (16) seria el positivo. Para quev2 > 0, debemos
tenerf+

e (ϕ) = cos ϕ +
√

e2 − sin2 ϕ > 0 , o sea,√
e2 − sin2 ϕ > − cosϕ ≥ 0; luego,

e2 − sin2 ϕ > cos2 ϕ =⇒ e2 > 1 =⇒ e > 1 ,

lo que es imposible. Ası́, se concluye queϕ < π/2.

La expresíon (16) śolo tiene sentido si

e2 − sin2 ϕ ≥ 0 =⇒ sinϕ ≤ e . (17)

Aśı, los ángulos de retroceso están limitados por el
valor dee. El coeficiente de restitución determina el
máximoángulo de retrocesoϕmáx a trav́es de

ϕmáx = arcsin e . (18)

Cuanto ḿas ineĺastico sea el choque, o sea, cuanto me-
nor sea el valor dee, menor seŕa el intervalo de valores
que elángulo de retroceso puede tener. Ası́, pues, para
e = 1 (choque eĺastico) tendremos queϕ ∈ [0, π/2[;
parae = 0 (choque totalmente inelástico) tendremos
apenasϕ = 0 (lo que era de esperar, ya que en es-
te caso las partı́culas deben seguir juntas después del
choque).

Pasemos ahora a analizar el comportamiento de las dos solu-
ciones obtenidas parav2 en (16). Para tal, debemos estudiar
las funcionesf±e . Comenzamos por calcular sus derivadas:

df±e
dϕ

(ϕ) = ∓ sin ϕ√
e2 − sin2 ϕ

f±e (ϕ) . (19)

Como f±e es positiva, se concluye quef+
e es una funcíon

decreciente, yf−e es una funcíon creciente. Es también f́acil
verificar que, paraf−e ,

f−e (0) = 1− e , f−e (ϕmáx) =
√

1− e2 , (20)

df−e
dϕ

(0) = 0 ,
df−e
dϕ

(ϕmáx) = +∞ , (21)

y paraf+
e ,

f+
e (0) = 1 + e , f+

e (ϕmáx) =
√

1− e2 , (22)

df+
e

dϕ
(0) = 0 ,

df+
e

dϕ
(ϕmáx) = −∞ . (23)

La gŕafica t́ıpica de estas dos funciones se muestra en la
Fig. 2. Gŕaficas asociadas a varios valores del coeficiente de
restitucíon se muestran en la Fig. 3. En estas gráficas, la so-
luciónf−e (0) fué descartada porque representa una situación
de choque central para la cual resultav1 > v2, algo que no es
fı́sicamente aceptable.

FIGURA 2. Gráfica t́ıpica de las funcionesf±e (ϕ) de (16).

FIGURA 3. Gráfica defe(ϕ) para varios valores dee.

Aśı, las velocidades de retroceso varı́an entre un valor
mı́nimo

v2,mı́n ≡ v−2 =
λ(1− e)
λ + 1

v0 [paraϕ → 0+], (24)

y un valor ḿaximo

v2,máx ≡ v+
2 =

λ(1 + e)
λ + 1

v0 [paraϕ = 0]. (25)

La velocidad de retroceso correspondiente alángulo ḿaximo
de retroceso es

v2 =
λ
√

1− e2

λ + 1
v0 [paraϕ = ϕmáx], (26)

precisamente la ḿedia geoḿetrica de las velocidades de re-
troceso ḿaxima y ḿınima.
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En el caso particular de un choque totalmente inelástico
(e = 0), para el cual ya vimos queϕ = 0, la expresíon (16)
da

v2 =
λ

λ + 1
v0

=
m1

m1 + m2
v0 [choque totalmente inelástico] (27)

que es la velocidadvcm del centro de masa del sistema de dos
part́ıculas. Para un choque elástico (e = 1), la expresíon (16)
da

v2 =
2λ

λ + 1
v0 cosϕ

=
2m1

m1 + m2
v0 cos ϕ [choque eĺastico] (28)

ya que la solucíonv2 = 0 representa una situación en que no
hay choque.

Habiendo obtenido la fórmula parav2 en funcíon deϕ
(que da, como vimos, dos soluciones en general), elángulo
de desv́ıo θ puede ser calculado a través de

tan θ =
v2 sin ϕ

λv0 − v2 cosϕ
, (29)

fórmula que resulta de dividir (11b) por (11a). El resultado
final es

tan θ±λ,e =

(
cosϕ±

√
e2 − sin2 ϕ

)
sin ϕ

1 + λ−
(
cos ϕ±

√
e2 − sin2 ϕ

)
cos ϕ

. (30)

El estudio de las funcionesθ±λ,e muestra queθ−λ,e es una fun-
ción creciente, con

θ−λ,e(0) = 0 , (31)

θ−λ,e(ϕmáx) = arctan

(
e
√

1− e2

λ + e2

)
≡ θ1 , (32)

dθ−λ,e

dϕ
(0) =

1− e

λ + e
,

dθ−λ,e

dϕ
(ϕmáx) = +∞ , (33)

y que el comportamiento deθ+
λ,e depende de la relación entre

los paŕametrosλ y e, siendo necesario distinguir tres casos:
e < λ, e = λ y e > λ. En el primer caso, la función es
creciente si

0 ≤ ϕ ≤ arctan

(
e
√

λ2 − e2

λ + e2

)
≡ ϕ1

y decreciente siϕ1 ≤ ϕ < arcsin e, siendo su valor ḿaxi-
mo arcsin (e/λ) ≡ θ2; en los otros dos casos, la función es

decreciente. Adeḿas,

θ+
λ,e(0) =





0 si e < λ

π/2 si e = λ

π si e > λ

, (34)

θ+
λ,e(ϕmáx) = arctan

(
e
√

1− e2

λ + e2

)
= θ1 , (35)

dθ+
λ,e

dϕ
(0) =





1 + e

λ− e
si e 6= λ

−1 + e

2e
si e = λ

, (36)

dθ+
λ,e

dϕ
(ϕmáx) = −∞ . (37)

La Fig. 4 muestra la dependencia deθ conϕ en las tres situa-
ciones referidas.

En estas gŕaficas se observa claramente que losángulos
θ > π/2, que traducen una situación en que la partı́cula inci-
dente “viene para atrás”, śolo son posibles si su masa (m1) es
suficientementeinferior a la de la partı́cula blanco (m2), sien-
do quesuficientementesignifica que la raźon entre las masas
(m1/m2) debe ser inferior al valor del coeficiente de restitu-
ción del choque. En tal situación, y para un choque frontal, el
sentido del movimiento de la partı́cula incidente es invertido
(θ = π).

En la Fig. 5 puede verse, en cada caso, la dependencia de
θλ,e(ϕ) con el valor dee.

FIGURA 4. Gráficas t́ıpicas de las funcionesθ±λ,e(ϕ) de (30).
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FIGURA 5. Gráficas deθλ,e(ϕ) para varios valores dee.

FIGURA 6. Gráfica deθλ,e(ϕ) para varios valores deλ, cone fijo.

La recta que se observa en el casoe = λ = 1 [cuya
ecuacíon, θ + ϕ = π/2, puede ser obtenida directamente a
partir de (30)] traduce un resultado bien conocido: en un cho-
que eĺastico y no central entre partı́culas de igual masa, las
part́ıculas abandonan el choque según trayectorias perpendi-
culares [4].

En la Fig. 6 se representa la dependencia deθλ,e(ϕ) con
el valor deλ, parae fijo.

Con la f́ormula (16) que da la velocidadv2 en funcíon
de ϕ, es posible también combinar las expresiones (11a)
y (11b) para obtener la velocidad finalv1 de la part́ıcula in-
cidente, como función deϕ. Sin embargo, es mucho más ra-

zonable intentar relacionarv1 con elánguloθ. Eso es lo que
haremos en la próxima seccíon.

4. Segunda posibilidad: se escoge elángulo de
desv́ıo

Vamos a suponer ahora que estamos más interesados en la
part́ıcula incidente. Escogemos entonces elángulo de desv́ıo
θ como variable independiente. Tenemos

v2 cosϕ = λ(v0 − v1 cos θ) , (11c)

v2 sin ϕ = λv1 sin θ . (11d)

Elevando estas dos ecuaciones al cuadrado y sumando, obte-
nemos

v2
2 = λ2(v2

0 + v2
1 − 2v0v1 cos θ) . (38)

Introduciendo ahora (38) en (13), resulta

λv2
1 + λ2(v2

0 + v2
1 − 2v0v1 cos θ) =

λ(λ + e2)
λ + 1

v2
0 ,

que, despúes de algunos cálculos, se transforma en

(λ + 1)v2
1 − (2λv0 cos θ)v1 +

λ2 − e2

λ + 1
v2
0 = 0 . (39)

Las soluciones de esta ecuación de segundo grado env1 son

v1 =
2λv0 cos θ ±

√
4λ2v2

0 cos2 θ − 4(λ2 − e2)v2
0

2(λ + 1)

=
λ cos θ ±

√
e2 − λ2 sin2 θ

λ + 1
v0 ≡ g±λ,e(θ)v0 (40)

en dondeg±λ,e(θ) =
(
λ cos θ ±

√
e2 − λ2 sin2 θ

)
/(λ + 1) .

La expresíon (40) śolo tiene sentido si

e2 − λ2 sin2 θ ≥ 0 =⇒ sin θ ≤ e

λ
. (41)

Aśı, si e < λ los ángulos de desvı́o estaŕan limitados por el
valor dee/λ:

θmáx = arcsin
( e

λ

)
[si e < λ]. (42)

Esteánguloθmáx es precisamente elánguloθ2 indicado en
la primera gŕafica de la Fig. 4 (casoe < λ). Esta situacíon
ocurre, en particular, si la masa de la partı́cula incidente es
superior a la de la partı́cula blanco.

Si e = λ, la expresíon (40) se reduce a

v1 =





2e

e + 1
v0 cos θ si θ 6= 0

0 si θ = 0
[si e = λ]; (43)

en este caso, elángulo ḿaximo de desv́ıo seriaπ/2; eseángu-
lo, sin embargo, no llega a ser alcanzado ya que la fórmu-
la (43) dav1 = 0. Este resultado está de acuerdo con la se-
gunda gŕafica de la Fig. 4 (casoe = λ).
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Finalmente, sie > λ, no hay ninguna limitación para el
ánguloθ, como ya mostraba la tercera gráfica de la Fig. 4
(casoe > λ), en la cual se observa queθ puede variar entre
0 y π.

Estudiemos ahora las funcionesg±λ,e(θ) con ḿas detalle.
Comenzaremos por probar que la función g− sólo es acepta-
ble sie < λ; efectivamente, comog− debe ser positiva,

λ cos θ−
√

e2−λ2 sin2 θ > 0 =⇒ λ2 cos2 θ > e2−λ2 sin2 θ

de modo queλ > e.

El cálculo de las derivadas de las dos funciones da

dg±λ,e

dθ
(θ) = ∓ λ sin θ√

e2 − λ2 sin2 θ
g±λ,e(θ) , (44)

de donde se concluye queg−λ,e es una funcíon creciente,
mientras queg+

λ,e es una funcíon decreciente. Parag−λ,e te-
nemos

g−λ,e(0) =
λ− e

λ + 1
, g−λ,e(θmáx) =

√
λ2 − e2

λ + 1
, (45)

dg−λ,e

dθ
(0) = 0 ,

dg−λ,e

dθ
(θmáx) = +∞ . (46)

En relacíon ag+
λ,e: si e ≤ λ, tenemos

g+
λ,e(0) =

λ + e

λ + 1
, g+

λ,e(θmáx) =
√

λ2 − e2

λ + 1
, (47)

dg+
λ,e

dθ
(0) = 0 ,

dg+
λ,e

dθ
(θmáx) =




−∞ si e < λ
−2e

e + 1
si e = λ

, (48)

mientras que, sie > λ,

g+
λ,e(0) =

λ + e

λ + 1
, g+

λ,e(π/2) =
√

e2 − λ2

λ + 1
, (49)

g+
λ,e(π) =

e− λ

λ + 1
,

dg+
λ,e

dθ
(0) = 0 , (50)

dg+
λ,e

dθ
(π/2) = − λ

λ + 1
,

dg+
λ,e

dθ
(π) = 0 . (51)

La Fig. 7 muestra las gráficas t́ıpicas de las funcio-
nesg±λ,e.

FIGURA 7. Gráficas t́ıpicas de las funcionesg±λ,e(θ) de (40).

FIGURA 8. Dependencia degλ,e(θ) con los paŕametrose y λ.

En cualquier caso, el valor mı́nimo de la velocidad final
de la part́ıcula incidente es

v1,mı́n =
|λ− e|
λ + 1

v0 , (52)

para uńangulo de desv́ıo θ = 0 (si e ≤ λ) o θ = π (si e > λ).
El valor máximo de esa velocidad es

v1,máx =
λ + e

λ + 1
v0 , (53)

para unángulo de desv́ıo θ → 0+. La média geoḿetrica de
estas dos velocidades,v1 = v0

√
|λ2 − e2|/(λ+1), es alcan-

zada para eĺangulo de desv́ıo máximo θmáx (casoe ≤ λ) o
paraθ = π/2 (casoe > λ).
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En la Fig. 8 se observa la dependencia degλ,e en varias
situaciones. Las tres primeras figuras distinguen las curvas de
la misma forma.

En el caso particular de un choque totalmente inelástico
(e = 0), la expresíon (41) daθ = 0, y de la expresíon (40) se
concluye que

v1 =
λ

λ + 1
v0

=
m1

m1 + m2
v0 [choque totalmente inelástico] (54)

que es la velocidad del centro de masa de las dos partı́culas y
que coincide conv2 [ver (27)] confirmando que las partı́culas
siguen juntas después del choque.

Podemos proceder ahora de una forma análoga a la de la
seccíon anterior para expresar elángulo de retroceso en fun-
ción del ángulo de desv́ıo. Efectivamente, dividiendo (11d)
por (11c) resulta

tan ϕ =
v1 sin θ

v0 − v1 cos θ
, (55)

y colocando en esta expresión la fórmula (40) se obtiene

tan ϕ±λ,e=

(
λ cos θ ±

√
e2−λ2 sin2 θ

)
sin θ

1+λ−
(
λ cos θ ±

√
e2−λ2 sin2 θ

)
cos θ

. (56)

El estudio de esta función no trae, sin embargo, ninguna in-
formacíon adicional, siendo que las gráficas de la Fig. 4 con-
tienen ya todo lo que es necesario.

5. Pasando al sistema del centro de masa

En las dos secciones anteriores el análisis del choque fúe he-
cho escogiendo, alternadamente, losángulos de retroceso y
de desv́ıo. Como fúe explicado en la Sec. 2, estos dosángu-
los son medidos en el sistema del laboratorio, un sistema en
el cual la part́ıcula blanco se encuentra inicialmente en re-
poso. El choque puede también ser analizado en el llamado
sistema del centro de masa, un sistema en el cual el centro de
masa de las dos partı́culas se encuentra en reposo. (Como la
velocidad del centro de masavcm es constante durante todo
el choque, este es claramente un sistema inercial.)

La visión que se tiene del choque en el sistema del centro
de masa es lo que se muestra en la Fig. 9. Veamos porqué.
Antes del choque, en este sistema la partı́cula incidente se
desplaza con una velocidad [ver expresión (27)]

~v′01 = ~v0 − ~vcm = v0x̂− vcmx̂

=
(

v0 − λ

λ + 1
v0

)
x̂ =

1
λ + 1

v0x̂ (57)

(hacia la derecha, por lo tanto), y la partı́cula blanco se des-
plaza con velocidad

~v′02 = ~0− ~vcm = −vcmx̂ = − λ

λ + 1
v0x̂ (58)

(hacia la izquierda, por lo tanto). Después del choque, la
part́ıcula incidente se mueve con velocidad

~v′1 = ~v1 − ~vcm = v1 cos θx̂ + v1 sin θŷ − λ

λ + 1
v0x̂

=
(

v1 cos θ − λ

λ + 1
v0

)
x̂ + v1 sin θŷ , (59)

y la part́ıcula blanco se mueve con velocidad

~v′2 = ~v2 − ~vcm = v2 cosϕx̂− v2 sin ϕŷ − λ

λ + 1
v0x̂

=
(

v2 cosϕ− λ

λ + 1
v0

)
x̂− v2 sinϕŷ . (60)

Es f́acil probar que los vectores~v′1 y ~v′2 tienen la mis-
ma direccíon y apuntan en sentidos opuestos. Efectivamente,
debido a la conservación de la cantidad de movimiento, la
velocidad del centro de masa puede también ser escrita en la
forma

~vcm =
m1~v1 + m2~v2

m1 + m2
=

λ~v1 + ~v2

λ + 1
; (61)

entonces




~v′1 = ~v1 − λ~v1 + ~v2

λ + 1
=

~v1 − ~v2

λ + 1
~v′2 = ~v2 − λ~v1 + ~v2

λ + 1
=

λ(~v2 − ~v1)
λ + 1

de modo que
~v′2 = −λ~v′1 . (62)

Aśı, en el sistema del centro de masa la descripción del cho-
que requiere solamente unángulo [5], que en la Fig. 9 fúe de-
signado porψ y que representa eĺangulo de desv́ıo (igual
para las dos partı́culas) en este sistema. Ya que, de la Fig. 9,

~v′1 = v′1 cos ψx̂ + v′1 sin ψŷ , (63)

comparando con la expresión (59) resulta




v′1 cos ψ = v1 cos θ − λ

λ + 1
v0

v′1 sin ψ = v1 sin θ
(64)

que permite obtener la relación

tanψ =
v1 sin θ

v1 cos θ − λ
λ+1v0

. (65)

De modo ańalogo,

~v′2 = −v′2 cos ψx̂− v′2 sinψŷ , (66)

y comparando con la expresión (60) resulta



−v′2 cos ψ = v2 cosϕ− λ

λ + 1
v0

−v′2 sin ψ = −v2 sin ϕ
(67)
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de la cual se obtiene

tan ψ =
v2 sin ϕ

λ
λ+1v0 − v2 cos ϕ

. (68)

La expresíon (65) permite estudiar la dependencia deψ con
θ, y la expresíon (68) la dependencia deψ con ϕ, ya que
fórmulas parav1 en funcíon deθ y parav2 en funcíon deϕ
fueron ya deducidas en las dos secciones anteriores. Para ver
de que formaψ depende deθ, por ejemplo, sustituimos la
fórmula (40) en (65) y obtenemos

tan ψ±λ,e =

(
λ cos θ ±

√
e2 − λ2 sin2 θ

)
sin θ

(
λ cos θ ±

√
e2 − λ2 sin2 θ

)
cos θ − λ

. (69)

El ańalisis de esta expresión obliga, una vez ḿas, a considerar
tres casos:e < λ, e = λ y e > λ. Sie < λ, losángulosθ que-
dan limitados al intervalo[0, θmáx] conθmáx = arcsin(e/λ).
La funciónψ+

λ,e es creciente, con

ψ+
λ,e(0) = 0 , ψ+

λ,e(θmáx) = π−arc cos(e/λ) ≡ ψ1 , (70)

dψ+
λ,e

dθ
(0) =

e + λ

e
,

dψ+
λ,e

dθ
(θmáx) = +∞ , (71)

y ψ−λ,e es una funcíon decreciente, con

ψ−λ,e(0) = π , ψ−λ,e(θmáx) = π−arc cos(e/λ) ≡ ψ1 , (72)

dψ−λ,e

dθ
(0) =

e− λ

e
,

dψ−λ,e

dθ
(θmáx) = −∞ . (73)

En el casoe = λ, se tieneθ ∈ [0, θmáx[ con θmáx = π/2,
siendo

ψ+
λ,e = 2θ [paraθ 6= 0] y ψ−λ,e = π [paraθ = 0] . (74)

En el casoe > λ, θ vaŕıa entre 0 yπ; existe apenas la función
ψ+

λ,e, que es creciente, con

ψ+
λ,e(0) = 0 , ψ+

λ,e(π) = π , (75)

dψ+
λ,e

dθ
(0) =

e + λ

e
,

dψ+
λ,e

dθ
(π) =

e− λ

e
. (76)

FIGURA 9. Choque entre dos partı́culas (en el sistema del centro de
masa).

FIGURA 10.Gráficas t́ıpicas de las funcionesψ±λ,e(θ) de (69).

FIGURA 11.Dependencia deψλ,e(θ) cone y λ.

En la Fig. 10 se muestran las gráficas t́ıpicas correspondien-
tes. En la Fig. 11 se muestra la dependencia con los valores
dee y deλ.

Estudiemos ahora la dependencia deψ con ϕ; introdu-
ciendo (16) en (68) resulta

tan ψ±e =

(
cos ϕ±

√
e2 − sin2 ϕ

)
sin ϕ

1−
(
cosϕ±

√
e2 − sin2 ϕ

)
cosϕ

. (77)

Notamos que esta expresión śolo depende del parámetroe.
Es f́acil probar que, en el intervalo0 ≤ ϕ ≤ ϕmáx [ver (18)],
ψ+

e es una funcíon decreciente yψ−e es una funcíon creciente.
Además

ψ+
e (0) = π , ψ+

e (ϕmáx) = arc cos e , (78)

dψ+
e

dϕ
(0) = −e + 1

e
,

dψ+
e

dϕ
(ϕmáx) = −∞ , (79)
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FIGURA 12.Gráfica t́ıpica de las funcionesψ±e (ϕ) de (77).

FIGURA 13.Dependencia deψe(ϕ) cone.

ψ−e (0) = 0 , ψ−e (ϕmáx) = arc cos e , (80)

dψ−e
dϕ

(0) =
1− e

e
,

dψ−e
dϕ

(ϕmáx) = +∞ . (81)

En la Fig. 12 se muestran las gráficas t́ıpicas correspondien-
tes. En la Fig. 13 se muestra la dependencia con el valor dee.

Antes de concluir, veamos lo que podemos decir sobre las
velocidadesv′1 y v′2. Elevando al cuadrado y sumando las dos
ecuaciones del sistema obtenido en (64) resulta

v′21 = v2
1 +

(
λ

λ + 1
v0

)2

− 2
λ

λ + 1
v0v1 cos θ . (82)

Sustituyendo en esta expresión la fórmula (40) y despúes de
algunas simplificaciones algebraicas se obtiene

v′1 =
e

λ + 1
v0 . (83)

De la misma forma, elevando al cuadrado y sumando las dos
ecuaciones del sistema obtenido en (67) resulta

v′22 = v2
2 +

(
λ

λ + 1
v0

)2

− 2
λ

λ + 1
v0v2 cosϕ , (84)

y si introducimos en esta expresión la fórmula (16) se obtie-
ne, despúes de algunos cálculos,

v′2 =
λe

λ + 1
v0 . (85)

Las expresiones sorprendentemente sencillas (83) y (85)
est́an de acuerdo con (62), y muestran claramente una de las
ventajas de trabajar en el sistema del centro de masa: las mag-
nitudes de las velocidades finales no dependen delángulo de
desv́ıo (ψ, en ese sistema). Estas dos expresiones podrı́an ha-
ber sido obtenidas de una forma más directa combinando la
fórmula (62) con la relación

e =
|~v′1 − ~v′2|

v0
, (86)

que resulta de (5) después de observar que el valor dee, tal
como fúe definido inicialmente, no depende del sistema en
que nos coloquemos (laboratorio, centro de masa o cualquier
otro). Este aspecto es muy importante, ya que evidencia la
ventaja intŕınseca de describir el choque en función de los
paŕametrose y λ en vez de hacerlo en función de los paŕame-
tros Q y λ: el valor deQ est́a necesariamente asociado al
sistema del laboratorio.

6. Conclusiones

Se ha descrito un choque inelástico entre dos partı́culas usan-
do como paŕametros la raźon (λ) entre sus masas y el coe-
ficiente de restitución (e). Se ha probado que este tiene una
interpretacíon geoḿetrica clara: está relacionado con el ḿaxi-
mo ángulo de retroceso (ϕ), medido en el sistema del labo-
ratorio [ver la Ec. (18)]. Igualmente, se ha demostrado que
la raźon e/λ determina directamente los valores posibles del
ángulo de desv́ıo (θ), medido tambíen en el sistema del la-
boratorio [ver la Fig. 4 y la Ec. (42)]. Expresiones sencillas
[ver las ecuaciones (24), (25), (52) y (53)] permiten obtener
los intervalos de velocidades (y, por lo tanto, los de energı́as)
de las part́ıculas despúes del choque. Finalmente, se ha mos-
trado que, en el sistema del centro de masa, las velocidades
finales de las partı́culas quedan autoḿaticamente determina-
das por los dos parámetros escogidos[ver Ecs. (83) y (85)],
y que basta uńunicoángulo (ψ) para describir el choque. La
variacíon deψ conϕ y conθ se ha estudiado en detalle. En
particular, se ha visto que la variación deψ con ϕ depende
solamente del parámetroe.

Esta nueva formulación constituye pues una alternativa
muy interesante al enfoque tradicional basado en la cantidad
Q, y nos parece que, didácticamente, sus ventajas son consi-
derables.
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