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Se expresan los campoéeilricosﬁ(?), dentro y fuera de elipsoidales uniformemente polarizadosémnirios de integralesiglicas y
sin necesidad de resolver ecuaciones diferenciales. Las expresioneédidas para materiales honfrgpos cualesquiera, seaati®pos o
anistropos, sean electretos, dietricos o conductores. Se dan las expresionesaigs del campo inducidE(f‘) para esferas diettricas
y conductoras inmersas en campos aplicados constantes y uniformes.

DescriptoresElectrosatica; ecuaciones de Poisson y Laplace; problemasrdeivalor.

The electric fieldsZ (), inside and outside uniformly polarised ellipsoidal electrets, dielectrics and conductors, is given in terms of elliptic
integrals. The derivation, valid for homogeneous isotropic and anisotropic materials, makes no recourse to differential equations. The full
expression of thé”(7) induced for spherical bodies embedded in uniform aplied constant electric fields, either dielectrics or conductors, is
explicity given.

Keywords: Electrostatics; Poisson and Laplace equations; boundary-value problems.
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1. Introduccion materia (en vez de los usuales casos especialeOtdLs-

) ) ) o ) tran la plausibilidad de las leyes invocadas) como resolver sin
Los libros introductorios de electricidad rara vez discuten ehecesidad de ecuaciones diferencialegnito caso conoci-
problema de la electrificamn de cuerpos finitos. Larames (g de cuerpos finitos cuya polarizasieEctrica es uniforme,

la dificultad del @lculo de distribuciones de campog@ti-  |os elipsoides generales, problema dsitamo que resolve-
cos generados por materiales cuyo estado de polasizde:  mos detalladamente en este trabajo.

pende de la misma configuraai final de estos campos. Por

tratarse de un problema que debe resolverse de modo autﬁ- lari .
consistente (la polarizaamn de una poréin de materia depen- < Cuerpos con polarizagbn permanente

de de los campos de la materia restanésta depende a su El potencial eéctrico V' generado por un volumen de

vez de los campos que genera esa jpoigise deja usualmen- dielectrico con polarizaéin uniformep es
te para cursos avanzados donde se resuelven las ecuaciones

diferenciales a derivadas parciales de Maxwell por&iatdo P.(F
de separadin de variables. Entre los pocos cuerpos detalla- V() = k1 =
damente discutidos en los textos elementales se cuentan las

ﬁi

3 d

laminas de espesor constante y ext@manfinita y los cilin- R (F—7) .

dros rectos de sedmi circular y longitud infinita, siempre =k /// P a°r, (1)
para materiales homégeos e igtropos. La esfera, el cuerpo

finito mas simple, 8lo se resuelve con ecuaciones diferencia- dondek; — 4r/eq — 10~7c? en el Sistema Internacional

les. Resulta entonces quéls en los cursos as avanzados
de electromagnetismo, usualmente no tomados por ingeni
ros, es posible trabajar con cuerpos reales (finitos) y disc
tir importantes comportamientos de iréereécnico, como el

SI[1], dondec es la veIomdad de propagaai de las ondas
Jectromagaticas en el vdo y d3+ es el elemento diferencial
%Ye volumen. Como

—

analisis de las condiciones en que su polariaagiuede ser v 1 __r-r
uniforme, los efectos de la anisotiagmateriales cristalinos) |7 — 7| 7=

y el comportamiento de conductores finitos en presencia dg . . .
: . onde el gradiente se toma respecto de la variable vectorial
campos aplicados uniformes.

T , - , F r ribir (1 la forma:
La principal rabn de la dificultad para resolver casoasn 7, e puede reescribir (1) de la forma

realistas es que los cursos introductorios de electricidad se V(f) = —P-V¢(f), donde

dictan usualmente antes de que los estudiantes conozcan los

métodos del aflisis vectorial. La situadin esh cambiando O(F) = ky /// HP a3, 2
en las universidades donde los cursos de electricidad y mag- \

netismo se dictan inmediatamente a continblaae los de R
aralisis vectorial. Esto permite tanto dar demostraciones gedondeP es el versor adimensional en la diréoty sentido
nerales rigurosas de las propiedades electrogtags de la de P, P - V es el operador derivada en la diréntiPy ¢(7)
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es —salvo una diferencia de unidade®l potencial edctri- En esta notadin la Ec. (6) se escribe simplemente de la
co generado cuando el volumeresa cargado con densidad formaE(7) = —4x kyn(7) - P, 0 mas expicitamente,

de carga uniformeP/[1]**. Este mismo resultado puede ob-

tenerse mediante la superpo8itide dos distribuciones de E, N (7) Ny (7) Moz (T) Py

carga uniforme idénticas cuya distancia se hace tender Ey | ==47k1| nyo(r) nyy (7) ny=(7) || Py |- (8)

a 0 mientras se mantiene constante el prodgtton = P E, N2z (7) zy( ) Mz (T) P,

(definicibn materatica de dipolo puntual).

De la relacbn entre campo y potencialéadtrico se tiene Se ve asque el problema delaculo del campo ektrico

E(F) producido por un volumen de materia con polariza-

que ) ) . .
o, A cion uniformeP se ha reducido alaculo del tensor depo-
E(r) =-VV(r) ==V {(P ' VM)(F)] ’ (3) larizacbn n (7). Este tensor se obtiene a partir del potencial
Para simplificar la escritura de las ecuaciones posteriorggenerado por una densidad de cargaP/[!] uniformemente
definimos distribuida en el volumen. En todos los casos donde este po-
() 1 . tencial pueda expresarse dtiahmente (caso de los elipsoi-
I(r) = = /// 77| d-r, (4 des generales), se puede taembéxpresar el campoéaitrico

generado por ese volumen cuando tiene poladreekctrica
lo que permite simplificar mucho losakculos al remitirnos ~ uUniforme.
al problema ras simple del &lculo de¢. Explicitando las

derivadas se obtiene f'”a'me”te 3. Propiedades del tensor de polarizadin

E(F) =k Z T Z 8:w Se dan a continua@n, sin demostradn, propiedades de
gue pueden deducirse de su defimig#4]:

021( F)
=k Z Z Oz 81:5 ®) » Eltensor depolarizadn es singtrico: n,s = Ngq.

= Latraza del tensor depolarizacivale 1 dentro del vo-

dondez es el versor del eje coordenadg, conzg = x, y, lumeno y 0 afuera:

z. Las componentes del campe@etrico son entonces[2]

Eo(7) = 4wk Y nag Py, donde Trn =N, () +0,,(7) +n..(7) = { 0sir ¢ o
B
Nag(7) = 1 2*1 O°(r) (6) = Cuando el volumen es un elipsoide general[5]:
CArm 00z
e Los valores de las componentes del tensor depo-

El tensor adimensional de componentgg fue original- larizacbn, que denominamos N, son constantes
mente introducido para la resolboi de problemas de mag- para todos los puntos interiores aNo sucede lo
netizacon[3] donde se lo denomirtansor demagnetizaim. mismo en los puntos exterioressadonden (7)
Su aplicabililidad a problemas tanto de polaribacéEctrica no es constante [Ec. (12)]. Los valores de N deri-
como magetica, donde caracteriza los efectos de depolari- vados de la Ec. (6) pueden expresarse&eminos
zacbn provenientes de la forma del cuerpo, justifica el uso de integrales @bticas[6].

de un nombre @s general, como el densor depolariza- L

cibn que se usa@ agu. Se introduce el factor —1#en la * De la Ec. (8) se ve que el campoeelrlco ge-

definicibn para que su traza valga la unidaédse la secon ”eTado por la polanzann es uniforme en el in-

Propiedades del tensor depolarizaéin). terior de elipsoides, pero que ,ambos vgctores no
Es més fcil calcularE (7) en notadbn matricial. Para ello son en general paralelos. Est_edmeno, bien co- :

se reescriben los vectores como matrices columnay el tensor nocido en el campo de experimentos con materia

depolarizadin como una matriz cuadrada, dando magreucamente polarizada, se denomina aniso-
tropia de forma.

E(F) N E“/’ e Eltensor depolarizadh interiorN es diagonal en
E’” ’ el sistema cartesiano de coordenadas coincidente
z

con los ejes principales del elipsoide de semiejes
Ny (T) Ty(f‘) nu(F) ai, as , az 'y ecuacdn

(x/a1)? + (y/az)? + (z/a3)? = 1.

Ny (T) nzy(r nzz(
- Py e Los terminos diagonales son entonces, como se
P=1Pr |. () demuestra en cualquier curso de taate matri-

P ces, los autovalores dé
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e Si dos semiejes del elipsoide son iguales, losde la esfera, se obtiene, de la Ec. (4),
autovalores correspondientes dietambién lo
son. 2

e Cuando un semieje tiendera, el correspondien- I(r) = 3 - (11)
te autovalor deN tiende a 0. v '

4. Tensor depolarizacbn de una esfera
Utilizando la definiodbn den [Ec. (6)] se obtiene final-

Se calcula a continuam el tensor depolarizamn de la esfe- mente

ra, el cuerpo finito de AGxima simetia. Para ello se eviah el

potencialy dado por la Ec. (2). Si el radio de la esferargs

su carga total e§ y se toma el origen del sistema de coor-

denadas cartesianas en el centro de la esfera, del teorema deN () =
Gauss de la electrdstica se obtiene[7]:

W=

o
Wl
o
I
I
e

0 0 %
kQ
—3 7 Sl T<R, » (12)
Br)=4 " (©) S
kQ
— si r> R. v 3z-y 3y°—r? 3z
r 1’1(;) = - ro > o )
El campo ekctrico es radial y de sentido saliente de la es- dm - o 42,2
fera cuanday es positivo. Su rddulo E(r) es funcén lo 75 s 75
del mbdulor del vector posién . Como
BR) = —vV(7) = _ov(r) . B 7, dondeN es el tensor depolarizdni interior ¢ < R), Les la
or matriz unidad yn el tensor depolarizagn exterior ¢ > R).
se puede integraV/ (r)/0r = —E(r) para obtener Notese que TN =1y Trn =0, como corresponde a las pro-
piedades generales enunciadas. El campatrito exterior a
k1Q .
——372 si r<R, la esfera es exactamente el de un dipolo puntual con momen-
Vi(r) = 2R (10) todipolar eéctricop’= v - P.
k1@ si r>R. Usando las Ecs. (8) y (12) se obtiene la exyiesiel
,

campo edctrico £ generado por una esfera con polaripaci
Teniendo en cuenta que = (47/3)R3, Q = p - v, uniforme P cuando no hay aplicado un campo externo. Para
p = P/[l], @ = (47/3)R3(P/[l]), dondev es el volumen que la expregin resultante resulte familiar se ha remplazado
la polarizacbn ekctricaP por el momento dipolar éttrico
| p=v-P = (47/3)R3P, obtenéndose finalmente

471']{51 R .
— » Si r <R,
3
3¢’ —r® 3wy 3yz
q Ak R v
E() =— n(r)-p= . 13
(7) o () p soy 3Pr?  gea Da ' (13)
—47ky rd rd rd . Dy si r> R
3y-z 3z-x 32212 Pz
5 5 5

Parar < R el campo obtenido corresponde al llamado
campo de Lorentz[8], cuyo valor se calcula usualmente me- . L )
. L L . exclusivamente eretmino de vectores:
diante la expresin integral del campo éttrico para densi-
dades superficiales de cargas de polar@madi/sando la rela-
cion - Atk .
E(F)=—- 1n(f’) p=ki——F—— si T>R.
v r
(14)
Este campo corresponde exactamente al de un dipolo

y las ecuaciones afogas para cada fila del producto matri- puntual de momento dipolaréadtricq’ situado en el origen
cialn - p, se puede reescribir la exprésidel campo exterior de coordenadas[9].

(322 —7"2)p$ +3zyp, +3z2p, =3zp-7—r’p,
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a aqu) o usando las propiedades de sirreefrrecedentes. No
es correcto en este caso usar el potencial derivado del teore-
ma de Gauss de la electratita. Como ejemplo de la aplica-
cion de las propiedadesfsdadas, se calcula a continuati
a a el tensor depolarizagn interior de unadmina diegctrica de
extensbn indefinida y espesor finitd, donde se toma como
z el eje normal a la interfase dedtrico-va¢o. Como los se-
T miejesa Y a, tienden aco, se tiene que N, = N, = 0. Por
la regla de la traza se obtiene finalmente que

Nuz+ Nyy+ N..= 1, esdecir N.. = 1.

Z Q0
|

Z
éll

pd
N

|

>

No hay ninguna propiedad general que permita simplifi-
car de manera d@boga el @lculo del tensor depolarizami
exterior. En este caso lasicas propiedades disponibles son
A= » Nap(r) = Nga(r);

Xy = Trn=0.

Nyx=Nyy=1/2,N,=0

Q,=00

Usando estas propiedades éirero de componentes a
evaluarse se reduce a 5, dérdose déstas las cuatro res-
tantes.

6. Polarizacibn inducida

Por ser el conceptualmenteamsimple, se ha discutido has-
ta ahora 6lo el caso de polarizacionesetricas permanen-

FIGURA 1. tes, es decir, el de ferrdamdtricos o electretos. En el caso de
dielectricos normales la polarizéci es generada por el mis-

P . . mo campo dctrico aplicado. En el rango lineal se tiene en-
5. Calculo de n a partir de sus propiedades tonces

En casos de alta sim&ty o cuando alguno de los semiejes P(r) =x-E(7), (15)
tiende ao, el valor del tensor depolarizaxi interiorN pue- ~ donde, salvo en el casooisopo, la matriz susceptibilidad
de obtenerse sin necesidad de evaluar ninguna integral. Pagl&ctricax no es niiltiplo de la matriz unidad. (matriz no
ello basta utilizar algunas de las propiedades antes enuncigiagonal o diagonal con autovalores diferentes). Se considera
das, todas cumplidas por la Ec. (12): aqui solo el caso homagneo { es una matriz constante inde-
pendiente de las coordenadas) cuando se aplica un cagpo
= N es diagonal cuando el sistema de coordenadas camniforme en todo el volumen. De la primera de las Ecs. (8)
tesiano coincide con los ejes principales del elipsoidese obtiene entonces que para los puntos interiores al elipsoide
cuyos semiejes denotamos aof a, Y a.. E(#) = By 4n kN -y B,

= Latraza deN vale siempre 1. i . ) , .
ecuacbn matricial (o sistema de ecuaciones lineales) que

= Sidos semiejes del elipsoide son iguales, los autovalopuede resolverse para el campgr). Se ve que el campo
res correspondientes dietambin lo son. eléctrico interior es uniforme eny satisface la ecuatn

= Cuando el valor de un semieje tiende el corres- (1+47kN-x) - E = Ey, que invertida da
ondiente autovalor dd tiende a 0. - .
P E=1+4rk)N-x)"'-Ey, (16)

Usando estas propiedgdes se pueden calcfnﬂ:iipfente _ dondel es la matriz unidad y1 + 47k N - y)~! es la ma-
Ip; valores dé\ correspo,nfjle'ntes auna esfe'ra, un cilindro iN-4i> inversa de(1 + 47k, N - x). A partir de la Ec. (16) se
finitamente largo de sedwi circular y unadmina de espesor ptiene la expreéh completa del campodtrico de un elip-
finito y extensdn indefinida. Los resultados se ilustran en laggige diekctrico de susceptibilidag colocado en un campo

Fig. 1', 5 . o _aplicado uniforme@o. El campo ekctrico interior genera una
Es importante g&lar que cuando uno oas semiejes di- polarizacon, tambén uniforme

vergen el tensor depolarizéci interiorN sblo puede evaluar- B B .
se tomandoiimites en la integral gbtica general (no dada P=x-E=x-(1+41kiN-x)"' - Ej. a7
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Esta polarizadin genera a su vez el campo exterior alcargas dctricas. En tal caso, todas las cargas se ubican en la
elipsoide dado por Ec. (8), al que debe sumarse el aplicadsuperficie y ninguna en el interior. La polarizagique resul-

dando finalmente ta equivalente’3 puede calcularse sabiendo que en el estado
. . . de equilibrio en el interior del conductor el campo resultante
E(r) = Eo — 4nkin(7) - P debe ser nulo. Es decir, el campo generado por la distribu-

cion superficial de cargas debe cancelar exactamente el cam-
po aplicado. SiE, es el campo uniforme aplicado, se tiene
entonces, por la adizn de este campo al de polarizatides-

crito por la Ec. (8)

=1 —4rkin(7) - x- (1 +47kN-x) '] Eo, (18)

donde la dependencia espacial (pero no la oriebacuan-
do x no es nilltiplo de la matriz unidad) egtexclusivamente

determinada pon (7). E(f) = Ey — 41 k;N-P =0, que permite despejar
Es importante discutir ahora la ldiesis de polariza-
cion uniforme hecha al comienzo del trabajo. Cuando a un 47k N - P = E,. (29)
dlelgctrlco de forma arbitraria se le aplica un campo unifor- .
me Ej, la polarizaocbn inducida no séren general uniforme. Se obtieneP resolviendo este sistema de ecuaciones li-

Esto se debe a que el campo inductor en cualquieecatd  neales, que es equivalente a invertir la maltizPara una
del material es la composam del campo aplicado y el cam- esfera méilica de radiak, dondeN = 1/3, la Ec. (19) da

po dipolarE} generado por las restantes @milas. Max-
well demosto queEﬁ sblo puede ser uniforme cuando la P=_—"_
superficie Imite del dieéctrico esh descrita por una expre-

sion algebraica de segundo grado en las coordenad@s  dondgies el momento dipolar ettrico de la esfera. EI cam-
z[10]. La Gnica superficie cerrada de este tipo es el elipsoid@o resultante en el exterior es la compdsicilel campo apli-
general, mientras que los casasites de semiejes infinitos cado con el campo dipolar dado por la Ec. (14). Se puede
corresponden a superficies abieffa&sta es la ram porla  asimismo calcular la densidad superficial de cargaduci-

cual el caso ras simple en que un dgdtrico puede tener da sobre la superficie de la esfera usando la bien conocida
polarizacdn uniforme es cuando tiene forma elipsoidal, y sufgrmula

polarizacon esh entonces dada por la Ec. (17). o(R)=R - P, (21)

p=v-P=""F,, (20)

dondeR? es el versor adimensional normal y saliente de la
7. Esfera conductora en campo aplicado uni- superficie de la esfera en el punfo Si se elige el sistema
forme de coordenadas de modo qﬁecoincida conelejeybes
el angulo que formak con z, se obtiener(d ) = P-cos@ ).
La redistribucbn de cargas en conductores puede obtenef=sto muestra que, como debe sealcanza su valor aximo
se como el casdrhite en que la polarizaon de la materia positivo en (0, O,R), su maximo negativo en (0, QR) y se
puede producirse con total libertad de desplazamiento de lasula sobre el plano ecuatoriat 0.

1. Ladiferencia consiste en que el numerador debiera tener unidas. Las condiciones para que una fubtialgebraica de segundo

des de densidad de cargd[{]® (C/m® en Sl) y tiene en cambio grado describa un elipsoide generalaestietalladamente dis-

unidades de densidad de polarizaciq]-[]]* (C/m? en SI). cutidas en G.A. Korn y T.M. Kornviathematical handbook for
ii. [I] es, en notadin internacional, la designaxi de la unidad de scientists and engineefsicGraw-Hill, New York, 1968) p. 79.

longitud del sistema en uso. 6. MacMillan, The theory of the potentigDover, London 1958)

7i1. Sedin el conocimiento del autor, no parece haber sido estudia-  p. 45.
do el caso en que el cuerpo @skelimitado por la intersedm

de dos o ras superficies diferentes de segundo grado. 7. Véase, por ejemplo, Young y FreedmaBears and Ze-

i } ) mansky’s University Physics with Modern Physib@' edicion
1. Los correspondientes a otros sistemas de unidades pueden obte- (addison-Wesley, EE. UU. 2000) p. 723.
nerse de John David Jacks@iassical electrodynamigdohn ] ) ) ]
Wiley & Sons, New York 1962) p. 616. 8. Veéase, por ejemplo, A.J. Dekk@vlid State Physio$rentice-

2. La versbn magtetica de este resultado fue publicado por pri- Hall, Englewood Cliffs, 1962) p. 42.

mera vez por el autor dEEE Trans. Magn17(1981) 1363. 9. Véase, por ejemplo, J.R. Reitz, F.J. Milford y R.W. Christy,
3. D. Landauy E.M. LifshitzElectrodynamics of continuous me- Foundations of electromagnetic theof&ddison Wesley, Re-
dia (London 1941), p. 26. ading Mass., 1979) p. 39.
4. R. Moskowitz y E. Della Torre|EEE Trans. Magn2 (1966) 10. J.C. Maxwell,A treatise on Electricity and Magnetis(over
739 y referencias dltladas. Books, New York, 1954) Vol. 2, p. 66.
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