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In this paper we calculate in detail the quantum mechanical propagator for two physical systems, a two-dimensional free particle and a particle
in the Earth’s gravitational field, according to Feynman sum-over-paths postulate. The method of propagator calculation that we have used
is based on an approximation by polynomials, which is consistent with Weierstrass theorem. The results obtained with this method, except
for a numerical factor that depend only on the degree of the polynomials, are equal to those obtained through the use of formal methods.
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En este aftulo calculamos detalladamente el propagadoramieo cuiantico para dos sistemadsitos, una paitula libre en dos dimensiones

y una paricula en el campo gravitacional de la Tierra, de acuerdo con el postulado de sumas sobre caminos de Feyietoalo. dd &iculo

del propagador que hemos utilizado&eltisado en una aproximagipor polinomios, que es consistente con el teorema de Weierstrass. Los
resultados obtenidos con estétodo, a excepoin de un factor nuirico que depende solamente del grado de los polinomios, son iguales a
aquellos obtenidos con el uso détodos formales.

Descriptores:Propagador cantico; integral de camino; polinomios.

PACS: 02.30.Mv, 03.65.-w

1 Introduccion truccibn del propagador puede aplicarse lo establecido por
Weierstrass, estamos interesados en determinar el efecto que
sobre el propagador éuatico tiene una aproximai polino-

mial para los caminos. Tratamos este asunto considerando
ggs sistemasidicos simples: una pacula libre bidimen-

Es bien sabido que los modeldsi€os que dan cuenta de las
propiedades y del comportamiento &imico de los sistemas

cuanticos son construidos de acuerdo con las consideracions > nal na paftula interactuando con el campo aravita
de una formuladn espeffica de la meanica céntica. En- : y una partuia | u PO gravi

tre esos modelos contamos los implementados de acuer&bzgigr?g?;trzh:?;ggrrfessg:t(:ggéeg’fleoszjgéztr:u(;truera
con la formuladdn de integrales de camino, debida a Feyn~y 9 P

man, [1,2], donde podemos identificar algunos ejemplos co cidos en el siguiente orden: En la subseocl.1 revisamos
cretos, como el de Castro-Neto y Caldeira, sobre la disipaci revemente algunos conceptos y propiedades relacionados
cuantica, [3], y el de Caldeira y Leggett, sobre el movimiento®®" el propagador de acuerdo con el postulado de Feynman;

Browniano cintico, [4], por mencionartéo dos. La formu- en Ig Sec. 2 definimos la aproxim'ani’en eérminos de polij
lacibn de Feynman, en particular, parece naturalmente bighom!os, en la Sec. 3/prese.ntamps. Iak:u!os cor respondi-
adaptada a situaciondsitas como las que se manifiestan enShtes al Casp_de una Hautla libre b_lgjlrr,le_znsmnal, mcl_uyenqlo
el experimento de la doble rendija, donde los ingredientes inlf-Ina subsecon dedicada a la verificam de |a consistencia

volucrados tienen, particularmente en la interprétadie los t:rlr:;c?sd deelcrﬁaaisr:n;dsﬁn?drzlIlr:;n?efljl’t;jrl);aoifecr.li décl)spn;srznél
resultadosibicos, algunas caractsticas intuitivas [5]. De P

otro lado, en lo que se refiere a las aplicacionés isim- caso de una pddula en el campo g'ravitacional terrestre, en
ples, el uso de dicha formulaai ha permitido establecer, la §ec._ 5 presentamos las conclusiones y posteriormente los
de una manera alternativa, las expresiones correctas de Iégendlces.

propagadores @nticos correspondientes a diversos sistemas

fisicos. Y en cuanto al proceso mismo de constarcdle 1.1 El propagador de Feynman

los propagadores, que es lo que fagos interesa, la formu-

lacibn de Feynman presenta caraigtcas propias, como la Consideremos un sistema &amico (unidimensional)
de considerar para su defirioi un rtumero superinfinito de preparado de tal manera que en un cierto inst@ptel es-
caminos continuos que unen dos puntos espacio-temporalemlo correspondiente @storrectamente representado por
fijos definidos. Por otra parte, de los libros ddcalo o una funcén de onda¥y,, un estado puro. A ese sistema
fisica materatica, es conocido el teorema de Weierstrass [6]fisico le correspondar en un instante posteridt y como
gue establece que las funciones continuas pueden ser apraonsecuencia de su evolani diramica, una nueva funin
imadas por polinomios; entonces, notando que para un alide onda¥r, la misma que, de acuerdo con la r@eica
porcentaje de los caminos que deben considerarse en la comsantica, puede obtenerse como resultado de la apicaci
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del respectivo propagador sobre la fugrcde onda inicial:
)

En la ecuadn anterior podemos interpretar€(T, Tp),
gue es conocido, como una niatcontinua, con elementos
K(x,T;x,Tp), ¥ las funcionestr, y ¥+ como vectores
columna continuos, con elementdsy, (z9) ¥ ¥r(x), re-
spectivamente. Los elementos del vecigr, en la Ec. (1),
guedan definidos de la manera usual, aésagte la integral

U :K(T,To)\I/TO R T>1T.

(que es lo que corresponde en este caso) de productos de e

mentos de la mdiiz por elementos del vector:

+oo
\I/T((E): /dl‘oK(l‘,T;xo,To)\IfTO(l‘o).

— 0o

()

De otro lado, Feynman, en su formulacide la meanica
cuantica no relativista [1], postdlque el propagador en-
tre dos puntos espacio-tiempo extremos v fij¢sy, 7o)

y (z,T), puede ser construido a tés de una cierta suma
sobre todos los posibles camingsontinuos y con derivada

continua, que son superinfinitos, que conecten dichos punto8(r0 12do, las contribuciones de los caminos

K(z,T;20,To) = Zeis(x’wu;q)/h’- 3)
q

35

esas posiciones angulares donde puedan terminar los vec-
tores correspondientes a los caminos fuera de una vecindad
del camino dasico; por ello, la mayda de los caminos “ale-
jados” del camino extremal tienden a neutralizarse eftre s
Ademas, debido al hecho de que la dotitiene un valor
extremal sobre el caminoasico, los vectores definidos por
caminos que pertenezcan a una vecindagl. geeoducian un
vector de mayor magnitud, de manera que una buena aproxi-
macbn ala sumaen la Ec. (3) se obtiene sumando solamente
lps infinitos caminos de la vecindad gg considerada. Es
(%\'cir, tenemos la siguiente situai

Ses@n o § s/
q

qeVe
dondeq € V. representa, justamente, a las curvas en una
vecindad de;.. Para nosotros, esta propiedad tiene una im-
portancia fundamental dentro del contexto de lo que vamos
a realizar: la represent@ci de los caminos por polinomios.
Esa importancia sarclaramente puesta en evidencia en los
parrafos que siguen a las Ecs. (14) y (15) de la Sec. 2. Por
“alejados” del
camino extremal a la suma en la Ec. (3), a&sde sumas
como las dadas por la Ec. (4), son, para cada par de caminos
q Yy ¢, muy pequ@as, pero no nulas, y van acurantiose; sin
embargo, al considerar a todos esos caminos y promediarlos

®)

En la suma anterior cada una de las exponenciales congal contribucon tiende a cero.
plejas es, a la vez, un vector unitario en el plano complejo  Terminamos esta seéti revisando dos propiedades
(aqu conviene tratarlos de esa manera), y donde la respeasicas que todo propagador satisface:

tiva fase est definida por el valor de la funcional de amti
sobre el camino considerad§(z, zo;q) = S(g), y por la
constante de Plancl, cuyo valor pequi@isimo tiene aqu
un papel fundamental. La suma en la Ec.

camino, g, de manera que se cumple la siguiente rélaci

S(q) = S(q) + wh, entonces los correspondientes vectores

'S0/ y (iS(zw0;0) /1 gatizfacen la reladin

eS@/h o iS@)/h o . (4)

El resultado anterior, en general, eslido para todos
los caminosy (y para sus pareg) que estn “alejados” del
camino extremal, es decir, del camin@sicamente recor-
rido, ¢., y €S una consecuencia que provienefikima in-
stancia, del enorme valor d¢n y de su efecto sobre las dis-
tintas fases; tal valor es musimo mayor que todos los posi-

bles valores de la adgm. Por lo tanto, si tomamos como ref-

erencia el valor de la fase para un cierto camjpnaambién
alejado de una vecindad dg, el vector correspondiente al
téermino definido por, da@a “muchas vueltas” en el plano

complejo y puede terminar en cualquier lugar, porque su fase
se@ muy diferente de la de referencia, inclusive si el valor

correspondiente de su a6nicasi no se diferencie del valor
de la acadn calculado para el caming. Dicho de otra
manera, existe una distribéci casi homognea para todas

(3) tiene una
propiedad interesante, y para apreciarla vamos a suponer
gue g es un camino cualquiera considerado en esa suma.
Como justificaremos &s adelante, es posible encontrar otro

(1) Un propagador de evolum temporal, por su propio
significado, tiene una propiedad del tipo “producto de
propagadores”, pues la evolaoientre dos instantes
Yy to, puede ser considerado como pasando &trale
un instante intermedio,, t; < t; < ty. Entonces
escribimos,

Ky, 4 Ky 1o = Kty 10, tg < t1 < tg,

(6)
o para los elementos de esas matrices,

K (t2, 225 t0, o)
+oo

= /dIlK(tz,@;t17-T1)K(t17931;towo)- (7

— 00
(2) Otra propiedad importante de un propagador es su
comportamiento como una delta de Dirac enimlite
cuandot — to. Entonces, podemos escribir,

K(t,z;to,20) — d(x — x0), para t—ty, (8)
o en forma exptita,
+oo

/ dmo(tllrg) K(t,:z:;to,:zzo)>\11t0 (x0)="¢, (x). (9)
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2 Una aproximacion a través de polinomios Ahora veamos el segundo asunto. $ea 0, arbitraria-

B . . mente pequ&o, y ¢ un camino cualquiera que pertenece a lo
En esta secon establecemos una aproxin@tiespetfica  que llamaremos una-vecindad del camino &kico; por ello
para los caminos eretminos de polinomios, lo que se sus- queremos decir que el caminy su derivada con relai al

tenta por uno de los teoremas de Weierstrass, [6], que a Coﬂempo,q', satisfacen la siguiente desigualdad:
tinuacbn revisamos.

Teorema (de la aproximagn) de WeierstrassSuponga- L q()—q.(t) |+] ¢ () —q.(t) | <€, Vte [Ty, T). (15)
mos queyp representa una funén real y continua definida i i )
sobre un intervalda, b]. Entonces, para tode > 0, ar- Entonces, ~ los  polinomios ~ pueden  cumplir
bitrariamente pequieo, puede definirse un polinomia (z)  19() —ac(t)|<e, pero no necesariamenjte(t) — g ()| <¢; es

de manera que en cada punto de dicho intervalo satisfaga 14125 © menos el caso de una curva “en diente de sierra” casi
siguiente relacdn: coincidente cony.. Es decir, el teorema de Weierstrass solo

no va a ser suficiente para representar a todos los posibles
| p(2) — P(2) | < e (10)  “caminos de Feynman”, que son superinfinitos. Sin embargo,
la aproximaddn polinomial es @lida y, con ciertos cuidados,
Un ejemplo donde esta aproximagies empleada es el podemos representar uimero infinito de caminos por poli-
de los polinomios de Bernstein3,(z), de gradon, [7],  nomios, y eso sérsuficiente para lo que queremos, pues ello

definidos de la siguiente manera: es compatible con lo que nos dice la propiedad represen-
n , | tada en la Ec. (5). Como veremos, en las Secs. 3y 4, esto
B, (z) = Z ¢(l) %21’(1 — )", (11)  nos llevaa a expresiones aproximadas para los propagadores

= " jtn —j)! de dos sistemas simples (una para libre bidimensional

£ id i . dietsien definid y una paricula interactuando con el campo gravitacional
s evidente que estos polinomios quedieien definidos o restre) que resultan ser iguales a las expresiones exactas

solamente si los valores de la fuagi¢ son conocidos g o5 propagadores correspondientes multiplicadas por un
explicitamente; en nuestra aproximaaino necesitamos ese ¢, cior nunerico dependiente de

tipo de informaacbn.

Habiendo llegado a este punto ya disponemos de concep- } . L .
tos y herramientas suficientes para dar sentido y establecdr El caso de una partcula libre bidimensional

concretamente una aproximanaipara los “caminos de Feyn- . - .
man” en érminos de polinomios y, aprovechando este Con_HaC|endo uso de las condiciones en los puntos extremos fijos,
texto, hacer un importante comentario sobre una linbtaci paratoda, Sy T' > To, tenemos

asociada con una aproximéanide esta na}turaleza. Veamo; X(&,Tp) = o, X(&,7T) =z, (16)
pues. Para elaculo del propagador consideramos la aproxi-

macbn definida por los siguientes polinomios de graden

(t — To) /(T — To): Y(B,To) =y, Y(B.T)=vy. (17)
n t—T, k despis de imponer estas condiciones sobre los caminos, en
X(@t)=> a (T — TO> ; (12)  nuestro caso sobre los polinomid&(d, t) e Y (3,t), sblo

quedaan 2n — 2 variables independientes. Escogemos los
n t Ty >k coeficientesys, ..., ay, B2, ..., B,, COMO las variables libres.
Y

(13) Podemos escribir,

n

. t—To \"
donded = (ap, a1, ...;an) Y B = (B0, B1, ..., Bn) SON VeC- X(a,t) = o + ZO""(T _ T0> ’ (18)
tores den + 1 componentes reales. Agdado un camino k=1
q, las expresionel2) y (13) representan, con valores par- €on
ticulares para caday,x, conk € {0,...,n}, las ecua- n
ciones parargtricas de la misma; entonces, cuando estos co- Qo = To, Q1 =T —To— Z Q (19)
eficientes tomen valores en el conjunto deneros realeR, k=2
podemos generar un conjunto de caminos Qséstos 10s  y tambin
que consideraremos en élculo del propagador. En otras . i
palabras, cada par de vectofes define un camino, de man- > t—"Ty
era que, en principio, tenem®s + 2 variables (hasta agno Y(B:t) =yo+ Z Br (T _ To) (20)
hemos considerado las condiciones en los puntos extremos); =t
entonces, en lugar de trabajar con la funcighal¢} — R, siendo

lo hacemos con la fungn S : R?"*2 — R, de modo que i
= Bo=yo, Li=y—yo— D B (21)
S(a, B) = S(q). (14) k=2
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Usando las Ecs.(12) y (13) obtenemos la fondagrangiana donde el 8mbolo ¢, , representa a la delta de Kronecker
para la paiitula libre: (igual a1, cuandd es igual as; e igual a0, cuandd es dife-
I M, o9 o9 m rente der). Enla Ec. (28) ambas sumas sobre thakices son
L(a,p,t) = E(X +Y7) = 2T — Tp)? iguales, lo que puede ser verificado intercambiaingdori, y
viceversa, en una de las sumas; entonces, luego de realizar la

n n t—T k+1—2 , .
% Z Z kl(awar + Bif3r) (T - T00> (22) suma sobre uno de lésdices, obtenemos,
k=1 1=1

. n l
y para la acdén 3 (U)al + -1 =0
—\o +1-1 m
m

T
S(@,p) = /L(& B,t)dt = AT —Ty) o=1,..,n. (29)
To

n n .
y Z Z( . +k;l_ 1)(akal + 5. (23) Podemos considerar= 1, entonces obtenemos
k=11=1
Con estdiltimo hemos determinado una fubnique corres-
pondefa formalmente a la adan de la paitula libre, falta
verificar si ella la representa correctamente. A contiraraci y con eso conseguimos
veremos ese asunto.

(T —Tp) = —(z — z0), (30)

3=

n
3.1 ¢Lafuncibn S tiene un valor minimo para el camino Z <
clasico? 1=1

l
0—&—Ul—1)al_mx0’ o=2,...,n. (31)
Para averiguarlo consideramos los polinomios dados en las Ahora podemos hacer uso eiqilo del resultado de que
Ecs. (18) y (20), una de las variables; depende de las otfasonsideremos
n k .
- t—1Tj que esa variable es,, dada por la Ec. (19). A®btenemos,
x@n=m+ (7o)

ko
— =1 = =2,.. 2
<k+0'1 >Oé]€ 0) a yeeey T (3)

k
tTO) L@ zzj

Y(B,t) = yo + 6(
0 ; 77, k=2

y tomamos en cuenta las siguientes ligaduras: gue en forma compacta representa un conjunto-dé ecua-
n n ciones algebraicas independientes para 1 variablesay,
> ap— (z—x0) =0, > B~ (y—w) =0, (25) conk € {2,...,n}, el cual puede ser resuelto despule que
k=1

k=1 el valor den sea fijado. Para proseguir daremos un valor con-
las mismas que son incluidas en la fuarcextendidas™: creto an, que por simplicidad sérigual an = 3. Entonces
" obtenemos las siguientes ecuaciones:
S*(a@, B,p,q) = S(a,8) +p<2ak —(z— mo))
k=1 2090 + 3a3 =0, dag + 8aiz = 0, (33)
+ q<zﬁk —(y- yo)>7 (26)  de donde obtenemas, = a3 = 0. Usando estos valores en
k=1

la Ec. (19), obtenemos
dondetodaslas variablesy; y §i, conk € {1,...,n}, son
consideradas independiente® y ¢ son ciertos parmetros

(conocidos como los multiplicadores de Lagrange). A con- ar =L o (34)
tinuacbn, consideremos las ecuaciones
9S* Por analogp se obtiene, para los correspondientes coefi-
D, 0, o=1..n, (27)  cientes del polinomid’ (3, t), B2 = 5 = 0,y 1 = y — yo.

Todos estos coeficientes definen un polinomio (y un camino)
concreto que da a la fur@m S el valor ninimo. Veremos

m Z": Z": kl ) ahora que ese camino es, justamente, el caméasiod

- (7 akal o , , .

2 kE+1—-1 '

Con los resultados encontrados podemos escribir

a partir de las cuales podemos escribir @ifAmente

=~
Il

1

=1

3

- kl
;(7k+l_1)o¢16k,a+p=(), (28) X(t) — 2o = ((;_??)(t_TO)’ (35)

_|_

SIE

k=

=
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y por analoga tenemos

(y_yO) (t—T)

Y(t) —yo = (T =Ty

(36)

resultados que pueden ser escritos en forma conjunta de la

siguiente manera:

(x —20) (¥ — o)
X =m0 = =y (T - m“‘TO)
(m xo) 3

que representa unanka recta que pasa por el punto

Zo=(z0,Y0), en el instantely, y por el puntoz = (z,y),
en el instantd’. Esta ecuaéin representa el caminoadico

(de acuerdo con las condiciones de contorno consideradas)
para una paftula libre y da un sustento adicional a nuestra

aproximacbn en el proceso de construgoidel propagador.

3.2 CalculandoKj j,

A continuacon consideraremasicamente una de las sumas
sobre dos$ndices en la Ec. (23); aquella correspondiente a los

cuando, en la suma sobre daslices anterior, ambdadices
tengan a\ como su valor inicial; esto es, escribiremos

zn: Zn: A(k, l, /\)ozkal.

k=X 1=\
A continuacén desarrollamos parcialmente la suma ante-
rior (para el primer valor de susdices) buscando identificar
alguna propiedad que nos permita simplificarlal tReemos

(42)

n

> ﬁ:A(k,L)\)akal
k=X1=X

= D > Ak Nakar+ AN A Nay

k=A+11=X+1
+ Z ( (ky A, \)+A K )\))aka,\. (43)
k=X+1

Ahora, supongamos qué(k,l, A\) = A(l, k, A), VA. En-
tonces, desps de completar cuadrados patg obtenemos
una propiedad importante,

ZZAk 1, Ny

terminosayqy, y la desarrollamos parcialmente de manera

gue la nueva suma sémicamente sobre las variables inde-

pendientesy, conk € {2, ...,

ZZ k;+l—1 Jowar,

k=11=1

n}. Entonces tenemos
(38)
con esto reescribimos la abai de la siguiente manera:

() = g (V@ + 9.

Usando la Ec. (19} = = — z9 — Y, i, desarrollamos
la suma sobre dasdices para el valok = | = 1, entonces
obtenemos

(39)

n n

=2

n
Jagay + g Qo

k=1 1=2 k=1
=> > —Daga; + (z —20)%. (40)
L k+l—1

Ahora, la acdn puede ser reescritanicamente en
términos de las variables independientes:

5(6.5) = T Tp) ZZ<k+Z—1 1)

k=2 1=2

m((l‘—xo) + (v — 0)?
2 T 1Ty

X (apay + Bufr) +

). (41)

Es conveniente realizar algunas simplificaciones en esta + A(n —1,n —1,n —

expresbn. Para ello, representamos pdfk,l,\), con
2 < X < n, al coeficiente correspondiente a@kmino aq;

k=X1=X\
zn: zn: A(k,l7>\+l)akal

k=A+11=X+1

+ AN (o +92), (44)
donde
B Ak, N AL A N)
Ak, LA+ 1) = Ak, 1, \) — AL AN (45)
y
1 n
Uy = m Z Ak, A, Aok, (46)
k=X+1
de donde directamente vemos que
Ak, I, +1) = ALk, A +1);

es decir, los coeficiente4 son invariantes frente a un inter-
cambio de losndicesk, [, independientemente del valor de
A. Ahora, considerando que

Ak, 1,2) = kl/(k+1—1) = A(L,k, 2),

la suposicbn que realizamos previamente sobre el coefi-
cienteA(k, [, \) estjustificada. Entonces, degmude aplicar
repetidamente el resultado de la Ec. (44), obtenemos,

ZZA k7l,2 akal ZZA k7l,3 akal

k=2 1=2 k=3 1=3

ZZA k,l,n)aga

k=nl=n
1>(an71 + 191171)2 +
+ A(37 37 3) (0(3 + 193)2 + A(27 27 2)(0{2 + 192)2a

+ A(2, 2, 2) Q9 + 192

(47)
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0, en forma compacta,

n n

Z A(k‘, l, 2)0%0&1

=2

= z": A(o,0,0) (g +05)?, (48)

k=2 o=2

cond, = 0. Reemplazando este resultado en la Ec. (40)

obtenemos

J(@) =Y A(0,0,0)(ar +U5)* + (x — 20)%. (49)

o=2

-,

De una manera similar, obtenemos pa(#):

J(B) =" B(0,0,0)(Bs +0)2 + (y— 90)?,  (50)

o=2

cone, = 0, y siendoA(o,0,0) B(o,0,0), cono €
{2,...,n}, tenemos que la adm adquiere la forma

=,

S(@,p) = m UZZQA(U, 0,0)

X {(aﬂ +95)% + (By + 50)2}

(

la cual, al ser comparada con la Ec. (41), es clarameate m
adecuada para ehfculo de las integrales que defemir al
propagador.

A continuacdn determinaremos el valor del coeficiente
A(o,0,0). Tenemos

(x —20)* 4+ (y — y0)?
T—Tp

Lm
2

), (51)

B kl (k=1 -1)
A(k’l’2)’k+l—1* k+1—1 (52)
B A(k,2,2)A(1,2,2)
A(k,1,3) = A(k,1,2) — 102.2.9)
_(E=1(=1)(k-2)(1-2)
(k+1-1)(k+1)(+1) (53)
Generalizando obtenemos,
Ak, 1))
_ (—1)!(I—1)1EN! (54)

(k+1—1) (k=)= (k+A—2)I I+ A—2)!"

lo que puede ser demostrado usando &lado de inducén

matend@tica. De esta manera encontramos la siguiente ex-

presbn:

(20 — 1)(a!)*
(20 — )P (o)

A(o,0,0) (55)
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Finalmente, la acén queda expresada como

>

o=2

m

(T'—To)

-,

o — 0.4
.=, (20— (o)

(20 — 1)1*(0)?

x ((a,, +95)% + (Bs + 50)2)
((x—ﬂ?o;j—r}g—yo)Q)_

Ahora, recordando lo que fue comentado sobre el propa-
gador en la Sec. 2 y de acuerdo con nuestra aproxémaci
tenemos

m
2

+ (56)

Kon(T,Ty) = Y S@ATT0/N, (57)
ap
con las condiciones en los puntos extremos
X(&, T()) = Zo, X(O?, T) =T, (58)
Y(B,To) =y,  Y(B,T)=y. (59)

Siguiendo la formulaén de Feynman debemos sumar
exponenciales complejas sobre todas los caminos continu-
amente diferenciables (en nuestro caso los vect@’rgs@)
que satisfacen las condiciones consideradas en los puntos ex-
tremos fijos; entonces, ya que cada una de las componentes
de los vectorsy o 3 pueden variar independientemente de
los otros, tomando valores némicos reales, la suma ante-
rior es equivalente, en nuestro caso, a integrar sobre todas
esas componentes independientes de los vectores. Adicional-
mente, debemos introducir un factor de normaliaaajue,
en este caso, padrtener reladin unicamente con la multipli-
cidad de los caminos y noas para garantizar la existencia de
algin limite temporal, como ocurre en el procedimiento for-
mal, a causa de que en esta aproxiacio tenemos necesi-
dad de considerar ninguna particidel intervalo de tiempo
considerad®. Asi tenemos,

KO,n((a:a y)7 T; (I.Oa y0)7 TO)

+oo +oo —+oo
_1/@/@ /dinl
A A AT A A

dp dg dg
] 273 4Pon (i/h)S(&,5)
X / / / e ,  (60)

0 de manera compacta

Kon((z,y),T; (x0,%0), To)

+oo —0—0_0 n d d/@’
— Qo Wo L5(a.5) 61
//_ an a6
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donde, como en elatculo formal, el coeficiente viene dado Es decir, excepto por un factor nénico constante que

por la expregin depende solamente del grado de los polinomios considera-
) 1/2 dos, obtenemos la exprési correcta para el propagador de
s (W—To)) 7 (62) lapariculalibre, Ko (T, #; Ty, 7o), [L]:
m
con la diferencia de que aginterviene unicamente el in- o (20 — 1)!7(0)
tervalo de tiempo considerad@ — 7p), y no su partigdn, Kon(T, % To, 7o) = | ]] (20 — 1)(o1)?
e = (T —Tp)/N. Entonces, usando la exprésiencontrada 7=2
para la ac@n, Ec. (56), y haciendo el cambio de variable: x Ko(T, Z; Ty, o). (70)
O, = a, + 9., obtenemos
n Ood@ 5\ 2 , S
— (H / T:e(im/@h(T—To)))A(w@@a ) 4 Una particula en el campo gravitacional ter-
restre
im/20) (220 +(y=90)?) /(T=To) (63)  Habiendo mostrado en la seguianterior todos losatculos

necesarios para construir el propagador de Feynman de la
partfcula libre de acuerdo con nuestra aproxirbagiahora

n Ood@ _ , mostraremos@o los resultados principales obtenidos en el
I= H / @O0 (im/@n(T-T0))) Ale.0.0)0, . (64) caso de una pddula interactuando con el campo gravita-

Ahora vamos a concentrarnos en las integrales

o=2_"_ cional terrestre. Tenemos el lagrangiano,
las cuales pueden ser calculadas a partir del siguiente resul- I M, oo o
tado: L(a, B,t) = g(X +Y7) —mgY (71)
“+o0o
/ e P(1+3) . nezt (65) €l mismo que, desis de hacer uso de las Ecs. (12) y (13),
(ia)t/m ' adquiere el aspecto

0

(Para detalles vea el &Andice A) el cual tiene como caso
particular, para = 2, la siguiente igualdad:

+oo +oo L(a’ﬂ’t) 2(T T() 2 Z Z kl Oékal + ﬁkﬁl)
iar? 1 |/« iap? s k=11=1
/e R e /e M dr=q [ —.
2V ia ia t—T, k+1=2 n
0 —o0 X -m
(66) <T—To) 920
Entonces, usando la Ec. (66) en la Ec. (64), obtenemos t— Ty k
(n—1)/2 (T T ) 9Yo (72)
;1 (2mh(T TO)>
An m Asi, la accbn se puede escribir de la siguiente manera:
1/2
5 H 7 (67) o B m n n k‘l
( aao) S(a’ﬂ)iiﬂT—To);; i1 (akar + Bi)
y reemplazando en la ecuénianterior los resultados dados n
enlaEc. (55)y la Ec. (62) llegamos al siguiente resultado:  _ mg(T — Tp) Z ( 1 >5k —mgyo(T —Th). (73)
k+1
/ k=1
25 — 1)1
# « H M . (68) ] ) _
2irh(T = Tp) -5 \ (20 —1)(o!) Esta funobn representa correctamente a la aodel sis-
Por lo tanto, haciendo las sustituciones en la Ec. (63)tema considerado; para ver ello, consideremos las expre-
siones
llegamos al siguiente resultado para el propagador de la
paricula libre: n AN
n X(a,t) = — -0
Ko (T, &, H i 1'2 ) m (0 ZO+;%(T—T0> ’
0.n(T, #5T0, To)= (20— 1)( 2inh(T—Tp) . .
7= = ' t—To\"
e(im/zh)((x—xo)2+(y—yo)2)/(T—To). (69) Y(ﬁ’ t) = Yot ; Pr (T — TO> ’ (74)
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y polinomios de grade. = 2, con lo cual se puede verificar con lo cual la acén S(&,

gue los correspondientes coeficientes tienen los valores

T —Ty)?
o =T — o, ﬂlzy—yo+%,

9(T —Ty)*

62:_ 2 )

Qo = O, (75)

gue dan ala funéin S el valor ninimo y que corresponden a

un camino definido por las expresiones

X(O -2 = G =T, (6
V() - = (L= + ST
x (t—To) — g(t*To)Z, (77)

las cuales definen el caminoésico recorrido por una

parfcula en el campo gravitacional terrestre. Notar que el
coeficiente al frente del factdt — 7) es una constante y

tiene unidades de velocidad.

Continuando con losaculos, vemos que la aéri dada
por la Ec. (73), al ser expresatlaicamente enérminos de
las variables independientes, adquiere el aspecto

<k+l— )O‘ko‘l

1) B3y

S(a,

T ,;2;
T To) (;Z k+l
+Z k+1 )~ TO)ﬁ)

m <<x — 20)*+(y — %)

3 T—To

—g(y + yo)(TTo)> . (78)

Ahora denotamos pot’(k, 1, \) y B’ (k, A), con2<A<n,
a los coeficientes en las sumas sobreiddgces y sobre un
indice, respectivamente, que aparecen en laamnterior,
donde surgen las siguientes relaciones recurrentes:

Ak, M N A' (M1, N)

! _ A’ _
Ak, LN+ D)=A"(k,1,\) AN (79)
y
B'(\ )
! _ ! _ U
B'(k,A+ 1)=B'(k,\) AN
X (A’()\,k,)\)+A’(k,)\,/\)>, (80)
donde los coeficientes, pake= 2, son iguales a
kl
A 2)=—F—1
(k1.2 =~ L
B'(k,2) = g(E)(T —Tp)? (81)
9 k+ 1 9
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-,

) adquiere el aspecto

—(T T ZAA XA (o) 2+ ST T
- , m xr—x 2+ — 2
X)\Z_:QA(Aa)\J)(ﬁ,\JrEA)2+2<( oty =)

—9(y + yo)(T — To)—ig

12 (82)

(T—To>3>;

estanda), Y €, para2 < A < n, definidos similarmente a
como se lo hizo en la Ec. (46),1y, = ¢, = 0. Tomando en

consideradn el factor de normalizagn, dado en la Ec. (62),
encontramos la siguiente expr@sipara el propagador:

n _ 1122
Ken(T, 75 To, o) = (H ((;'0—11))(!0!)4>

o=2

im 1 (z — x0)? —90)?
>6Xp{2h{( o;jj(g Yo)

m
X B,
(Qinh(T —Ty)

ST =T - pAT -] f e

y, como antes, salvo por un factor nérito dependiente
Unicamente de, obtenemos la exprési exacta del propa-
gador para una pacula de masa: en el campo gravitacional
terrestre K (T, &; To, o) [9]:

n —D)%(o)2
Ko n(T, 2Ty, %) = <H W)

o=2

X KG(Ta fa T07f())' (84)

Los resultados encontrados muestran que los propa-
gadores aproximados por los polinomios, Ecs. (69) y (83),
son proporcionales a los respectivos propagadores exactos,
Ecs. (70) y (84), donde los coeficientes de proporcionali-
dad, que son iguales, dependen solamente.degPor gé
son iguales esos coeficientes? Esto es una consecuencia
matendatica que proviene de)(la igualdad de otros coefi-
cientes, aquellos en lognminos cuadaticos de la acén
de ambos sistemassicos, y () de que las integrales, en
la Ultima etapa del @culo del propagador, contienen expo-
nenciales (complejas) adraticas, dondeofo intervienen,
justamente, los coeficientes de l@nhinos cuaditicos de
las acciones, pero ninguno de los coeficientes &ehino
lineal de la acdn correspondiente a la pemtla en un
campo gravitacional. Puede mostrarse (veledgice B)
que ese coeficiente dependiente deest acotado por:

VAT, D) /2°T(n + }).
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5 Conclusbn Apéndice A

En este aitulo hemos usado el postulado de suma sobr€onsideremos, por conveniencia, una curva cercada el
caminos de Feynman para calcular el propagadaniico  (primer cuadrante del) plano complejo, formada por tres cur-
en dos situaciones simples: para unaipafta libre en dos vas:

dimensiones espaciales y para unaipala en el campo
gravitacional terrestre, considerando una aproxitgrapoli-
nomial para los caminos que es consistente con uno de los
teoremas de Weierstrass. En el caso de laiqudat libre
fueron presentadosatzulos detallados y algunas verifica-
ciones posibilitaron apreciar la consistend&da de los re-  (ii7) un segmento de rectds, con direcadn radial, que va
sultados parciales. Los correspondientes resultados para los  desde el extremo d&, hasta el origen definiendo de
propagadores son dados en las Ecs. (69) y (83) y muestran  esa manera uangulo central agude. Sobre la curva
gue, a excepbn de un factor nugrico constante dependi- cerradaC = C; U C, U C3 calcularemos la siguiente
ente del grado de los polinomios considerados, coinciden con integral:

las expresiones correctas correspondientes a esos sistemas

fisicos. En reladin directa con la aproximam que hemos

(7) un segmento de recid,, sobre la direcén horizontal,
con un extremo en el origen y de longitél

(7%) un arco de circunferenciéy, de radioR y

consideradogésta ha trelo algunas simplificaciones impor- s
tantes: 1= 7{6_“”2 dz, (85)
. . - C
() no hemos necesitado trabajar con las correspondientes
funcionales, en vez de ello lo hicimos con funciones€NtoNces tenemos
reales; 7{ —iaz" / —iaz" g
€ z = € X
(#4) no necesitamos conocer egitamente los valores de c ¢
las funciones correspondientes a los caminos, cdmo s o .
sefia el caso si considasemos otros polinomios, como +/e_m dz+/e_“” dz.  (86)
los de Bernstein; y A s
(7i1) no se necesita realizar ninguna paftcidel inter- SobreC,, con z = Re', dondeR es fijo y 6 vari-

valo de tiempo, ni considerar el proceso dmile  able, obtenemodz = iRe’df; mientras que sobr€;, con
correspondiente, como es realizado en el proceds = re?, siendod fijo (e igual ac) y r variable, obtenemos
imiento formal; sin embargo, esta aproxintatitiene dz = ¢*“dr; y usando el teorema del residuo [7], tenemos,
tambien desventajas, como la imposibilidad de repre-

g

sentar apropiadamente a todos los posibles caminos. e e

Otros nétodos de @lculo del propagador de Feynman /67“” dx + iR/ewR “ede

pueden ser encontrados en la Ref. 11. Por otro lado, 0 0

debido a que en el presenteetodo hacemos uso de R

herramientas matefticas que son conocidas por los o iarmeine

estudiantes desde los cursos generales de la carrera — ¢ / ¢ dr =0, (87)
0

profesional deikica, nos parece posible que una pre-

sentaddn introductoria sobre el propagador de Feyn-pyes no hay singularidades dentro en lagegincerrada por

man, basada en esta aproxintai puede ser hecha ¢ como se demuestra en los cursos sobre los conceptos y

en un primer curso de maoica cantica. AProxima- a5 herramientas para resolver integrales en el plano com-

ciones de este tipo para .ot.ros propagador@sieos plejo [7], en el Imite cuandak — oo, las integrales del tipo

nos parece un buen ejercicio. como aquella evaluada solitetienden a cero. Entonces ten-
emos

Agradecimientos +oo +oo

/ e~ gy = 1o / et e g, (88)
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de la Ec. (88) vemos que conviene imponeti= — /2. Finalmente, es#cil mostrar que— /2" = =1/ Asi
Con ello tenemos, llegamos al resultado
—+o00 +oo
e—iaw”dx — e—iﬂ/2n / e—ar”dr (89) +o0 I 1
? . n + -
0/ J [ e = raty) (93)
a
y ad podemos aprovechar el siguiente resultado: 0
+oo 1
e V'dy=T(1+-), 90 L
0/ v =T n) (20) Apéndice B
el cual, como se sabe, puide ser obtenido a partir de Hagamos uso del siguiente resultado [10];
L(p) :/xpfleﬂd:r, 1\"
0 n!<(n+ ) , n>2, (94)
V¥p > 0, dondel" es la funcion gamma. Entonces conviene
reescribir la segunda integral en la Ec. (89), entonces obtenemos
+oo ) +o00
, n e im/2n 402 4
emin/2n / e / ey, @) 2o-DP©)? _ (0)73(0)? o'
a
0 0 (20 —1)(ah)* (20 D(eht = (20 —1)o*
donde hemos hecho el siguiente cambio de variable:  4(o-1) " (20— 1)! ( ) 1", oD
y = a/™r. Por lo tanto =11 < fio=2
N ' (20'4—1 42 (20 =1)( [1h_,(20 — 1)
o ) —im/2n 1
n e
/e_“”” dr = 1+ -). 92) N T a(o—1)
Va n =—" 774, 95

Jog Cristino, 77, 8o Crisbvao, Rio de Janeiro - CEP: 20291-
400, RJ. Brasil.
. Lo que es verdad para las variables de la fand¥, pero no
para las de la fundin S™.
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