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In this paper we calculate in detail the quantum mechanical propagator for two physical systems, a two-dimensional free particle and a particle
in the Earth’s gravitational field, according to Feynman sum-over-paths postulate. The method of propagator calculation that we have used
is based on an approximation by polynomials, which is consistent with Weierstrass theorem. The results obtained with this method, except
for a numerical factor that depend only on the degree of the polynomials, are equal to those obtained through the use of formal methods.
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En este artı́culo calculamos detalladamente el propagador mecánico cúantico para dos sistemas fı́sicos, una partı́cula libre en dos dimensiones
y una part́ıcula en el campo gravitacional de la Tierra, de acuerdo con el postulado de sumas sobre caminos de Feynman. El método de ćalculo
del propagador que hemos utilizado está basado en una aproximación por polinomios, que es consistente con el teorema de Weierstrass. Los
resultados obtenidos con este método, a excepción de un factor nuḿerico que depende solamente del grado de los polinomios, son iguales a
aquellos obtenidos con el uso de métodos formales.
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1 Introducci ón

Es bien sabido que los modelos fı́sicos que dan cuenta de las
propiedades y del comportamiento dinámico de los sistemas
cuánticos son construidos de acuerdo con las consideraciones
de una formulacíon espećıfica de la mećanica cúantica. En-
tre esos modelos contamos los implementados de acuerdo
con la formulacíon de integrales de camino, debida a Feyn-
man, [1,2], donde podemos identificar algunos ejemplos con-
cretos, como el de Castro-Neto y Caldeira, sobre la disipación
cuántica, [3], y el de Caldeira y Leggett, sobre el movimiento
Browniano cúantico, [4], por mencionar sólo dos. La formu-
lación de Feynman, en particular, parece naturalmente bien
adaptada a situaciones fı́sicas como las que se manifiestan en
el experimento de la doble rendija, donde los ingredientes in-
volucrados tienen, particularmente en la interpretación de los
resultados f́ısicos, algunas caracterı́sticas intuitivas [5]. De
otro lado, en lo que se refiere a las aplicaciones más sim-
ples, el uso de dicha formulación ha permitido establecer,
de una manera alternativa, las expresiones correctas de los
propagadores cuánticos correspondientes a diversos sistemas
fı́sicos. Y en cuanto al proceso mismo de construcción de
los propagadores, que es lo que aquı́ nos interesa, la formu-
lación de Feynman presenta caracterı́sticas propias, como la
de considerar para su definición un ńumero superinfinito de
caminos continuos que unen dos puntos espacio-temporales
fijos definidos. Por otra parte, de los libros de cálculo o
fı́sica mateḿatica, es conocido el teorema de Weierstrass [6],
que establece que las funciones continuas pueden ser aprox-
imadas por polinomios; entonces, notando que para un alto
porcentaje de los caminos que deben considerarse en la cons-

trucción del propagador puede aplicarse lo establecido por
Weierstrass, estamos interesados en determinar el efecto que
sobre el propagador cuántico tiene una aproximación polino-
mial para los caminos. Tratamos este asunto considerando
dos sistemas fı́sicos simples: una partı́cula libre bidimen-
sional y una partı́cula interactuando con el campo gravita-
cional terrestre. Los correspondientes cálculos y la estructura
y desarrollo generales presentados en este artı́culo son ofre-
cidos en el siguiente orden: En la subsección 1.1 revisamos
brevemente algunos conceptos y propiedades relacionados
con el propagador de acuerdo con el postulado de Feynman;
en la Sec. 2 definimos la aproximación en t́erminos de poli-
nomios; en la Sec. 3 presentamos los cálculos correspondi-
entes al caso de una partı́cula libre bidimensional, incluyendo
una subsección dedicada a la verificación de la consistencia
fı́sica de los resultados preliminares; en la Sec. 4 presen-
tamos de manera resumida los resultados obtenidos para el
caso de una partı́cula en el campo gravitacional terrestre, en
la Sec. 5 presentamos las conclusiones y posteriormente los
Apéndices.

1.1 El propagador de Feynman

Consideremos un sistema cuántico (unidimensional)
preparado de tal manera que en un cierto instanteT0 el es-
tado correspondiente está correctamente representado por
una funcíon de ondaΨT0 , un estado puro. A ese sistema
fı́sico le corresponderá, en un instante posteriorT y como
consecuencia de su evolución dińamica, una nueva función
de ondaΨT , la misma que, de acuerdo con la mecánica
cuántica, puede obtenerse como resultado de la aplicación
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del respectivo propagador sobre la función de onda inicial:

ΨT = K(T, T0)ΨT0 , T > T0. (1)

En la ecuacíon anterior podemos interpretar elK(T, T0),
que es conocido, como una matrı́z continua, con elementos
K(x, T ; x0, T0), y las funcionesΨT0 y ΨT como vectores
columna continuos, con elementosΨT0(x0) y ΨT (x), re-
spectivamente. Los elementos del vectorΨT , en la Ec. (1),
quedan definidos de la manera usual, a través de la integral
(que es lo que corresponde en este caso) de productos de ele-
mentos de la matrı́z por elementos del vector:

ΨT (x) =

+∞∫

−∞
dx0K(x, T ; x0, T0)ΨT0(x0). (2)

De otro lado, Feynman, en su formulación de la mećanica
cuántica no relativista [1], postuló que el propagador en-
tre dos puntos espacio-tiempo extremos y fijos,(x0, T0)
y (x, T ), puede ser construido a través de una cierta suma
sobre todos los posibles caminosq continuos y con derivada
continua, que son superinfinitos, que conecten dichos puntos:

K(x, T ;x0, T0) =
∑

q

eiS(x,x0;q)/~. (3)

En la suma anterior cada una de las exponenciales com-
plejas es, a la vez, un vector unitario en el plano complejo
(aqúı conviene tratarlos de esa manera), y donde la respec-
tiva fase est́a definida por el valor de la funcional de acción
sobre el camino considerado,S(x, x0; q) ≡ S(q), y por la
constante de Planck,~, cuyo valor pequẽńısimo tiene aqúı
un papel fundamental. La suma en la Ec. (3) tiene una
propiedad interesante, y para apreciarla vamos a suponer
que q es un camino cualquiera considerado en esa suma.
Como justificaremos ḿas adelante, es posible encontrar otro
camino, q̃, de manera que se cumple la siguiente relación:
S(q̃) ≈ S(q) + π~, entonces los correspondientes vectores
eiS(x,x0;q)/~ y eiS(x,x0;q̃)/~ satizfacen la relación

eiS(q)/~ + eiS(q̃)/~ ≈ 0. (4)

El resultado anterior, en general, es válido para todos
los caminosq (y para sus pares̃q) que est́en “alejados” del
camino extremal, es decir, del camino clásicamente recor-
rido, qc, y es una consecuencia que proviene, enúltima in-
stancia, del enorme valor de1/~ y de su efecto sobre las dis-
tintas fases; tal valor es muchı́simo mayor que todos los posi-
bles valores de la acción. Por lo tanto, si tomamos como ref-
erencia el valor de la fase para un cierto caminoq1, tambíen
alejado de una vecindad deqc, el vector correspondiente al
término definido porq, daŕa “muchas vueltas” en el plano
complejo y puede terminar en cualquier lugar, porque su fase
seŕa muy diferente de la de referencia, inclusive si el valor
correspondiente de su acción casi no se diferencie del valor
de la accíon calculado para el caminoq1. Dicho de otra
manera, existe una distribución casi homoǵenea para todas

esas posiciones angulares donde puedan terminar los vec-
tores correspondientes a los caminos fuera de una vecindad
del camino cĺasico; por ello, la mayorı́a de los caminos “ale-
jados” del camino extremal tienden a neutralizarse entre sı́.
Además, debido al hecho de que la acción tiene un valor
extremal sobre el camino clásico, los vectores definidos por
caminos que pertenezcan a una vecindad deqc produciŕan un
vector de mayor magnitud, de manera que una buena aproxi-
macíon a la suma en la Ec. (3) se obtiene sumando solamente
los infinitos caminos de la vecindad deqc considerada. Es
decir, tenemos la siguiente situación:

∑
q

eiS(q)/~ ≈
∑

q∈Vc

eiS(q′)/~ (5)

dondeq ∈ Vc representa, justamente, a las curvas en una
vecindad deqc. Para nosotros, esta propiedad tiene una im-
portancia fundamental dentro del contexto de lo que vamos
a realizar: la representación de los caminos por polinomios.
Esa importancia será claramente puesta en evidencia en los
párrafos que siguen a las Ecs. (14) y (15) de la Sec. 2. Por
otro lado, las contribuciones de los caminos “alejados” del
camino extremal a la suma en la Ec. (3), a través de sumas
como las dadas por la Ec. (4), son, para cada par de caminos
q y q̃, muy pequẽnas, pero no nulas, y van acumulándose; sin
embargo, al considerar a todos esos caminos y promediarlos
tal contribucíon tiende a cero.

Terminamos esta sección revisando dos propiedades
básicas que todo propagador satisface:

(1) Un propagador de evolución temporal, por su propio
significado, tiene una propiedad del tipo “producto de
propagadores”, pues la evolución entre dos instantest2
y t0, puede ser considerado como pasando a través de
un instante intermediot1, t0 < t1 < t2. Entonces
escribimos,

Kt2,t1 .Kt1,t0 = Kt2,t0 , t0 < t1 < t2, (6)

o para los elementos de esas matrices,

K(t2, x2; t0, x0)

=

+∞∫

−∞
dx1K(t2, x2; t1, x1)K(t1, x1; t0, x0). (7)

(2) Otra propiedad importante de un propagador es su
comportamiento como una delta de Dirac en el lı́mite
cuandot → t0. Entonces, podemos escribir,

K(t, x; t0, x0) → δ(x− x0), para t → t0, (8)

o en forma explı́cita,

+∞∫

−∞
dx0

(
lim
t→t0

K(t, x; t0, x0)
)

Ψt0(x0)=Ψt0(x). (9)
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2 Una aproximación a través de polinomios

En esta sección establecemos una aproximación espećıfica
para los caminos en términos de polinomios, lo que se sus-
tenta por uno de los teoremas de Weierstrass, [6], que a con-
tinuacíon revisamos.

Teorema (de la aproximación) de Weierstrass. Suponga-
mos queφ representa una función real y continua definida
sobre un intervalo[a, b]. Entonces, para todoε > 0, ar-
bitrariamente pequẽno, puede definirse un polinomioPε(z)
de manera que en cada punto de dicho intervalo satisfaga la
siguiente relacíon:

| φ(z)− Pε(z) | < ε (10)

Un ejemplo donde esta aproximación es empleada es el
de los polinomios de Bernstein,Bn(z), de gradon, [7],
definidos de la siguiente manera:

Bn(z) =
n∑

j=0

φ
( j

n

) n!
j!(n− j)!

zj(1− z)n−j . (11)

Es evidente que estos polinomios quedarán bien definidos
solamente si los valores de la función φ son conocidos
expĺıcitamente; en nuestra aproximación no necesitamos ese
tipo de informacíon.

Habiendo llegado a este punto ya disponemos de concep-
tos y herramientas suficientes para dar sentido y establecer
concretamente una aproximación para los “caminos de Feyn-
man” en t́erminos de polinomios y, aprovechando este con-
texto, hacer un importante comentario sobre una limitación
asociada con una aproximación de esta naturaleza. Veamos
pues. Para el ćalculo del propagador consideramos la aproxi-
macíon definida por los siguientes polinomios de gradon en
(t− T0)/(T − T0):

X(~α, t) =
n∑

k=0

αk

(
t− T0

T − T0

)k

, (12)

Y (~β, t) =
n∑

k=0

βk

(
t− T0

T − T0

)k

, (13)

donde~α = (α0, α1, ..., αn) y ~β = (β0, β1, ..., βn) son vec-
tores den + 1 componentes reales. Ası́, dado un camino
q, las expresiones(12) y (13) representan, con valores par-
ticulares para cadaαk, βk, con k ∈ {0, ..., n}, las ecua-
ciones paraḿetricas de la misma; entonces, cuando estos co-
eficientes tomen valores en el conjunto de números realesR,
podemos generar un conjunto de caminos y serán éstos los
que consideraremos en el cálculo del propagador. En otras
palabras, cada par de vectores~α, ~β define un camino, de man-
era que, en principio, tenemos2n+2 variables (hasta aquı́ no
hemos considerado las condiciones en los puntos extremos);
entonces, en lugar de trabajar con la funcionalS : {q} → R,
lo hacemos con la funciónS : R2n+2 → R, de modo que

S(~α, ~β) ≈ S(q). (14)

Ahora veamos el segundo asunto. Seaε > 0, arbitraria-
mente pequẽno, yq un camino cualquiera que pertenece a lo
que llamaremos unaε−vecindad del camino clásico; por ello
queremos decir que el caminoq y su derivada con relación al
tiempo,q

′
, satisfacen la siguiente desigualdad:

| q(t)−qc(t) |+| q
′
(t)−q

′
c(t) | ≤ ε , ∀t ∈ [T0, T ]. (15)

Entonces, los polinomios pueden cumplir
|q(t)−qc(t)|≤ε, pero no necesariamente|q′(t)−q

′
c(t)|≤ε; es

más o menos el caso de una curva “en diente de sierra” casi
coincidente conqc. Es decir, el teorema de Weierstrass solo
no va a ser suficiente para representar a todos los posibles
“caminos de Feynman”, que son superinfinitos. Sin embargo,
la aproximacíon polinomial es v́alida y, con ciertos cuidados,
podemos representar un número infinito de caminos por poli-
nomios, y eso será suficiente para lo que queremos, pues ello
es compatible con lo que nos dice la propiedad represen-
tada en la Ec. (5). Como veremos, en las Secs. 3 y 4, esto
nos llevaŕa a expresiones aproximadas para los propagadores
de dos sistemas simples (una partı́cula libre bidimensional
y una part́ıcula interactuando con el campo gravitacional
terrestre) que resultan ser iguales a las expresiones exactas
de los propagadores correspondientes multiplicadas por un
factor nuḿerico dependiente den.

3 El caso de una part́ıcula libre bidimensional

Haciendo uso de las condiciones en los puntos extremos fijos,
para todo~α, ~β y T > T0, tenemos

X(~α, T0) = x0, X(~α, T ) = x, (16)

Y (~β, T0) = y0, Y (~β, T ) = y, (17)

despúes de imponer estas condiciones sobre los caminos, en
nuestro caso sobre los polinomiosX(~α, t) e Y (~β, t), sólo
quedaŕan 2n − 2 variables independientes. Escogemos los
coeficientesα2, ..., αn, β2, ..., βn, como las variables libres.
Podemos escribir,

X(~α, t) = x0 +
n∑

k=1

αk

(
t− T0

T − T0

)k

, (18)

con

α0 = x0, α1 = x− x0 −
n∑

k=2

αk (19)

y tambíen

Y (~β, t) = y0 +
n∑

k=1

βk

(
t− T0

T − T0

)k

(20)

siendo

β0 = y0, β1 = y − y0 −
n∑

k=2

βk (21)
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Usando las Ecs.(12) y (13) obtenemos la función lagrangiana
para la part́ıcula libre:

L(~α, ~β, t) =
m

2
(Ẋ2 + Ẏ 2) =

m

2(T − T0)2

×
n∑

k=1

n∑

l=1

kl(αkαl + βkβl)
(

t− T0

T − T0

)k+l−2

(22)

y para la accíon

S(~α, ~β) =

T∫

T0

L(~α, ~β, t)dt =
m

2(T − T0)

×
n∑

k=1

n∑

l=1

(
kl

k + l − 1
)(αkαl + βkβl). (23)

Con estóultimo hemos determinado una función que corres-
pondeŕıa formalmente a la acción de la part́ıcula libre, falta
verificar si ella la representa correctamente. A continuación
veremos ese asunto.

3.1 ¿La funcíonS tiene un valor mı́nimo para el camino
clásico?

Para averiguarlo consideramos los polinomios dados en las
Ecs. (18) y (20),

X(~α, t) = x0 +
n∑

k=1

αk

(
t− T0

T − T0

)k

,

Y (~β, t) = y0 +
n∑

k=1

βk

(
t− T0

T − T0

)k

, (24)

y tomamos en cuenta las siguientes ligaduras:
n∑

k=1

αk − (x− x0) = 0,

n∑

k=1

βk − (y − y0) = 0, (25)

las mismas que son incluidas en la función extendidaS∗:

S∗(~α, ~β, p, q) = S(~α, ~β) + p

( n∑

k=1

αk − (x− x0)
)

+ q

( n∑

k=1

βk − (y − y0)
)

, (26)

dondetodaslas variablesαk y βk, conk ∈ {1, ..., n}, son
consideradas independientes yp y q son ciertos paŕametros
(conocidos como los multiplicadores de Lagrange). A con-
tinuacíon, consideremos las ecuaciones

∂S∗

∂ασ
= 0, σ = 1, ..., n, (27)

a partir de las cuales podemos escribir explı́citamente

m

2

n∑

k=1

n∑

l=1

(
kl

k + l − 1
)αkδl,σ

+
m

2

n∑

k=1

n∑

l=1

(
kl

k + l − 1
)αlδk,σ + p = 0, (28)

donde el śımbolo δl,σ representa a la delta de Kronecker
(igual a1, cuandol es igual aσ; e igual a0, cuandol es dife-
rente deσ). En la Ec. (28) ambas sumas sobre dosı́ndices son
iguales, lo que puede ser verificado intercambiandok por l, y
viceversa, en una de las sumas; entonces, luego de realizar la
suma sobre uno de losı́ndices, obtenemos,

n∑

l=1

(
lσ

σ + l − 1

)
αl +

p

m
(T − T0) = 0,

σ = 1, ..., n. (29)

Podemos considerarσ = 1, entonces obtenemos

p

m
(T − T0) = −(x− x0), (30)

y con eso conseguimos

n∑

l=1

(
σl

σ + l − 1

)
αl = x− x0, σ = 2, ..., n. (31)

Ahora podemos hacer uso explı́cito del resultado de que
una de las variablesαk depende de las otrasi; consideremos
que esa variable esα1, dada por la Ec. (19). Ası́ obtenemos,

n∑

k=2

(
kσ

k + σ − 1
− 1

)
αk = 0, σ = 2, ..., n (32)

que en forma compacta representa un conjunto den−1 ecua-
ciones algebraicas independientes paran − 1 variablesαk,
conk ∈ {2, ..., n}, el cual puede ser resuelto después de que
el valor den sea fijado. Para proseguir daremos un valor con-
creto an, que por simplicidad será igual an = 3. Entonces
obtenemos las siguientes ecuaciones:

2α2 + 3α3 = 0 , 5α2 + 8α3 = 0, (33)

de donde obtenemosα2 = α3 = 0. Usando estos valores en
la Ec. (19), obtenemos

α1 = x− x0. (34)

Por analoǵıa se obtiene, para los correspondientes coefi-
cientes del polinomioY (β, t), β2 = β3 = 0, y β1 = y − y0.
Todos estos coeficientes definen un polinomio (y un camino)
concreto que da a la función S el valor ḿınimo. Veremos
ahora que ese camino es, justamente, el camino clásico.

Con los resultados encontrados podemos escribir

X(t)− x0 =
(x− x0)
(T − T0)

(t− T0), (35)
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y por analoǵıa tenemos

Y (t)− y0 =
(y − y0)
(T − T0)

(t− T0); (36)

resultados que pueden ser escritos en forma conjunta de la
siguiente manera:

X(t)− x0 =
(x− x0)
(y − y0)

(y − y0)
(T − T0)

(t− T0)

=
(x− x0)
(y − y0)

(Y (t)− y0), (37)

que representa una lı́nea recta que pasa por el punto
~x0=(x0, y0), en el instanteT0, y por el punto~x = (x, y),
en el instanteT . Esta ecuación representa el camino clásico
(de acuerdo con las condiciones de contorno consideradas)
para una partı́cula libre y da un sustento adicional a nuestra
aproximacíon en el proceso de construcción del propagador.

3.2 CalculandoK0,n

A continuacíon consideraremośunicamente una de las sumas
sobre dośındices en la Ec. (23); aquella correspondiente a los
términosαkαl, y la desarrollamos parcialmente de manera
que la nueva suma seaúnicamente sobre las variables inde-
pendientesαk, conk ∈ {2, ..., n}. Entonces tenemos

J(~α) =
n∑

k=1

n∑

l=1

(
kl

k + l − 1
)αkαl, (38)

con esto reescribimos la acción de la siguiente manera:

S(~α, ~β) =
m

2(T − T0)

(
J(~α) + J(~β)

)
. (39)

Usando la Ec. (19),α1 = x− x0 −
∑n

k=2 αk, desarrollamos
la suma sobre dośındices para el valork = l = 1, entonces
obtenemos

J(~α) =
n∑

k=1

n∑

l=2

(
kl

k + l − 1
)αkαl +

n∑

k=1

αkα1

=
n∑

k=2

n∑

l=2

(
kl

k + l − 1
− 1)αkαl + (x− x0)2. (40)

Ahora, la accíon puede ser reescritáunicamente en
términos de las variables independientes:

S(~α, ~β) =
m

2(T − T0)

n∑

k=2

n∑

l=2

(
kl

k + l − 1
− 1

)

× (αkαl + βkβl) +
m

2

(
(x− x0)2 + (y − y0)2

T − T0

)
. (41)

Es conveniente realizar algunas simplificaciones en esta
expresíon. Para ello, representamos porA(k, l, λ), con
2 ≤ λ < n, al coeficiente correspondiente al término αkαl

cuando, en la suma sobre dosı́ndices anterior, ambosı́ndices
tengan aλ como su valor inicial; esto es, escribiremos

n∑

k=λ

n∑

l=λ

A(k, l, λ)αkαl. (42)

A continuacíon desarrollamos parcialmente la suma ante-
rior (para el primer valor de susı́ndices) buscando identificar
alguna propiedad que nos permita simplificarla. Ası́ tenemos

n∑

k=λ

n∑

l=λ

A(k, l, λ)αkαl

=
n∑

k=λ+1

n∑

l=λ+1

A(k, l, λ)αkαl+A(λ, λ, λ)αλ
2

+
n∑

k=λ+1

(
A(k, λ, λ)+A(λ, k, λ)

)
αkαλ. (43)

Ahora, supongamos queA(k, l, λ) = A(l, k, λ), ∀λ. En-
tonces, despúes de completar cuadrados paraαλ, obtenemos
una propiedad importante,

n∑

k=λ

n∑

l=λ

A(k, l, λ)αkαl

=
n∑

k=λ+1

n∑

l=λ+1

A(k, l, λ + 1)αkαl

+ A(λ, λ, λ)(αλ + ϑλ)2, (44)

donde

A(k, l, λ + 1) = A(k, l, λ)− A(k, λ, λ)A(l, λ, λ)
A(λ, λ, λ)

(45)

y

ϑλ =
1

A(λ, λ, λ)

n∑

k=λ+1

A(k, λ, λ)αk, (46)

de donde directamente vemos que

A(k, l, λ + 1) = A(l, k, λ + 1);

es decir, los coeficientesA son invariantes frente a un inter-
cambio de lośındicesk, l, independientemente del valor de
λ. Ahora, considerando que

A(k, l, 2) = kl/(k + l − 1) = A(l, k, 2),

la suposicíon que realizamos previamente sobre el coefi-
cienteA(k, l, λ) est́a justificada. Entonces, después de aplicar
repetidamente el resultado de la Ec. (44), obtenemos,

n∑

k=2

n∑

l=2

A(k, l, 2)αkαl =
n∑

k=3

n∑

l=3

A(k, l, 3)αkαl

+ A(2, 2, 2)(α2 + ϑ2)2 =
n∑

k=n

n∑

l=n

A(k, l, n)αkαl

+ A(n− 1, n− 1, n− 1)(αn−1 + ϑn−1)2 + . . .

+ A(3, 3, 3)(α3 + ϑ3)2 + A(2, 2, 2)(α2 + ϑ2)2, (47)
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o, en forma compacta,

n∑

k=2

n∑

l=2

A(k, l, 2)αkαl =
n∑

σ=2

A(σ, σ, σ)(ασ + ϑσ)2, (48)

con ϑn = 0. Reemplazando este resultado en la Ec. (40)
obtenemos

J(~α) =
n∑

σ=2

A(σ, σ, σ)(ασ + ϑσ)2 + (x− x0)2. (49)

De una manera similar, obtenemos paraJ(~β):

J(~β) =
n∑

σ=2

B(σ, σ, σ)(βσ + εσ)2 + (y − y0)2, (50)

con εn = 0, y siendoA(σ, σ, σ) = B(σ, σ, σ), con σ ∈
{2, ..., n}, tenemos que la acción adquiere la forma

S(~α, ~β) =
m

2(T − T0)

n∑
σ=2

A(σ, σ, σ)

×
[
(ασ + ϑσ)2 + (βσ + εσ)2

]

+
m

2

(
(x− x0)2 + (y − y0)2

T − T0

)
, (51)

la cual, al ser comparada con la Ec. (41), es claramente más
adecuada para el cálculo de las integrales que definirán al
propagador.

A continuacíon determinaremos el valor del coeficiente
A(σ, σ, σ). Tenemos

A(k, l, 2) =
kl

k + l − 1
− 1 =

(k − 1)(l − 1)
k + l − 1

(52)

A(k, l, 3) = A(k, l, 2)− A(k, 2, 2)A(l, 2, 2)
A(2, 2, 2)

=
(k − 1)(l − 1)(k − 2)(l − 2)
(k + l − 1)(k + 1)(l + 1)

. (53)

Generalizando obtenemos,

A(k, l, λ)

=
(k−1)!(l−1)!k!l!

(k+l−1)(k−λ)!(l−λ)!(k+λ−2)!(l+λ−2)!
, (54)

lo que puede ser demostrado usando el método de inducción
mateḿatica. De esta manera encontramos la siguiente ex-
presíon:

A(σ, σ, σ) =
(2σ − 1)(σ!)4

(2σ − 1)!2(σ)2
. (55)

Finalmente, la acción queda expresada como

S(~α, ~β) =
m

2(T − T0)

n∑
σ=2

(2σ − 1)(σ!)4

(2σ − 1)!2(σ)2

×
(

(ασ + ϑσ)2 + (βσ + εσ)2
)

+
m

2

(
(x− x0)2 + (y − y0)2

T − T0

)
. (56)

Ahora, recordando lo que fue comentado sobre el propa-
gador en la Sec. 2 y de acuerdo con nuestra aproximación,
tenemos

K0,n(T, T0) =
∑

~α,~β

eiS(~α,~β,T,T0)/~, (57)

con las condiciones en los puntos extremos

X(~α, T0) = x0, X(~α, T ) = x, (58)

Y (~β, T0) = y0, Y (~β, T ) = y. (59)

Siguiendo la formulación de Feynman debemos sumar
exponenciales complejas sobre todas los caminos continu-
amente diferenciables (en nuestro caso los vectores~α y ~β)
que satisfacen las condiciones consideradas en los puntos ex-
tremos fijos; entonces, ya que cada una de las componentes
de los vectors~α o ~β pueden variar independientemente de
los otros, tomando valores numéricos reales, la suma ante-
rior es equivalente, en nuestro caso, a integrar sobre todas
esas componentes independientes de los vectores. Adicional-
mente, debemos introducir un factor de normalización que,
en este caso, podrı́a tener relacíon unicamente con la multipli-
cidad de los caminos y no ḿas para garantizar la existencia de
algún ĺımite temporal, como ocurre en el procedimiento for-
mal, a causa de que en esta aproximación no tenemos necesi-
dad de considerar ninguna partición del intervalo de tiempo
consideradoii. Aśı tenemos,

K0,n((x, y), T ; (x0, y0), T0)

=
1
A

+∞∫

−∞

dα2

A

+∞∫

−∞

dα3

A
...

+∞∫

−∞

dαn

A

1
A

×
+∞∫

−∞

dβ2

A

+∞∫

−∞

dβ3

A
...

+∞∫

−∞

dβn

A
e(i/~)S(~α,~β), (60)

o de manera compacta

K0,n((x, y), T ; (x0, y0), T0)

=

+∞∫

−∞
...

+∞∫

−∞

n∏
σ=2

dασ

An

dβσ

An
e

i
~S(~α,~β), (61)
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donde, como en el cálculo formal, el coeficiente viene dado
por la expresíon

A =
(

2iπ~(T − T0)
m

)1/2

, (62)

con la diferencia de que aquı́ interviene unicamente el in-
tervalo de tiempo considerado,(T − T0), y no su particíon,
ε = (T − T0)/N . Entonces, usando la expresión encontrada
para la accíon, Ec. (56), y haciendo el cambio de variable:
Θσ = ασ + ϑσ, obtenemos

K0,n =
( n∏

σ=2

+∞∫

−∞

dΘσ

An
e

(
im/(2~(T−T0))

)
A(σ,σ,σ)Θσ

2
)2

× e(im/2~)
(
(x−x0)

2+(y−y0)
2
)
/(T−T0). (63)

Ahora vamos a concentrarnos en las integrales

I =
n∏

σ=2

+∞∫

−∞

dΘσ

An
e

(
im/(2~(T−T0))

)
A(σ,σ,σ)Θσ

2
, (64)

las cuales pueden ser calculadas a partir del siguiente resul-
tado:

+∞∫

0

e−iaxn

dx =
Γ(1 + 1

n )
(ia)1/n

; n ∈ Z+. (65)

(Para detalles vea el Apéndice A) el cual tiene como caso
particular, paran = 2, la siguiente igualdad:

+∞∫

0

e−iax2
dx=

1
2

√
π

ia
=⇒

+∞∫

−∞
e−iax2

dx=
√

π

ia
.

(66)

Entonces, usando la Ec. (66) en la Ec. (64), obtenemos

I =
1

An

(
2iπ~(T − T0)

m

)(n−1)/2

×
n∏

σ=2

(
1

A(σ, σ, σ)

)1/2

, (67)

y reemplazando en la ecuación anterior los resultados dados
en la Ec. (55) y la Ec. (62) llegamos al siguiente resultado:

I =
√

m

2iπ~(T − T0)
×

n∏
σ=2

(
(2σ − 1)!2(σ)2

(2σ − 1)(σ!)4

)1/2

. (68)

Por lo tanto, haciendo las sustituciones en la Ec. (63),
llegamos al siguiente resultado para el propagador de la
part́ıcula libre:

K0,n(T, ~x;T0, ~x0)=
n∏

σ=2

(2σ−1)!2(σ)2

(2σ−1)(σ!)4

(
m

2iπ~(T−T0)

)

× e(im/2~)
(
(x−x0)

2+(y−y0)
2
)
/(T−T0). (69)

Es decir, excepto por un factor numérico constante que
depende solamente del grado de los polinomios considera-
dos, obtenemos la expresión correcta para el propagador de
la part́ıcula libre,K0(T, ~x;T0, ~x0), [1]:

K0,n(T, ~x;T0, ~x0) =

(
n∏

σ=2

(2σ − 1)!2(σ)2

(2σ − 1)(σ!)4

)

×K0(T, ~x;T0, ~x0). (70)

4 Una partı́cula en el campo gravitacional ter-
restre

Habiendo mostrado en la sección anterior todos los cálculos
necesarios para construir el propagador de Feynman de la
part́ıcula libre de acuerdo con nuestra aproximación, ahora
mostraremos śolo los resultados principales obtenidos en el
caso de una partı́cula interactuando con el campo gravita-
cional terrestre. Tenemos el lagrangiano,

L(~α, ~β, t) =
m

2
(Ẋ2 + Ẏ 2)−mgY (71)

el mismo que, después de hacer uso de las Ecs. (12) y (13),
adquiere el aspecto

L(~α, ~β, t) =
m

2(T − T0)2

n∑

k=1

n∑

l=1

kl(αkαl + βkβl)

×
(

t− T0

T − T0

)k+l−2

−mg

n∑

k=1

βk

×
(

t− T0

T − T0

)k

−mgy0. (72)

Aśı, la accíon se puede escribir de la siguiente manera:

S(~α, ~β) =
m

2(T − T0)

n∑

k=1

n∑

l=1

(
kl

k + l − 1

)
(αkαl + βkβl)

−mg(T − T0)
n∑

k=1

(
1

k + 1

)
βk −mgy0(T − T0). (73)

Esta funcíon representa correctamente a la acción del sis-
tema considerado; para ver ello, consideremos las expre-
siones

X(~α, t) = x0 +
n∑

k=1

αk

(
t− T0

T − T0

)k

,

Y (~β, t) = y0 +
n∑

k=1

βk

(
t− T0

T − T0

)k

, (74)
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PROPAGADORES CÚANTICOS CALCULADOS DE ACUERDO CON EL POSTULADO DE FEYNMAN CON CAMINOS . . . 41

y polinomios de gradon = 2, con lo cual se puede verificar
que los correspondientes coeficientes tienen los valores

α1 = x− x0, β1 = y − y0 +
g(T − T0)2

2
,

α2 = 0, β2 = −g(T − T0)2

2
, (75)

que dan a la funciónS el valor ḿınimo y que corresponden a
un camino definido por las expresiones

X(t)− x0 =
(x− x0)
(T − T0)

(t− T0), (76)

Y (t)− y0 =
(

y − y0

T − T0
+

g

2
(T − T0)

)

× (t− T0)− g

2
(t− T0)2, (77)

las cuales definen el camino clásico recorrido por una
part́ıcula en el campo gravitacional terrestre. Notar que el
coeficiente al frente del factor(t − T0) es una constante y
tiene unidades de velocidad.

Continuando con los cálculos, vemos que la acción dada
por la Ec. (73), al ser expresadaúnicamente en términos de
las variables independientes, adquiere el aspecto

S(~α, ~β)=
m

2(T − T0)

n∑

k=2

n∑

l=2

(
kl

k+l−1
−1

)
αkαl

+
m

2(T−T0)

(
n∑

k=2

n∑

l=2

( kl

k+l−1
−1

)
βkβl

+
n∑

k=2

g
(k−1
k+1

)
(T − T0)2βk

)

+
m

2

(
(x− x0)2+(y − y0)2

T−T0
−g(y + y0)(T−T0)

)
. (78)

Ahora denotamos porA′(k, l, λ) y B′(k, λ), con2≤λ<n,
a los coeficientes en las sumas sobre dosı́ndices y sobre un
ı́ndice, respectivamente, que aparecen en la acción anterior,
donde surgen las siguientes relaciones recurrentes:

A′(k, l, λ + 1)=A′(k, l, λ)−A′(k, λ, λ)A′(λ, l, λ)
A′(λ, λ, λ)

(79)

y

B′(k, λ + 1)=B′(k, λ)− B′(λ, λ)
2A′(λ, λ, λ)

×
(

A′(λ, k, λ)+A′(k, λ, λ)
)

, (80)

donde los coeficientes, paraλ = 2, son iguales a

A′(k, l, 2) =
kl

k + l − 1
− 1,

B′(k, 2) = g
(k − 1
k + 1

)
(T − T0)2, (81)

con lo cual la accíonS(~α, ~β) adquiere el aspecto

m

2(T − T0)

n∑

λ=2

A(λ, λ, λ)(αλ+ηλ)2+
m

2(T − T0)

×
n∑

λ=2

A′(λ, λ, λ)(βλ+ελ)2+
m

2

(
(x− x0)2+(y − y0)2

T − T0

−g(y + y0)(T − T0)− 1
12

g2(T − T0)3
)

; (82)

estandoηλ y ελ, para2 ≤ λ < n, definidos similarmente a
como se lo hizo en la Ec. (46), yηn = εn = 0. Tomando en
consideracíon el factor de normalización, dado en la Ec. (62),
encontramos la siguiente expresión para el propagador:

KG,n(T, ~x; T0, ~x0) =

(
n∏

σ=2

(2σ − 1)!2σ2

(2σ − 1)(σ!)4

)

×
(

m

2iπ~(T − T0)

)
exp

{
im

2~

[ (x− x0)2 + (y − y0)2

T − T0

− g(y + y0)(T − T0)− 1
12

g2(T − T0)3
]}

(83)

y, como antes, salvo por un factor numérico dependiente
únicamente den, obtenemos la expresión exacta del propa-
gador para una partı́cula de masam en el campo gravitacional
terrestre,KG(T, ~x; T0, ~x0) [9]:

KG,n(T, ~x;T0, ~x0) =

(
n∏

σ=2

(2σ − 1)!2(σ)2

(2σ − 1)(σ!)4

)

×KG(T, ~x;T0, ~x0). (84)

Los resultados encontrados muestran que los propa-
gadores aproximados por los polinomios, Ecs. (69) y (83),
son proporcionales a los respectivos propagadores exactos,
Ecs. (70) y (84), donde los coeficientes de proporcionali-
dad, que son iguales, dependen solamente den. ¿Por qúe
son iguales esos coeficientes? Esto es una consecuencia
mateḿatica que proviene de (i) la igualdad de otros coefi-
cientes, aquellos en los términos cuadŕaticos de la acción
de ambos sistemas fı́sicos, y (ii) de que las integrales, en
la última etapa del ćalculo del propagador, contienen expo-
nenciales (complejas) cuádraticas, donde sólo intervienen,
justamente, los coeficientes de los términos cuadŕaticos de
las acciones, pero ninguno de los coeficientes del término
lineal de la accíon correspondiente a la partı́cula en un
campo gravitacional. Puede mostrarse (ver Apéndice B)
que ese coeficiente dependiente den est́a acotado por:√

π(
∏n

σ=2 σ4(σ−1))/2nΓ(n + 1
2 ).
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5 Conclusíon

En este artı́culo hemos usado el postulado de suma sobre
caminos de Feynman para calcular el propagador cuántico
en dos situaciones simples: para una partı́cula libre en dos
dimensiones espaciales y para una partı́cula en el campo
gravitacional terrestre, considerando una aproximación poli-
nomial para los caminos que es consistente con uno de los
teoremas de Weierstrass. En el caso de la partı́cula libre
fueron presentados cálculos detallados y algunas verifica-
ciones posibilitaron apreciar la consistencia fı́sica de los re-
sultados parciales. Los correspondientes resultados para los
propagadores son dados en las Ecs. (69) y (83) y muestran
que, a excepción de un factor nuḿerico constante dependi-
ente del grado de los polinomios considerados, coinciden con
las expresiones correctas correspondientes a esos sistemas
fı́sicos. En relacíon directa con la aproximación que hemos
considerado,́esta ha tráıdo algunas simplificaciones impor-
tantes:

(i) no hemos necesitado trabajar con las correspondientes
funcionales, en vez de ello lo hicimos con funciones
reales;

(ii) no necesitamos conocer explı́citamente los valores de
las funciones correspondientes a los caminos, como sı́
seŕıa el caso si considerásemos otros polinomios, como
los de Bernstein; y

(iii) no se necesita realizar ninguna partición del inter-
valo de tiempo, ni considerar el proceso de lı́mite
correspondiente, como es realizado en el proced-
imiento formal; sin embargo, esta aproximación tiene
tambíen desventajas, como la imposibilidad de repre-
sentar apropiadamente a todos los posibles caminos.
Otros ḿetodos de ćalculo del propagador de Feynman
pueden ser encontrados en la Ref. 11. Por otro lado,
debido a que en el presente método hacemos uso de
herramientas mateḿaticas que son conocidas por los
estudiantes desde los cursos generales de la carrera
profesional de f́ısica, nos parece posible que una pre-
sentacíon introductoria sobre el propagador de Feyn-
man, basada en esta aproximación, puede ser hecha
en un primer curso de mecánica cúantica. Aproxima-
ciones de este tipo para otros propagadores cuánticos
nos parece un buen ejercicio.
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Apéndice A

Consideremos, por conveniencia, una curva cerradaC en el
(primer cuadrante del) plano complejo, formada por tres cur-
vas:

(i) un segmento de recta,C1, sobre la direccíon horizontal,
con un extremo en el origen y de longitudR;

(ii) un arco de circunferencia,C2, de radioR y

(iii) un segmento de recta,C3, con direccíon radial, que va
desde el extremo deC2 hasta el origen definiendo de
esa manera uńangulo central agudoσ. Sobre la curva
cerradaC = C1 ∪ C2 ∪ C3 calcularemos la siguiente
integral:

I =
∮

C

e−iazn

dz, (85)

entonces tenemos
∮

C

e−iazn

dz =
∫

C1

e−iaxn

dx

+
∫

C2

e−iazn

dz +
∫

C3

e−iazn

dz. (86)

SobreC2, con z = Reiθ, dondeR es fijo y θ vari-
able, obtenemosdz = iReiθdθ; mientras que sobreC3, con
z = reiθ, siendoθ fijo (e igual aσ) y r variable, obtenemos
dz = eiσdr; y usando el teorema del residuo [7], tenemos,

R∫

0

e−iaxn

dx + iR

σ∫

0

e−iaRneinθ

eiθdθ

− eiσ

R∫

0

e−iarneinσ

dr = 0, (87)

pues no hay singularidades dentro en la región encerrada por
C. Como se demuestra en los cursos sobre los conceptos y
las herramientas para resolver integrales en el plano com-
plejo [7], en el ĺımite cuandoR →∞, las integrales del tipo
como aquella evaluada sobreC2 tienden a cero. Entonces ten-
emos

+∞∫

0

e−iaxn

dx = eiσ

+∞∫

0

e−iarneinσ

dz. (88)

En ćalculos con integrales complejas no solamente las
curvas (sobre las cuales se ha de integrar) deben ser elegidas
convenientemente, sino también los valores de los parámetros
que carcterizan dicha curva. Aquı́ el ánguloσ es uno de esos
paŕametros, que tiene un valor fijo, pero arbitrario. A partir
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de la Ec. (88) vemos que conviene imponer:nσ= − π/2.
Con ello tenemos,

+∞∫

0

e−iaxn

dx = e−iπ/2n

+∞∫

0

e−arn

dr, (89)

y aśı podemos aprovechar el siguiente resultado:
+∞∫

0

e−yn

dy = Γ(1 +
1
n

), (90)

el cual, como se sabe, puede ser obtenido a partir de

Γ(p) =

∞∫

0

xp−1e−xdx,

∀p > 0, dondeΓ es la funcion gamma. Entonces conviene
reescribir la segunda integral en la Ec. (89),

e−iπ/2n

+∞∫

0

e−arn

dr =
e−iπ/2n

n
√

a

+∞∫

0

e−yn

dy, (91)

donde hemos hecho el siguiente cambio de variable:
y = a1/nr. Por lo tanto,

+∞∫

0

e−iaxn

dx =
e−iπ/2n

n
√

a
Γ(1 +

1
n

). (92)

Finalmente, es fácil mostrar quee−iπ/2n = i−1/n. Aśı
llegamos al resultado

+∞∫

0

e−iaxn

dx =
Γ(1 + 1

n )
n
√

ia
(93)

Apéndice B

Hagamos uso del siguiente resultado [10]:

n! <

(
n + 1

2

)n

, n ≥ 2, (94)

entonces obtenemos

(2σ − 1)!2(σ)2

(2σ − 1)(σ!)4
<

(σ)4σ−2(σ)2

(2σ − 1)(σ!)4
<

σ4σ

(2σ − 1)σ4

=
σ4(σ−1)

(2σ − 1)
=⇒

n∏
σ=2

(2σ − 1)!2(σ)2

(2σ − 1)(σ!)4
<

∏n
σ=2 σ4(σ−1)

∏n
σ=2(2σ − 1)

=
√

π

2nΓ(n + 1
2 )

n∏
σ=2

σ4(σ−1). (95)

∗. Dirección actual: Observatorio Nacional, COGE, Rua General
Jośe Cristino, 77, S̃ao Crist́ovão, Rio de Janeiro - CEP: 20291-
400, RJ. Brasil.

i. Lo que es verdad para las variables de la función S, pero no
para las de la funciónS∗.

ii. En la Ref. 8 la integral de Feynman es definida a través del uso
de herramientas matemáticas especiales evitando con ellas el
procedimiento de lı́mite.
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