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Presentamos un novedoso tratamiento paralel de las velocidades degsude la coligin ebstica bidimensional de dos esferagdas
con un paametro de impacto dado. Para tal fin, definimos el vector de @olij el cual es invariante ante transformaciones de Galileo. El
vector A conduce a una forma alternativa de la regla de @lisie Newton.

Descriptores: Colision ebstica; regla de coliéh; paametro de impacto; méaica chsica.

We present a novel treatment for the calculation of the velocities after a two-dimensional elastic collision of two rigid spheres with impact
parameter given. For that, we define the collision vector which is invariant under Galilean transformations. The vector gives an alternative
form of Newton'’s collision rule.
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1. Introduccion ce unaécnica georatrica para la determindm del vector de
colision.

El tbpico de colisiones ékticas, enmarcado en la conser- : .

vacion de la cantidad de movimiento y consergacle la 2. Parametro de impacto entre dos esferas

enerda cirética, suele ser tratado en los textésibos [1-3] rigidas y el proceso de interacéin durante

en forma elemental. Alllse consideran colisiones unidimen- la colisibn

sionales (colisiones frontales) y luego incorporan el trata-

miento bidimensional (colisiones oblicuas) por separado, puPara la colisin de dos objetos con extebsise debe tener en

diéndose estudiar colisiones frontales como un caso particeuenta su geomégr, por tal rabn se introduce gharametro

lar de las colisiones oblicuas. Aun en textos avanzados se sie impactodenotado por la letra La magnitud de esta can-

gue esta estrategia de eflapza y pocos [8] orientan al lector tidad indica la menor distancia entre dos rectas, tales que una

a una simplificadn del problema. En tal sentido, considera-de ellas queda determinada por la diréactle incidencia y

mos existe un vdo. Para el aalisis de colisiones akticas la otra es paralela@sta y pasa por el centro de la esfera que

oblicuas frecuentemente se effi@al estudiante una estrate- supondremos inicialmente en reposo (ver Fig. 1). En general,

gia de resoludin orientada a la descomposinicartesianas el paémetro de impacto se mide en un sistema de referencia

de la ley de conservam de la cantidad de movimiento, lo relativo a una de las esferas. La dirécctie incidencia que-

cual induce al estudiante a realizar operaciones algebraicas determinada por una recta paralela a la velocidad relativa

sin reflexionar sobre los aspectaasitos de la interacmn;  de las esferas en movimiento. En la Fig. 1 se muestra la si-

es decir, a la fuerzas involucradas en la intedataie los tuacbn previa a la coli€in entre dos esferas con paretro

cuerpos que colisionan. Por consiguiente, en este trabajo sle impacto dado, donde se observa que el centro de la esfera

propone un formalismo para laifqueda de las velocidades de radioR; est por encima del centro de la esfera de radio

desp@s de una coligin ebstica para dos esferdgidas en R, (b < 0). Sin embargo, puede presentarse la situradbn-

dos dimensiones con ganetro de impacto dado, sin hacer de los centros se encuentren sobre una migmea(b = 0) o

uso de coordenadas, analizanddosel proceso de interac- en la situadn inversa a la descrita inicialmer(ie> 0).

cion durante la coligin. _

s

Este aficulo esé organizado de la siguiente manera: en .~ ; /* Iy
/ / 7 Vi \

la Sec. 2 se hace una breve desctipalel paametro de im- /

~. .
pacto y del proceso de interaonientre dos esferagyidas; ( v § { W é« 39’

en la Sec. 3 se plantea un procedimiento vectorial para la ob VJ % 72 <N
tencbn de las velocidades degmude un choque &itico. En Ay \;/ i B RS
dicha secdn se propone una forma alternativa y novedosa \\ v A \\ 7

para la regla de colish de Newton a traés de la definidéin
del vector de coligin A. Finalmente, en la Sec. 4 se estable-FIGurA 1. Paametro de impactd para la colisbn de dos esferas.
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¥ e 7 Fig. 1. Searl/] y Uj} las velocidades deu; y ms, respec-
/ / tivamente, referidas al sistentadesp@s de la coligin. En

/ / 0a .. . .. .
/ % \Ve / i } ?\39, S la conservadn de la cantidad de movimientoj@®mo la
| - 77 conservadn de la enerig, toman la forma [10]
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FIGURA 2. Colision entre dos esferas, para el momento del contac- VE=Ur+ mi1 Uy (2b)

to, con paametro de impacté < 0. o ) . )
Para el caso bidimensional, este conjunto de ecuaciones con-

Durante el proceso de colisi ebstica (Fig. 2), las esfe- tienen cuatro inggnitas, a sabetfl/], [Us], 6 y 65, por lo
ras se pueden deformar y restituir en la dirénaie la recta  que es necesario informaci adicional para poder hallar los
que une los dos centros y que pasa por el punto de conta¥alores de las inagnitas mencionadas. Puesto que ehpee-
to [9]. De esta manera, la fuerza de contacté@ seiineal a  tro de impacto es dado, entonces es posible determinar me-
dicha recta y no cambiarde direcddn durante el proceso de diante (1), eingulofs.
colision. La fuerza que ah sobre la esfera de radity de- Para dar soluén al problema, escribimos (2b) de la si-
bido al contacto con la esfera de radi®s se denota como guiente manera:
N. Del principio de acdn y reacadn, la fuerza que aga

sobre la esfera de radi®, es— N tal como se muestra en la V-0) (V+0)) = %(75 .U},
Fig. 2. Ad las(nicas fuerzas involucradas en la interaoci
son internas. A partir de (2a) se extrae la diferendia— U7, que al susti-

De acuerdo con la segunda ley de Newton, el cambio de},irse en la expreéh anterior resulta
momentaAp] (Ap3) de la esfera de radif; (R.) es parale-

lo (antlparalelo) a la fuerza de corltadtbcgmo se muestra U, - (V +U;-Uj) =0,
en la Fig. 2. El momento lineah, U] (m2U,) de la esfera . N
de radioR; (R2) despis de la coligin forma unangulod] n-A=0 con n=U), 3)

(6%) respecto a la direcsh de incidencia, adeas el momen-
to m2 U} coincide conAp3, por estar inicialmente en reposo. donde elector de colisin se define como
A partir de la geometa de la figura Fig. 2 se puede rela-

cionar alangulod}, el cual describe la dispetsi de la esfera ALU - UL+ V. (4)
de radioR;, con el paametro de impactd, mediante la si-
guiente expresin: Obsrvese que (3) representa la proyéccilel vector4 en
la direccbn donde ocurre el contacto entre las esferas. Esta
sen 0, = b con — L < 0, < T (1)  Pproyeccdn se corresponde con laregla de colisile Newton
Ri+ Ry 27 "7 2 para un choque astico. Por otro lado, la exprési (3) es una

; , . o forma alternativa del resultado presentado por Crawford [11].
El angulod; es negativo para la situéci mostrada en la

Fig. 2, siendo positivo cuando el centro de la esfera de ra- E Problema (2) puede ser replanteado enminos de

dio R, es& por debajo del centro de la esfera de ragioy La conlserva(;mn de la cantldadhde mOV|tm|ento (2Ia) la regla
nulo justo cuando ambos centrosé&ssobre la mismdrea e colisbn de Newton para choqueastico (3) y la expre-

(en este caso el pametro de impacto tamé es nulo). En sibn (4). Con las expresiones (2a) y (4), se construye el sigui-

particular, cuando eingulof), sea—r/2 6 7/2 la esfera de ~ €Nt€ Sistema:
radio R, se dispersa formando urangulo recto respecto a (7’ = -
la direccbn de incidencia. Sém el valor del paametro de

impacto las colisiones se pueden clasificafrentales don- { U1

de el paametro de impacto se anula € 0) y las esferas

presentan movimiento en una dimensiy oblicuas donde ~ cuya soluddn viene dada por

el paé@metro de impacto es no nulb £ 0) y las esferas se

dispersan formando uangulo entrefs U = 2V, —V+-14, (5a)
mi

L Ty o= 2Vl — A 5b

3. Colision elastica Uz Veu msa (5b)

Considere un sistema de referensigara el cual una esfera dondep = mimz/(m1 + m2) es la masa reducida de las
de masan; y radio R; se dirige con pametro de impac- esferasVCM es la velocidad del centro de masa gty A
toby velocidadV/ hacia otra esfera de masa Y radio R el vector de coligin, el cual depende de la ley de interécci
que inicialmente eéten reposo, tal como se muestra en laentre las esferas.
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donde se ha definido gersor de incidenci@omo

iy 2@V A -V =2cosyn—V.  (10)
El vector de colighin (9) puede interpretarse geetricamen-
te formando un izculo de radioV| tal como se muestra en
la Fig. 3. Elangulo del versofi,, respecto a la directh de
incidencia es denotado pgt encontandose en el semiplano
inferior (superior) sb < 0 (b > 0) y sobre la direcdn de
incidencia cuandd = 0. El angulo que forma el vector de
colision respecto a la diredm de incidencia es representa-
do poré 4. El objetivo es determinar las direcciones de los
vectoresi,, y A respecto de la direamn de incidencia.
Tomando losangulos internos del ingulo i$sceles cir-

Las velocidades mostradas en (5) pueden ser expresaa%g:c(;ﬁz en el rculo de la Fig. 3 izquierda (derecha), se

en el sistema de laboratorio (LAB), usando las transforma-

—NAt == TTLQ(jé

FIGURA 3. Construcadn del vector de coligin A con paametro
de impacta < 0 (izquierda) yb > 0 (derecha).

Ap3 =

cioneslU! = U; — Vo, V.=V, = Vo y Vi = Ve — Vs
dondeV; y U; son las velocidades antes y degpue la coli-
sibn para la esfer&ésima en el sistema LAB. As

—

[l =2[0a] =7 (b =m—204), (11)
y de acuerdo a la regla de cobisi de Newton (3), el vector

de colisbn A es perpendicular @, resultando que

U, = QVCM — ‘7; + (—1)“_1%[( coni=1,2. (6)
’ 2004] = 2005 + 7 (204 =7 — 26}). (12)
guedando el vector de colsi A inalterado por ser covarian- o
te galileana. La forma concreta de este vector se expone enfy Sustituir (12) en (11), queda
siguiente secéin. — (13)

4. \ector de colisbn Este resultado puede obtenerse Bizamente, eligiendo una
. base ortonormal derecH&’, V, } de manera que al sustituir
De la Ec. (3) se tiene que el vector de cdlisi es ortogonal 7 — cog 9/2V + sen géf@ en (10), se obtenga
a la velocidad de la esfera de masadesp@s de la coligin,

lo cual nos permite escribir iy = (2c0s? 0, — 1)V + 2sen 0 cos 05V,

A=B—(B-n)n, @) = c0s 204V + 2sen 204V, .
donde el vectoB debe ser escogido de manera que la daerg
cinética se conserve efi [10]. Con las velocidades expre-
sadas en (5) se determina la enargirética despés de la
colision, resultando
1
K =2
2M

Sustituyendo (7) en la exprési (8), se obtiene

= cos QZ)V + sen 1/}VJ_ ,

donde hemos tomada/acomo26’,, obsenandose que el ver-
sor de incidencia queda representadafigamente en el se-
miplano inferior (superior) delicculo mostrado en la Fig. 3
cuandob < 0 (b > 0).

[(A’_ V)2 4 ) 8)

5. Discusbn

La técnica presentada dquo requiere el uso de coordenadas
para la obtendin de la velocidades desgaide la coligin.
Obsenandose que para colisiones unidimensiondles ()

@l vector de coligin es nulod = 0; situacbn que se presenta
en algunos textos [2, 6] cuando resuelven la conseimat

o (Il) el vector de colisbn es perpendicular al vectdr—2V.  laenerga. En dichos textos, no se enfatiza que tal sitirase

De la Ec. (3), en una dimerisi, se tiene la restriogh (I),  satisface solamente en problemas unidimensionales, dando la
coincidiendo con el resultado presentado por Millet [12]. Enilusion de que laécnica empleada es de validez general. Para
dos dimensiones, ség (3), B — 2V es proporcional @, colisiones oblicuagb # 0) la estrategia de enSanza utili-

por lo que la restricéin (Il1) es equivalente a (I1). Por consi- zada en diversos textos [1, 3] hace uso de la descomposici
guiente, al sustituir la condizn (I1) en (7) resulta cartesianas de la consenéeide la cantidad de movimien-
to, lo cual puede evitarse usando los resultados (6) y (9). La
Ec. (6) pone de manifiesto el proceso de inte@tan el

1 -
ZuA -
2M
obsenandose que la endggcirética se conserva si éltimo
término se anula. Esto se logra de tres maneras diferentes:
el vector de coliin se anulad = 0), (Il) eligiendoB = 2V

K =K+ (B —2V),

A=V —Viy, (9)
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instante de la coli$in. La Ec. (6) coincide con los resultados sistema de Ecs. (2) conduce naturalmente a la defimidel
presentados en la Ref. 8, con la salvedad de questnno vector de colishn A, el cual resulta ser un invariante galilea-
se da, a diferencia del presente trabajo, una formdatel no y estar directamente conectado con la regla de éols
del versor de incidencia,,. El proceso de linealizagn del ~ Newton.
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