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Un tratamiento alternativo para el análisis de la colisíon elástica bidimensional no
relativista entre dos esferas ŕıgidas con paŕametro de impacto dado
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Presentamos un novedoso tratamiento para el cálculo de las velocidades después de la colisíon eĺastica bidimensional de dos esferas rı́gidas
con un paŕametro de impacto dado. Para tal fin, definimos el vector de colisión ~A, el cual es invariante ante transformaciones de Galileo. El
vector ~A conduce a una forma alternativa de la regla de colisión de Newton.
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We present a novel treatment for the calculation of the velocities after a two-dimensional elastic collision of two rigid spheres with impact
parameter given. For that, we define the collision vector which is invariant under Galilean transformations. The vector gives an alternative
form of Newton’s collision rule.
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1. Introducción

El tópico de colisiones elásticas, enmarcado en la conser-
vación de la cantidad de movimiento y conservación de la
enerǵıa cińetica, suele ser tratado en los textos básicos [1–3]
en forma elemental. Allı́ se consideran colisiones unidimen-
sionales (colisiones frontales) y luego incorporan el trata-
miento bidimensional (colisiones oblicuas) por separado, pu-
diéndose estudiar colisiones frontales como un caso particu-
lar de las colisiones oblicuas. Aun en textos avanzados se si-
gue esta estrategia de enseñanza y pocos [8] orientan al lector
a una simplificacíon del problema. En tal sentido, considera-
mos existe un vacı́o. Para el ańalisis de colisiones elásticas
oblicuas frecuentemente se enseña al estudiante una estrate-
gia de resolucíon orientada a la descomposición cartesianas
de la ley de conservación de la cantidad de movimiento, lo
cual induce al estudiante a realizar operaciones algebraicas
sin reflexionar sobre los aspectos básicos de la interacción;
es decir, a la fuerzas involucradas en la interacción de los
cuerpos que colisionan. Por consiguiente, en este trabajo se
propone un formalismo para la búsqueda de las velocidades
despúes de una colisión eĺastica para dos esferas rı́gidas en
dos dimensiones con parámetro de impacto dado, sin hacer
uso de coordenadas, analizando sólo el proceso de interac-
ción durante la colisión.

Este art́ıculo est́a organizado de la siguiente manera: en
la Sec. 2 se hace una breve descripción del paŕametro de im-
pacto y del proceso de interacción entre dos esferas rı́gidas;
en la Sec. 3 se plantea un procedimiento vectorial para la ob-
tencíon de las velocidades después de un choque elástico. En
dicha seccíon se propone una forma alternativa y novedosa
para la regla de colisión de Newton a trav́es de la definicíon
del vector de colisíon ~A. Finalmente, en la Sec. 4 se estable-

ce una t́ecnica geoḿetrica para la determinación del vector de
colisión.

2. Parámetro de impacto entre dos esferas
r ı́gidas y el proceso de interacción durante
la colisión

Para la colisíon de dos objetos con extensión se debe tener en
cuenta su geometrı́a, por tal raźon se introduce elparámetro
de impacto, denotado por la letrab. La magnitud de esta can-
tidad indica la menor distancia entre dos rectas, tales que una
de ellas queda determinada por la dirección de incidencia y
la otra es paralela áesta y pasa por el centro de la esfera que
supondremos inicialmente en reposo (ver Fig. 1). En general,
el paŕametro de impacto se mide en un sistema de referencia
relativo a una de las esferas. La dirección de incidencia que-
da determinada por una recta paralela a la velocidad relativa
de las esferas en movimiento. En la Fig. 1 se muestra la si-
tuacíon previa a la colisíon entre dos esferas con parámetro
de impacto dado, donde se observa que el centro de la esfera
de radioR1 est́a por encima del centro de la esfera de radio
R2 (b < 0). Sin embargo, puede presentarse la situación don-
de los centros se encuentren sobre una misma lı́nea(b = 0) o
en la situacíon inversa a la descrita inicialmente(b > 0).

FIGURA 1. Paŕametro de impactob para la colisíon de dos esferas.
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FIGURA 2. Colisión entre dos esferas, para el momento del contac-
to, con paŕametro de impactob < 0.

Durante el proceso de colisión eĺastica (Fig. 2), las esfe-
ras se pueden deformar y restituir en la dirección de la recta
que une los dos centros y que pasa por el punto de contac-
to [9]. De esta manera, la fuerza de contacto será colineal a
dicha recta y no cambiará de direccíon durante el proceso de
colisión. La fuerza que actúa sobre la esfera de radioR1 de-
bido al contacto con la esfera de radioR2 se denota como
~N . Del principio de accíon y reaccíon, la fuerza que actúa
sobre la esfera de radioR2 es− ~N tal como se muestra en la
Fig. 2. Aśı las únicas fuerzas involucradas en la interacción
son internas.

De acuerdo con la segunda ley de Newton, el cambio del
momento∆~p1

′ (∆~p2
′) de la esfera de radioR1 (R2) es parale-

lo (antiparalelo) a la fuerza de contacto~N como se muestra
en la Fig. 2. El momento linealm1

~U ′
1 (m2

~U ′
2) de la esfera

de radioR1 (R2) despúes de la colisíon forma unánguloθ′1
(θ′2) respecto a la dirección de incidencia, adeḿas el momen-
to m2

~U ′
2 coincide con∆~p2

′, por estar inicialmente en reposo.
A partir de la geometrı́a de la figura Fig. 2 se puede rela-

cionar alánguloθ′2, el cual describe la dispersión de la esfera
de radioR2, con el paŕametro de impactob, mediante la si-
guiente expresión:

sen θ′2 =
b

R1 + R2
con − π

2
≤ θ′2 ≤

π

2
. (1)

El ánguloθ′2 es negativo para la situación mostrada en la
Fig. 2, siendo positivo cuando el centro de la esfera de ra-
dio R1 est́e por debajo del centro de la esfera de radioR2, y
nulo justo cuando ambos centros estén sobre la misma lı́nea
(en este caso el parámetro de impacto también es nulo). En
particular, cuando eĺanguloθ′2 sea−π/2 ó π/2 la esfera de
radioR2 se dispersará formando uńangulo recto respecto a
la direccíon de incidencia. Según el valor del paŕametro de
impacto las colisiones se pueden clasificar enfrontales, don-
de el paŕametro de impacto se anula (b = 0) y las esferas
presentan movimiento en una dimensión, y oblicuas, donde
el paŕametro de impacto es no nulo (b 6= 0) y las esferas se
dispersan formando uńangulo entre śı.

3. Colisión elástica

Considere un sistema de referenciaS, para el cual una esfera
de masam1 y radio R1 se dirige con parámetro de impac-
to b y velocidad~V hacia otra esfera de masam2 y radioR2

que inicialmente está en reposo, tal como se muestra en la

Fig. 1. Sean~U ′
1 y ~U ′

2 las velocidades dem1 y m2, respec-
tivamente, referidas al sistemaS despúes de la colisíon. En
S la conservacíon de la cantidad de movimiento, ası́ como la
conservacíon de la enerǵıa, toman la forma [10]

~V = ~U ′
1 + m2

m1
~U ′

2 , (2a)

~V 2 = ~U ′2
1 + m2

m1
~U ′2

2 . (2b)

Para el caso bidimensional, este conjunto de ecuaciones con-
tienen cuatro inćognitas, a saber,|~U ′

1|, |~U ′
2|, θ′1 y θ′2, por lo

que es necesario información adicional para poder hallar los
valores de las inćognitas mencionadas. Puesto que el paráme-
tro de impacto es dado, entonces es posible determinar me-
diante (1), eĺanguloθ′2.

Para dar solución al problema, escribimos (2b) de la si-
guiente manera:

(
~V − ~U ′

1

) · (~V + ~U ′
1

)
= m2

m1
~U ′

2 · ~U ′
2.

A partir de (2a) se extrae la diferencia~V − ~U ′
1, que al susti-

tuirse en la expresión anterior resulta

~U ′
2 ·

(
~V + ~U ′

1 − ~U ′
2

)
= 0 ,

n̂ · ~A = 0 con n̂ ≡ Û ′
2, (3)

donde elvector de colisíonse define como

~A
def= ~U ′

1 − ~U ′
2 + ~V . (4)

Obśervese que (3) representa la proyección del vector~A en
la direccíon donde ocurre el contacto entre las esferas. Esta
proyeccíon se corresponde con la regla de colisión de Newton
para un choque elástico. Por otro lado, la expresión (3) es una
forma alternativa del resultado presentado por Crawford [11].

El problema (2) puede ser replanteado en términos de
la conservacíon de la cantidad de movimiento (2a), la regla
de colisíon de Newton para choque elástico (3) y la expre-
sión (4). Con las expresiones (2a) y (4), se construye el sigui-
ente sistema:

{
~U ′

1 − ~U ′
2 = ~A− ~V ,

~U ′
1 + m2

m1
~U ′

2 = ~V ,

cuya solucíon viene dada por

~U ′
1 = 2~V ′

CM − ~V +
µ

m1

~A , (5a)

~U ′
2 = 2~V ′

CM − µ

m2

~A . (5b)

dondeµ = m1m2/(m1 + m2) es la masa reducida de las
esferas,~V ′

CM es la velocidad del centro de masa enS y ~A
el vector de colisíon, el cual depende de la ley de interacción
entre las esferas.
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FIGURA 3. Construccíon del vector de colisión ~A con paŕametro
de impactob < 0 (izquierda) yb > 0 (derecha).

Las velocidades mostradas en (5) pueden ser expresadas
en el sistema de laboratorio (LAB), usando las transforma-
ciones~U ′

i = ~Ui − ~V2; ~V = ~V1 − ~V2 y ~V ′
CM = ~VCM − ~V2

donde~Vi y ~Ui son las velocidades antes y después de la coli-
sión para la esferai-ésima en el sistema LAB. Ası́,

~Ui = 2~VCM − ~Vi + (−1)i+1 µ

mi

~A con i = 1, 2 . (6)

quedando el vector de colisión ~A inalterado por ser covarian-
te galileana. La forma concreta de este vector se expone en la
siguiente sección.

4. Vector de colisíon

De la Ec. (3) se tiene que el vector de colisión ~A es ortogonal
a la velocidad de la esfera de masam2 despúes de la colisíon,
lo cual nos permite escribir

~A = ~B − ( ~B · n̂)n̂ , (7)

donde el vector~B debe ser escogido de manera que la energı́a
cinética se conserve enS [10]. Con las velocidades expre-
sadas en (5) se determina la energı́a cińetica despúes de la
colisión, resultando

K ′ =
1
2
µ
[
( ~A− ~V )2 + m1

m2
~V 2

]
. (8)

Sustituyendo (7) en la expresión (8), se obtiene

K ′ = K ′
0 +

1
2
µ ~A · ( ~B − 2~V ) ,

observ́andose que la energı́a cińetica se conserva si elúltimo
término se anula. Esto se logra de tres maneras diferentes: (I)
el vector de colisíon se anula (~A = ~0), (II) eligiendo ~B = 2~V
o (III) el vector de colisíon es perpendicular al vector~B−2~V .
De la Ec. (3), en una dimensión, se tiene la restricción (I),
coincidiendo con el resultado presentado por Millet [12]. En
dos dimensiones, según (3), ~B − 2~V es proporcional ân,
por lo que la restricción (III) es equivalente a (II). Por consi-
guiente, al sustituir la condición (II) en (7) resulta

~A = ~V − V n̂ψ, (9)

donde se ha definido elversor de incidenciacomo

n̂ψ
def= (2V̂ · n̂)n̂− V̂ = 2 cos θ′2 n̂− V̂ . (10)

El vector de colisíon (9) puede interpretarse geométricamen-
te formando un ćırculo de radio|~V | tal como se muestra en
la Fig. 3. Elángulo del versor̂nψ respecto a la dirección de
incidencia es denotado porψ, encontŕandose en el semiplano
inferior (superior) sib < 0 (b > 0) y sobre la direccíon de
incidencia cuandob = 0. El ángulo que forma el vector de
colisión respecto a la dirección de incidencia es representa-
do porθA. El objetivo es determinar las direcciones de los
vectoreŝnψ y ~A respecto de la dirección de incidencia.

Tomando lośangulos internos del triángulo iśosceles cir-
cunscrito en el ćırculo de la Fig. 3 izquierda (derecha), se
tiene que

|ψ| = 2|θA| − π (ψ = π − 2θA) , (11)

y de acuerdo a la regla de colisión de Newton (3), el vector
de colisíon ~A es perpendicular ân, resultando que

2|θA| = 2|θ′2|+ π (2θA = π − 2θ′2) . (12)

Al sustituir (12) en (11), queda

ψ = 2θ′2 . (13)

Este resultado puede obtenerse analı́ticamente, eligiendo una
base ortonormal derecha{V̂ , V̂⊥} de manera que al sustituir
n̂ = cos θ′2V̂ + sen θ′2V̂⊥ en (10), se obtenga

n̂ψ = (2 cos2 θ′2 − 1)V̂ + 2 sen θ′2 cos θ′2V̂⊥ ,

= cos 2θ′2V̂ + 2 sen 2θ′2V̂⊥ .

= cos ψV̂ + sen ψV̂⊥ ,

donde hemos tomado aψ como2θ′2, observ́andose que el ver-
sor de incidencia queda representado gráficamente en el se-
miplano inferior (superior) del cı́rculo mostrado en la Fig. 3
cuandob < 0 (b > 0).

5. Discusíon

La técnica presentada aquı́ no requiere el uso de coordenadas
para la obtención de la velocidades después de la colisíon.
Observ́andose que para colisiones unidimensionales (b = 0)
el vector de colisíon es nulo~A = ~0; situacíon que se presenta
en algunos textos [2, 6] cuando resuelven la conservación de
la enerǵıa. En dichos textos, no se enfatiza que tal situación se
satisface solamente en problemas unidimensionales, dando la
ilusión de que la t́ecnica empleada es de validez general. Para
colisiones oblicuas(b 6= 0) la estrategia de enseñanza utili-
zada en diversos textos [1, 3] hace uso de la descomposición
cartesianas de la conservación de la cantidad de movimien-
to, lo cual puede evitarse usando los resultados (6) y (9). La
Ec. (6) pone de manifiesto el proceso de interacción en el
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instante de la colisión. La Ec. (6) coincide con los resultados
presentados en la Ref. 8, con la salvedad de que enésta no
se da, a diferencia del presente trabajo, una forma explı́cita
del versor de incidenciânψ. El proceso de linealización del

sistema de Ecs. (2) conduce naturalmente a la definición del
vector de colisíon ~A, el cual resulta ser un invariante galilea-
no y estar directamente conectado con la regla de colisión de
Newton.
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