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Estabilidad de un pendulo con forzamiento perbdico arbitrario
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La dinamica de un péndulo forzado a angulos y forzamientos arbitrarios es estudiada usando el formalismo lagrangiano y el método del
potencial efectivo. Nosotros realizamos una discusion general del problema y al fina consideramos tres tipos particulares de forzamiento:
sinusoidal, cuadrado y triangular. Se encontro que la frecuencia de corte que determina la frontera entre la region de estabilidad y de
inestabilidad depende del tipo de forzamiento considerado. Para forzamientos tipo cuadrado, el limite inferior de la region de estabilidad es
minimo, mientras que para forzamiento tipo triangular es maximo; el caso tradicional del forzamiento tipo sinusoidal se encuentra entre los
anteriores.

DescriptoresPéndulo forzado; forzamiento arbitrario; potencial efectivo.

The dynamics of a driven pendulum at arbitrary angles and signals is studied using the lagrangian formalism and the effective potential
method. We make a general discussion of the problem and consider three particular driving signals: sinusoidal, square and triangular. Was
found that the cut off frequency, which determines the transition between the stability and nonstability regions depends on the type of signal
used. For square driving the lower bound is minimum, while for the triangular drive is a maximum, the usual case of sinusoidal driving was

found between the previous ones.

Keywords: Driven pendulum; arbitrary signal; effective potential.
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1. Introduccion

El péndulo invertido es un sistema muy interesante, no sélo
por su rica dindmica, sino también por ser uno de los sistemas
cadticos mas sencillos, teniendo una aplicacion directa en la
teoria del control [1,2].

Un péndulo fisico en su posicion vertical invertida se
encuentra en un equilibrio inestable, sin embargo, estudios
teoricos [3,4] y experimentales [5,6] muestran que es posible
llevar el sistema a un estado de equilibrio estable median-
te la aplicacion de un forzamiento sinusoidal vertical de ba-
ja amplitud y alta frecuencia (comparada con la frecuencia
natural de oscilacion). Esta transicion de equilibrio inestable
a equilibrio estable se ha intentado explicar usando diversas
herramientas, por ejemplo, Levi [7] prueba la estabilidad del
péndulo invertido considerando exclusivamente la topologia
del sistema dinamico, sin embargo, en su desarrollo la nece-
sidad de las altas frecuencias no aparece. Un estudio de la
estabilidad a altas frecuencias fue realizado por Levi y Wec-
kesser [8] usando los valores propios de la matriz de evolu-
cion del sistema, con métodos similares a los de la teoria de
caos. Duchesne et al. [9] cambiaron el forzamiento sinusoi-
dal por una serie de impulsos instantaneos, logrando explicar
de manera intuitiva la region de estabilidad del péndulo in-
vertido.

El movimiento del péndulo invertido para pequefias os-
cilaciones del sistema, respecto a la posicion de equilibrio,

es descrito por la ecuacion de Mathieu’s, la cual aparece en
multiples escenarios de la fisica clasica y moderna. Las so-
luciones analiticas y posibles aplicaciones de la ecuacion de
Mathieus’s han sido ampliamente estudiadas [3,10]. El com-
portamiento estable del péndulo invertido corresponde a las
soluciones reales y periodicas de la ecuacion de Mathieu’s,
las cuales se dan bajo ciertas condiciones en los parametros
fisicos del sistema, tales como la longitud del péndulo, la am-
plitud y la frecuencia del forzamiento.

Para un péndulo forzado a angulos arbitrarios de forza-
miento no se tiene una solucién analitica, sin embargo, Van-
Dalen [11] presenta algunas soluciones numéricas, las cuales
son comparadas con soluciones analiticas para ciertos casos
particulares, encontrando para el forzamiento sinusoidal la
region de estabilidad conocida.

Generalmente el estudio de péndulos forzados se restrin-
ge a forzamientos de tipo sinusoidal y sus consecuencias, pe-
ro poco se estudian otros tipos de forzamientos periddicos,
por ejemplo, forzamientos tipo onda triangular o cuadrada.
Estos tipos de forzamiento pueden alterar la region de es-
tabilidad de un péndulo invertido forzado. En este articulo
estudiamos un péndulo sujeto a un forzamiento peridédico ge-
neral y determinamos los cambios en la region de estabilidad
de un péndulo invertido cuando la sefial de forzamiento es:
sinusoidal, cuadrada y triangular. Aqui utilizamos el forma-
lismo lagrangiano para hallar las ecuaciones de movimiento
del sistema y, para encontrar las condiciones de estabilidad,
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usamos el método del potencial efectivo introducido por Lan-

dau [12]. En este método, un campo escalar es separado en
dos partes, un campo escalar independiente del tiempo y un

campo escalar que oscila rapidamente en el tiempo.

Este procedimiento para estudiar el péndulo forzado pue-
de ser utilizado en los cursos basicos de mecanica clasica,
donde se introduce el formalismo lagrangiano, con el fi de
que el estudiante conozca el tipo de aproximaciones que se
pueden realizar dentro de este marco y su rango de validez.

Este articulo esta organizado de la siguiente forma: en la
Sec. 2 se estudia un péndulo forzado con un angulo arbitrario
de forzamiento y para un forzamiento periodico arbitrario, en
la Sec. 3 se presentan los resultados encontrados al considerar

tres casos particulares de forzamiento: sinusoidal, cuadrado,

y triangular. Finalmente, las conclusiones son consignadas en

la Sec. 4.
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2. Teoria: péndulo forzado

Nosotros estamos interesados en la dinamica de un péndulo
fisico de masa uniforme M y longitud L, sujeto a un forza-
miento periddico A(t) = A(t;w, Ag) en el pivote, de fre-
cuencia angular w y amplitud Ag. Aqui w es mayor que la

FIGURA 1. Péndulo forzado en un angulo arbitrario 64 con la ver-
tical. Aqui L y M son la longitud y masa del péndulo, respectiva-
mente, A(t) es el forzamiento periddico arbitrario y 0 es la coorde-

nada generalizada de movimiento.

El lagrangiano del sistema es

EZ%M [(L:MQ) 62+ A2 (t)—LOA(t) sin(6 — 6,)

frecuencia natural del péndulo. El forzamiento se aplica para
un angulo arbitrario 6, con la vertical, como se muestra en la

Fig. 1. El péndulo considerado es una varilla rigida de mo-

mento de inercia I..,, = Mk? respecto al centro de masa, I

donde k es el radio de giro y, en este caso particular, se tiene + Mg (2 cos @ + A(t) cos Gd) 5)

k = L/+/12. Para obtener la ecuacion de movimiento del sis-

tema usamos las coordenadas del centro de masa, las cuales  y ] ecuacion de movimiento,

vienen dadas por )

LA(t L
0= 1127()28111(9 — od) — ngizsina
(M 2(% +#) 2(7 +#2)
= f(0,t) + g(6). Q)

L
Tem. = 3 sinf + A(t) sin 6,4,

2

L
Ye.m. =— — 7 COS 0 — A(t) COSs Gd,

donde L/2 es la distancia del pivote al centro de masa y 0
es la coordenada generalizada que describe la dinamica del

péndulo.
Separando la dindmica del cuerpo rigido en un movimien-
to del centro de masa mas la rotacion respecto al centro de

masa, las energias cinética y potencial vienen dadas, respec-

tivamente, por

1 1 .
T= 7M(:L‘§m +y§m)+7lc.m.€2
2 o 2
1 L? 2\ 42 i2
:iM ZJrk 0° + MA=(t) 3)
— MLOA(t)(sin 6 cos Oy — cos sin fy)
y
L
Vi =Mgycm. = — cos@ — M gA(t) cosby.

“4)

De la anterior expresion es posible observar que el segun-

do término, a la derecha de la igualdad, es el término clasico

del péndulo fisico que conduce a la solucién arménica simple
para pequefios valores de 6. El primer término a la derecha es
debido al forzamiento, y depende unicamente de la segunda

derivada de la funcion A(t) y de la diferencia entre el angulo

de oscilacion y el angulo de forzamiento. Es decir, la Ec. (6)
consta de un término de forzamiento dependiente del tiem-
po f(6,t) y un término estacionario g(6), correspondiente al

efecto de la gravedad.

La aproximacion de Landau y Lifshitz es para particulas
sujetas a un potencial independiente del tiempo que causa un
movimiento oscilante, y a un forzamiento adicional de muy
alta frecuencia (comparado con la frecuencia natural con que

oscila el sistema). Ademas se asume que la amplitud de la
oscilacion debida al forzamiento es pequefia en comparacion
con la amplitud de oscilacién que tendra si el forzamiento no

estuviera presente [12].
Esta aproximacién es de cardcter mucho mas general que
el enunciado, y puede ser utilizada en situaciones aun mas
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complejas, por ejemplo, ciertos parametros del sistema pue-
den depender de las coordenadas espaciales y ademas, se pue-
den tener varios forzamientos actuando simultaneamente y la
aproximacion sigue siendo valida. Este desarrollo es usual-
mente referido a Landau y Lifshitz [12], pero se sabe que un
analisis anterior y equivalente fue hecho por Kapitza [13] en
1951. La idea de la aproximacion es separar la dinamica na-
tural del sistema y la dinamica producida por el forzamiento,
de esta forma la amplitud total de movimiento se divide en
dos amplitudes, una de ellas que varia lentamente en el tiem-
po y es debida a la oscilacion natural del sistema y otra que
varia rapidamente causada por el forzamiento externo, y con
las aproximaciones mencionadas se generan ecuaciones de
movimiento para cada una de estas amplitudes. Lo interesan-
te en el caso del péndulo es que esta division del movimiento
en su componente rapida y lenta es ideal para darnos informa-
cion acerca de la region de estabilidad, ya que en dicha region
la componente rapida domina la componente lenta y es real-
mente la causante de la estabilidad(por ejemplo el péndulo
invertido sin forzamiento es altamente inestable, pero es es-
table al incluir el forzamiento). En la Sec. 3 evaluaremos la
validez de la aproximacion para el caso especific del péndu-
lo invertido con forzamiento sinusoidal.

Precisando la aproximacion al caso del péndulo, tenemos
que bajo la suposicion que la frecuencia w asociada al forza-
miento periddico A(t) es mucho mayor que la frecuencia na-
tural wy de oscilacion del péndulo en presencia solamente del
campo gravitacional, separamos el movimiento del péndulo
forzado en dos partes: una componente rapida y que supone-
mos de pequefia amplitud £(¢), y una componente lenta y de
alta amplitud ¢(t), de manera que

0(t) = ¢(t) +£(b). (7

Adicionalmente, es supuesto que el valor medio de la fun-
cion £(t) sobre un periodo T' = 27 /w es cero y que la funcion
¢(t) cambia muy ligeramente con el tiempo. Notemos que la
componente rapida y pequefia £(¢) viene como respuesta del
péndulo a las oscilaciones del forzamiento de frecuencia an-
gular w, sin embargo, esta consideracion no implica que la
magnitud de A(t) sea pequefia comparada con la fuerza de la
gravedad. La segunda componente ¢(t), que suponemos len-
ta y de gran magnitud, describe las oscilaciones del péndulo
debida a la accion de la gravedad.

En la Ec. (6) podemos reescribir los términos
g0)=g(+ &)y f(0,t) = f(§ + &,t), haciendo una ex-
pansion a primer orden alredededor de ¢, para pequefios
valores de £(t), obteniendo de esta forma

df

16,0+

. e d
I=E+d ~ glo)+e o ®)

0=¢, ¢
igualamos a cada lado de la Ec. (8) los términos de mayor
magnitud y que varian mas rapidamente,

LA(t)

Ex f(o,t) = m sin(¢ — 0a), )

e integrando dos veces, encontramos que

1 LA{#)
£(t) = im sin(¢ — 6a), (10)
donde suponemos que la componente lenta ¢ es aproximada-
mente constante en un intervalo de tiempo 27 /w. Promedian-
do la Ec. (8) sobre la componente rapida del movimiento en
la frecuencia angular, obtenemos la ecuaciéon de movimiento
para las oscilaciones lentas del péndulo:

Ldf|

+F@ D +eo

0=0

. - 7d
b+ Emalo) +E5, (an

0=0o,t

Por hipotesis, el promedio de los términos rapidamente
oscilantes &, &,y f(&,t) son cero, y por tanto tenemos

o~ g(e) +E— : (12)

d
do 0=t
donde
gL .
9(¢) = —— 5 sin ¢ (13)
2 (& +k2)
y
d d
ﬁd—‘g /5 fdt
0=t 4

T
1 2
TO/ L2 +k2 2COS(<Z> 04) sin(¢p — 64)

_L2AWmA®)
L2

4(4+k2)2 cos(¢p — 04)sin(¢ — 04), (14)

en la expresion anterior nuevamente se ha considerado soélo
los términos de frecuencia w para el promedio, debido a
su rapida variacion comparados con los demas. El término
A(t)A(t) es por definic 6n:

A()A(t) = A(t)A(t)dt. (15)

¥le
O\E‘:,

Entonces la ecuacién de movimiento lenta del sistema,
dada por (12) es

EEICETD
: LA@#)A®t)
X [g sin ¢ — m sin[2(¢ — Hd)]] . (16)

Aqui podemos ver la presencia del torque debido a la gra-
vedad en el primer término del lado derecho, y en esta aproxi-
macion, el torque de forzamiento depende ahora inicamente
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de un nimero, el promedio temporal del producto del forza-
miento con su segunda derivada.

Podemos ahora construir un torque efectivo como el pro-
ducto de la aceleracion ¢ respecto al extremo pivoteado de
la varilla, multiplicado por el momento de inercia respecto al
mismo punto:

2
o LADAD)
X [g sin ¢ — m sin[2(¢ — Qd)}] . (17)

este torque puede ser derivado de una energia potencial efec-
tiva, Ve r, con

dV,
Tepr () = —Wf", (18)

donde

Vagslo) = =205 (coso L eos2lo —a)]) . 19

aqui introducimos dos nuevos parametros, R y la frecuencia
angular critica w., dados por

LA(t)A(t) w?
=g = - (20)
29 (7 +k?)  we

Aqui R es el parametro critico del sistema, ya que, como
veremos mas adelante, el comportamiento cadtico se da cuan-
do R < 1, es decir, cuando la frecuencia de forzamiento w es
menor que la frecuencia critica w,, o de manera equivalente,
el comportamiento estable del sistema se obtendra cuando la
frecuencia de forzamiento sea mayor que la frecuencia critica
W > We.

El método de potencial efectivo consiste en construir una
funcion escalar que describe el movimiento lento del péndulo
promediado sobre las oscilaciones rapidas, y a partir de esta
funcion quedaran determinadas las condiciones de equilibrio
estable para el péndulo forzado. En el caso de que exista un
angulo de estabilidad para el péndulo debe aparecer un mini-
mo en el potencial efectivo, o equivalentemente, el torque de-
be ser nulo, 7.7 (¢) = 0, en dicho angulo. De este modo,

MgL

- sin¢+§sin[2(¢—9d)] =0. (1)

Por tanto, el equilibrio ocurre en ¢ bajo la condicion
. R .
sin ¢g + - sin [2(¢po — 04)] = 0. (22)

Ademas si queremos que el equilibrio sea estable, la segunda
derivada tiene que ser positiva:

% <sin¢ + gsin 2(¢p — od)])¢_¢0 >0, (23)

esta ultima condicidn se va a traducir en condiciones sobre
los parametros del sistema

cos ¢g + Rcos [2(pg — 04)] > 0. (24)

Una vez conocido el angulo de estabilidad ¢, se pue-
de hallar directamente la frecuencia de oscilacion para angu-
los pequefios, ya que al hacer una expansion de Taylor de la
ecuacion dindmica de ¢ alrededor de ¢ (ver 16), los dos pri-
meros términos representan el comportamiento arménico del
sistema. De la raiz cuadrada del segundo término se extrae
la frecuencia de oscilacion, como se hace usualmente en las
aproximaciones de potencial armoénico. De esta forma la fre-
cuencia angular para pequeias oscilaciones viene dada por

wp = wor/cos g + Reos [2(go — 0a)], (25

donde wy = 1/3g/2L.

Para hallar los angulos de equilibrio para un forzamiento
arbitrario alrededor de un angulo 6, dado, tenemos que re-
solver la ecuacion trascendente (22) y para saber si es estable
verifica que (23) se cumpla. Obteniendo soluciones numéri-
cas para hallar el angulo de equilibrio en funcién de 6,4, se
puede ver que para R > 2 existe un angulo estable ¢( para
todo 64, y para R < 1 sélo existen angulos de estabilidad
para 6, entre —90° y 90°, es decir, cuando el péndulo esta
orientado hacia abajo. Los valores intermedios de R presen-
tan discontinuidades en los angulos donde se puede hallar
equilibrio. En general la existencia de angulos de equilibrio y
su estabilidad van a depender de manera critica con R [11].

3. Resultados y aalisis

A continuacion examinaremos el caso particular del péndulo
invertido, para el cual 6, = 180°, para tres tipos de forza-
miento periddicos: sinusoidal, cuadrada y triangular. Para el
péndulo invertido se obtiene un solo dngulo de equilibrio es-
table de ¢y = 180° y la condicion de estabilidad es R > 1,
es decir, la frecuencia de forzamiento mayor que la frecuen-
cia de corte. Este resultado, como veremos, corresponde al
segundo orden de la solucion analitica [3]. El caso de forza-
miento sinusoidal nos dara el rango de validez de la aproxi-
macion, ya que para este caso se conoce la solucion analitica.
En lo subsiguiente consideramos un péndulo de longitud de
0.25 m como en el montaje experimental de [11].

3.1. Forzamiento sinusoidal
Primero consideraremos un forzamiento sinusoidal de la for-

ma Ag(t) = Agcoswt. Aplicando la relacion (15) obtene-
mos

Ag(t)Ag(t) = —w?A2cos? i, (26)
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donde cos? wt = 1/2, por tanto,

LA2 2
o= 27)

g (- ++?)

2 1 k2
=2 o2+ 2. 2
e = 4 g<4+ﬂ) 28)

El péndulo simple sinusoidal tiene solucion analitica [5],
en ésta, exigiendo que las soluciones sean periddicas y rea-
les, se determina la regioén de estabilidad en el espacio de
parametros Ay (amplitud) y w (frecuencia de forzamiento).
Para nuestro caso, L= 0.25m, la regiéon queda determinada
por las dos curvas continuas de la Fig. 2.

En esta misma grafic con una curva punteada, esta la
condicion R > 1 correspondiente a la hipérbola (28) repro-
ducida por nuestro modelo de movimientos rapidos y lentos
(original de Landau). Se puede ver que coincide muy bien
con la cota inferior de estabilidad; sin embargo, es claro que
por la naturaleza del método (oscilaciones rapidas y de baja
amplitud) solamente es capaz de reproducir la primera tran-
sicion del sistema.

Mas exactamente, la solucion analitica de Phelps [3] aco-
ta los parametros del sistema por dos series en w/wp y el
método aqui presentado corresponde al orden 2 de la serie
que acota inferiormente.

3.2. Forzamiento sé@al cuadrada

Ahora consideremos el caso de un forzamiento tipo onda cua-
drada cuya forma funcional viene dada por

J4, LT <t<o0
Ac(t) = {—Ao, 0iiet (29)
0.15
INESTABLE
‘5;0.10—
<
g i ESTABLE
%
< 0.05F
" INESTABLE
N B IR S B
0'000 20 40 60 80 100

Frecuencia ® (rad/s)

FIGURA 2. L= 0.25m. La region entre las lineas continuas son los
valores de Ao y w para los cuales la solucion analitica del péndulo
da funciones reales y periddicas(region de estabilidad).

con Ac(t + T) = Ac(t), siendo Ap la amplitud de forza-
miento y 7T el periodo, T = 27 /w, con w la frecuencia angu-
lar del forzamiento.

En la Ec. (6) aparece la segunda derivada de la funcion
de forzamiento, donde hemos supuesto que el término de for-
zamiento es dos veces diferenciables, lo que no sucede en la
forma funcional supuesta. Por lo tanto, consideramos enton-
ces la aproximacion de la funcion a los primeros términos de
las serie de Fourier.

s 1

A
co(®) T = 2n +

1 sin(2n + 1)wt, (30)

por tanto, reemplazando en la Ec. (15) se encuentra que

Ao Ac(t) = 25 Aju?. G1)

El parametro critico de la onda cuadrada en funcion del
de la onda sinusoidal es

B, (32)

R =
T2

y la correspondiente frecuencia de corte

7wc,s~ (33)

Observamos como la frecuencia de corte para el forzamiento
cuadrado es menor que en el caso sinusoidal, lo cual conlleva
a que la region de establilidad es alterada como se muestra en
la grafic de la amplitud en funcién de la frecuencia (Fig. 3).
Adicionalmente, vemos cémo la amplitud disminuye con la
frecuencia, determinando el limite inferior de la region de es-
tabilidad para el péndulo invertido. El forzar con una sefal
cuadrada hace mas estable al péndulo, en promedio, para una
misma amplitud de forzamiento el borde de estabilidad para
la cuadrada es 50 rad/seg menor que el sinusoidal.

3.3. Forzamiento s@al triangular

Finalmente consideremos un forzamiento tipo onda triangu-
lar cuya forma funcional es

A (1+F), —F<t<0,
Ap(t) = r 2 34
T() {AO( _%)7 O<t<€, ()

con Ap(t +T) = Ar(t), Ap la amplitud de forzamiento y
T el periodo, T = 27 /w, con w la frecuencia angular del
forzamiento. Por analogia al caso anterior, consideramos la
aproximacion de la funcion a los primeros términos de las
serie de Fourier:

8Ay 1
Ap(t) = 720 > TR cos(2n + Dwt,  (35)
n=0

y reemplazando en la Ec. (15) se encuentra que

8288 A2w*

Ar(t)Ar(t) = — 995 i (36)
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Asi, el parametro critico y la frecuencia critica vienen da-
dos por

16576

t = 225771_4 S (37)
1 2

%3 (38)

Wet = ———We.g-
T 41036

Vemos como la frecuencia de corte para el forzamiento trian-
gular es mayor que en el caso sinusoidal, lo cual conlleva
a que la region de establilidad sea alterada como se mues-
tra en la grafic de la amplitud en funcion de la frecuencia
(Fig. 3). En ésta observamos, como el tamafio de la region de

0.10 T
‘ — SINUSOIDAL
l — - TRIANGULAR
— L "‘ === CUADRADO
)
<
E 0.05F
=9
E
<
. 1 . 1 . 1 eyt
0'000 50 100 150 200

Frecuencia @ (rad/s)

FIGURA 3. Curvas de estabilidad en el plano Ag vs w para diferen-
tes tipos de forzamiento.

300
-
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e
e
& 200
3
a 150
k3
e
5
2 100
L
& .
50
0 I T TR TR T
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
Longitud x (m)

FIGURA 4. Curvas de estabilidad en el plano w vs L para diferentes
tipos de forzamiento.

estabilidad es reducida en comparacion con la sinusoidal.
También es posible ver que para frecuencias pequefias se pue-
den alcanzar amplitudes mayores que para el forzamiento ti-
po sinusoidal y cuadrado. Una grafic de frecuencia de forza-
miento vs. longitud del péndulo se muestra en la Fig. 4, donde
mostramos nuevamente la cercania entre las curvas sinusoi-
dal y triangular. En este caso, a medida que se aumenta la lon-
gitud del péndulo, la distancia entre las curvas se asentua, por
ejemplo para un valor de 40 cm de longitud la diferencia entre
la cuadrada y sinusoidal es alrededor de 120 rad/s, mientras
las curvas sinusoidal y triangular siguen juntas. Si regresa-
mos al origen de esta discrepancia, vemos que el parametro
critico de la sefial cuadrada R, es un orden mayor que el de
la sefial sinusoidal R (32), mientras R; ~ 0.8 R, (37) valo-
res provenientes de la correlacion de la sefial con su segunda
derivada (20).

Nosotros creemos que los resultados presentados en este
trabajo pueden ser verificado usando un vibrador mecanico
tipo PASCO, muy comun en laboratorios de mecanica new-
toniana. Este vibrador oscila siguiendo la salida de un ge-
nerador de onda, y se le puede adaptar una pequefia barra o
un tornillo. Inicialmente se puede considerar una frecuencia
grande del generador con la cual el péndulo se mantenga en
su posicion invertida (estable) y después se disminuye len-
tamente hasta obtener la frecuencia para la cual el péndulo
se cae (inestable). Al hacer esto para diferentes amplitudes
de forzamiento, se pueden obtener curvas experimentales que
corroboren los resultados aqui presentados en la Fig. 3 para
la regidn de estabilidad del péndulo invertido. Un generador
como el PASCO permite trabajar las tres formas de onda aqui
consideradas, con un montaje como este reproduciria la zona
de bajas frecuencias (entre 20-80 rad/s) y amplitudes medias
(2-7 mm) donde el modelo tedrico indica que se encontrarian
diferencias significat vas. El variar la longitud del péndulo
en el experimento, mostraria de una manera mas contundente
la marcada estabilidad de la sefial cuadrada como lo indica
la Fig. 4.

4. Conclusiones

Usando el formalismo lagrangiano nosotros obtuvimos la
ecuacion de movimiento para un péndulo forzado a angu-
los y forzamientos arbitrarios. Adicionalmente, utilizando la
aproximacion de potencial efectivo encontramos el limite in-
ferior de la region de estabilidad para un péndulo invertido
sometido a forzamientos tipo sinusoidal, cuadrado y trian-
gular. Encontramos que la condicion para que se obtengan
oscilaciones estables, para cualquier tipo de forzamiento, es
que la frecuencia de forzamiento sea mayor que la frecuencia
de corte, la cual depende tnicamente de la correlacion de la
funcion forzamiento con su segunda derivada. Esto hace que
una sefial cuadrada haga mucho mas estable el péndulo que
las sefales sinusoidales y triangulares. La frecuencia de cor-
te para la sefial cuadrada es menor que para una sinusoidal y
esta, a su vez, es menor que la frecuencia de corte de la sefial
triangular.
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Para el caso de la senal sinusoidal pudimos establecer el
valor de la aproximacion usada, en ese caso logramos repro-
ducir la solucion analitica reportada por Phelps [3] a segundo
orden.

Para los tipos de forzamientos considerados en este tra-
bajo, podemos concluir que la la region de estabilidad para
un péndulo invertido cambia significat vamente al variar la
sefial, siendo aiin mas sensible a cambios en la longitud del
pédulo. Estos resultados pueden ser observados en laborato-
rios de mecénica clasica, enriqueciendo asi la discusion sobre
oscilaciones en cursos de fisica basica.
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