
ENSEÑANZA REVISTA MEXICANA DE FÍSICA 55 (2) 176–190 DICIEMBRE 2009
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H. Moya-Cessa
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e-mail: hmmc@inaoep.mx

Recibido el 19 de marzo de 2009; aceptado el 4 de agosto de 2009

En la actualidad es posible atrapar iones individuales en trampas de Paul o de Penning, las partı́culas cargadas son confinadas en el espacio
mediante campos electromagnéticos. Un ion atrapado puede contener mucha energı́a vibracional, lo cual es indeseable en ciertas aplicaciones.
En este artı́culo, partiendo del hamiltoniano de un ion atrapado en un potencial armónico, se demuestra que es posible encontrar transiciones
tipo Jaynes-Cummings y anti-Jaynes-Cummings en el régimen de intensidad intermedia, es decir, ajustando la intensidad del láser que induce
el acoplamiento entre los estados internos y vibracionales del ion proporcionalmente a la frecuencia de vibración del ion; estas transiciones
son de utilidad porque hacen posible extraer dicha energı́a vibracional. En nuestro tratamiento consideramos que el ion y el láser est́an en
resonancia, lo que elimina la necesidad de usar láseres sintonizables. También analizamos el problema de un ion atrapado en una trampa
dependiente del tiempo interactuando con un haz láser. Mediante un conjunto de transformaciones unitarias con parámetros dependientes
del tiempo mostramos que este sistema es equivalente a la interacción entre un haz cuantizado y un sistema de dos niveles con parámetros
dependientes del tiempo. El hamiltoniano es linealizado de tal forma que puede ser resuelto mediante métodos que se encuentran en la
literatura y que involucran parámetros dependientes del tiempo. La linealización est́a libre de aproximaciones y de consideraciones sobre los
paŕametros del sistema, como son, por ejemplo, el parámetro de Lamb- Dicke, la dependencia temporal de la frecuencia de la trampa y la
desintońıa, con lo que se logra obtener la mejor solución para este tipo de sistemas. También mostramos un caso particular de dependencia
temporal de la trampa.

Descriptores:Transformaciones unitarias dependientes del tiempo; trampas de iones; enfriamiento láser; estados comprimidos.

Nowadays it is possible to trap single ions in Paul or Penning traps, charged particles are confined in space via electromagnetic fields. A
trapped ion can have a lot vibrational energy which is undesirable in some applications. In this paper, starting from the Hamiltonian of a
trapped ion in a harmonic potential, we show that it is possible to get Jaynes-Cummings and anti- Jaynes- Cummings- like transitions in the
intermediate intensity regime, that is, adjusting the intensity of the laser that induce the coupling between the internal and vibrational states
of the ion proportionally to the vibrational frequency of the ion; these transitions are useful because make it possible to extract the vibrational
energy. In our treatment we consider that the ion and the laser are in resonance what eliminate the need of using tuned lasers. Also, the
problem of a trapped ion in a trap with time-dependent parameters interacting with a laser field is analyzed. By using a set of time-dependent
unitary transformations is shown that this system is equivalent to the interaction between a quantized field and a two level system with time
dependent parameters. The Hamiltonian is linearized in such a way that can be solved with methods that are found in some papers and that
involve time-dependent parameters. The linearization is free of approximations and assumptions on the parameters of the system as are, for
instance, the Lamb-Dicke parameter, the time-dependency of the frequency trap and the detuning, with what we can obtain the best solution
for this kind of system. Also, we show a particular case of time-dependency of the trap.

Keywords:Time-dependent unitary transformations; ion traps; laser cooling; squeezed states.
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1. Introducción

Uno de los aspectos que es de interés en la f́ısica es el estu-
dio de la estructura de la materia y de los procesos dinámicos
que se llevan a acabo en ella. Pero para entender el compor-
tamiento de los procesos naturales, como el juego de algu-
nos constituyentes gobernados por unas pocas leyes y fuer-
zas fundamentales, uno tiene que medir las propiedades de
los constituyentes ḿas relevantes y su interacción tan preciso
como sea posible. Como muchos procesos están interconec-
tados, lo ideal es separarlos y estudiarlos individualmente.
La posibilidad de observar partı́culas individuales atrapadas
abrió una nueva dimensión en mediciones atómicas. Hasta

hace unos ãnos todas las mediciones fueron llevadas a ca-
bo sobre un ensamble de partı́culas, por lo que la magnitud
medida era un valor promediado sobre muchas de ellas. Asu-
mimos que todos lośatomos tienen exactamente el mismo
comportamiento estadı́stico cuando atribuimos el resultado a
unátomo individual. En uńatomo atrapado, sin embargo, uno
puede observar su interacción con un campo de radiación y
su propio comportamiento estadı́sticoúnicamente.

La posibilidad de llevar a cabo atrapamiento de nubes de
part́ıculas o inclusóatomos o iones individuales en pequeñas
regiones del espacio fue abierta con la invención de trampas
electromagńeticas. Tales trampas permiten la observación de
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part́ıculas aisladas, por largos periodos de tiempo. La trampa
de Kingdon se considera el primer tipo de trampa de iones
en ser desarrollada (1923) [1]; esta consiste de un filamen-
to rodeado de un cilindro, ambos metálicos, y un voltaje CD
aplicado entre el filamento y el cilindro; los iones son atraı́dos
hacia el alambre pero su momento angular hace que giren en
órbitas circulares alrededor del alambre en trayectorias que
tienen baja probabilidad de chocar contra el mismo. Una ver-
sión dińamica de la misma se obtiene si, además del voltaje
CD, se aplica voltaje CA entre los polos. Sin embargo, este
tipo de trampa no fue tan ampliamente usada en esaépoca
porque teńıa cortos tiempos de almacenamiento y porque su
potencial no es arḿonico.

Desarrollos ḿas recientes han sido la construcción de
otros tipos de trampas como la de Penning [2] y la de Paul [3].
En la trampa de Penning la aplicación de campos eléctricos,
junto con un campo magnético, hace posible el atrapamiento
de iones. Los principios de la trampa de Penning fueron des-
critos en 1936, pero su completo desarrollo fue hasta después
de que la trampa de Paul fue introducida en 1959.

La trampa electrodińamica fue inventada por Wolfgang
Paul (quien recibío el Premio Nobel por su trabajo). La idea
es que una partı́cula cargada no puede ser confinada en el
espacio usando campos eléctricos constantes, por lo que un
campo eĺectrico oscilando a radiofrecuencias es aplicado en
su lugar, formando el potencial apropiado para realizar el
atrapamiento. Esta trampa emplea no sólo las fuerzas de en-
focamiento o desenfocamiento de campos eléctricos cuadru-
polares actuando sobre iones sino que también explota las
propiedades de estabilidad de sus ecuaciones de movimiento.

Un ion atrapado individualmente es de interés porque ello
provee un sistema simple para ser estudiado. En primer lugar,
la forma del movimiento de un ion en una trampa de Paul
puede ser modelada como armónica. Adeḿas, la simplicidad
de unúnico ion atrapado permite una comparación más direc-
ta con la teoŕıa. Iones individuales de Ca+, Be+, Ba+y Mg+,
por ejemplo, pueden ser almacenados incluso durante dı́as.

Los iones atrapados pueden ser utilizados para implemen-
tar una compuerta cuántica y muchos iones atrapados arregla-
dos en cadena parece ser una herramienta prometedora para
realizar una computadora cuántica [4]. Cada ion en la cadena
representa una unidad fundamental de información o q-bit. El
atrapamiento de iones individuales también ofrece numero-
sas posibilidades en espectroscopı́a [5], en la investigación de
est́andares de frecuencias [6,7], en el estudio de saltos cuánti-
cos [8] y en la generación de estados no clásicos del estado
vibracional del ion [9]. En algunas aplicaciones es un requeri-
miento que el ion se encuentre en su estado base vibracional.
Esto sirve para dos propósitos principales: hacer que los iones
sean ḿas estables en la trampa, aumentando su duración de
confinamiento y eliminar movimientos aleatorios indeseados.
Mediante el uso apropiado de láseres la energı́a puede ser re-
movida hasta llevarlos al estado base de vibración. Con la
ayuda de estos láseres, los niveles internos del ion atrapado
pueden ser acoplados a sus estados cuánticos vibracionales,
de tal modo que, para una cierta desintonı́a, el acoplamiento

es equivalente al hamiltoniano Jaynes-Cummings [10]. Por
otro lado, el campo de luz que induce el acoplamiento puede
ahora ser sintonizado de tal modo que permita interacciones
en las cuales el estado interno y vibracional del ion sufren
simult́aneamente una transición, ya sea a un nivel de energı́a
superior o inferior. Este tipo de acoplamiento es denomina-
do anti-Jaynes-Cummings. Alternando sucesivamente estos
dos tipos de interacciones puede lograrse que un ion atrapado
pierda enerǵıa hasta ser llevado a su estado base vibracional.

Este art́ıculo est́a dedicado a la presentación de algunos
trabajos téoricos en el campo de la fı́sica de iones atrapados.
Nuestro enfoque está dirigido al ańalisis del Hamiltoniano de
interaccíon entre un ion y un haz láser, dependiente e inde-
pendiente del tiempo. Para esto, en la Sec. 2 se revisan los
mecanismos b́asicos de la trampa de Paul, ya que estaremos
suponiendo a un ion confinado en este tipo de trampa. En la
Sec. 3 se expone la teorı́a, como antecedente, sobre el enfria-
miento ĺaser del movimiento vibratorio de un ion, conside-
rando la interacción deéste con un ĺaser sintonizable fuera
de resonancia. Junto con esto se muestra una nueva propues-
ta considerando interacción resonante entre el ion y un láser.
En la Sec. 4 analizamos el caso de un ion con una frecuen-
cia dependiente del tiempo interaccionando con un haz láser.
Mediante una serie de transformaciones unitarias se linealiza
el hamiltoniano de este sistema llevándolo a una forma solu-
ble sin necesidad de ningún tipo de aproximaciones; la linea-
lización tambíen es v́alida para cualquier tipo de desintonı́a y
para cualquier dependencia temporal de la trampa. Además,
presentamos un caso especı́fico de dependencia temporal de
los paŕametros de la trampa. La Sec. 5 es dedicada a las con-
clusiones.

2. Trampa de Paul

En esta sección se revisan algunos conceptos básicos sobre la
trampa de Paul. Se expone que el potencial de la trampa es
cuadrupolar y que es necesario tener campos oscilantes para
poder llevar a cabo el confinamiento de iones. Se muestra que
la ecuacíon que gobierna el movimiento del ion es la ecua-
ción de Mathieu. Se concluye con una solución aproximada
de dicha ecuación.

2.1. El potencial cuadrupolar de la trampa de iones

Las trampas de Paul, las cuales utilizan potenciales eléctri-
cos est́aticos y oscilantes, se han empleado exitosamente para
confinar part́ıculas cargadas. Las partı́culas estaŕan ligadas a
un eje o coordenada en el espacio si una fuerza restauradora
lineal act́ua sobre ellas:

→
F = −c

→
r , (1)

donde
→
r es la posicíon de la part́ıcula y c es una constante.

En otras palabras, si la partı́cula se mueve en un potencial
parab́olico est́atico el cual se puede escribir en forma general
como
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Φ(x, y, z) = A(αx2 + βy2 + γz2). (2)

Las herramientas apropiadas para generar tales campos
de fuerza para atrapar partı́culas cargadas o neutras son cam-
pos eĺectricos y magńeticos. Por otro lado,Φ debe de cumplir
la ecuacíon de Laplace [11]

∇2Φ = 0, (3)

donde∇2 es el operador laplaciano.
Dicha ecuacíon impone la condición

α + β + γ = 0. (4)

Existen varias posibilidades de satisfacer está condicíon.

a) Una de ellas es considerar el caso especı́fico α=1= - γ,
β=0, lo cual resulta en un campo bidimensional

Φ =
Φ0

2r2
0

(x2 − z2). (5)

b) α = β = 1, γ = −2, genera la configuración en tres
dimensiones, en coordenadas cilı́ndricas:

Φ =
Φ0

r2
0 + 2z2

0

(r2 − 2z2), con r2
0 = 2z2

0 . (6)

La configuracíon (5) es generada por cuatro electrodos en
forma hiperb́olica linealmente extendidos en la dirección z
como es mostrada en la Fig. 1.

La configuracíon (6) se genera por electrodos con forma
de hiperboloides de revolución alrededor del ejez, Fig. 2. El
potencial en los electrodos es±Φ0/2 si uno aplica el volta-
je Φ0 entre el par de electrodos opuestos. La constante A se
puede obtener en cada caso considerando lo anterior como
condicíon de frontera.

FIGURA 1. Estructura de los electrodos para la configuración bidi-
mensional expresada por la Ec. (5).

FIGURA 2. Diagrama mostrando los electrodos de la trampa de
iones para una configuración en tres dimensiones expresada por la
Ec. (6). Tomada de la Ref. 17.

La trampa ḿas coḿunmente usada es la trampa lineal, co-
mo la de la Fig. 1, pero con polos con una sección transversal
circular en lugar de hiperbólica, ya que una de las ventajas es
que estos son ḿas f́aciles de fabricar. La forma cilı́ndrica de
los polos no corresponde a algún conjunto de valores en (4),
pero mediante ćalculos nuḿericos se ha demostrado que el
potencial producido poŕestos cerca del eje de la trampa es
muy similar al producido por los de forma hiperbólica [12].

Para el caso tridimensional la magnitud del campo
est́a dada por

Ex = −Φ0

r2
0

x, Ey = −Φ0

r2
0

y, Ez = 2
Φ0

r2
0

z. (7)

La inspeccíon de las expresiones para el potencial y el
campo eĺectrico revelan que las componentesr y z del cam-
po eĺectrico son independientes una de otra y son funciones
lineales der y z,respectivamente. También revelan que el po-
tencial es el de un oscilador armónico (paŕabolico-atractivo)
en la direccíon radial y un potencial parabólico-repulsivo en
la direccíonz. Si uno inyecta un ion es obvio que para un vol-
taje constanteΦ0 los iones se mantendrán oscilando arḿoni-
camente en el planox − y; pero debido al signo opuesto en
el campoEz, su amplitud en la dirección z aumentaŕa expo-
nencialmente. Las partı́culas se desenfocarán y se perderán
al chocar contra los electrodos. Ası́, el potencial cuadrupo-
lar est́atico por śı mismo no es capaz de confinar partı́culas
en tres dimensiones, ya que la forma del potencial produce
a lo más equilibrio inestable. En la siguiente subsección se
veŕa ćomo se salva este problema.

2.2. Potencial oscilante de la trampa de Paul

El comportamiento inestable de las partı́culas bajo un poten-
cial est́atico puede ser evitado si se modifica la trampa. Apli-
cando un campo eléctrico oscilatorio se produce una situa-
ción en la cual las partı́culas pueden ser confinadas. Debido
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al cambio períodico del signo de la fuerza eléctrica, uno ob-
tiene enfocamiento y desenfocamiento en ambas direcciones
der y z alternadamente en el tiempo.

Si el voltaje aplicado es dado por un voltaje continuo más
un voltajeV con una frecuenciaΩ,

Φ0 = U0 + V0 cosΩt, (8)

el potencial resultante en el eje de la trampa tiene la forma

Φ =
U0 + V0 cos(Ωt)

r2
0 + 2z2

0

(r2 − 2z2), (9)

donder0 es la distancia desde el centro de la trampa hasta
la superficie del electrodo. En la Fig. 3 se muestra un dibujo
de una sección transversal de una trampa de Paul usando un
campo eĺectrico oscilante.

En la seccíon siguiente se estudiarán algunos detalles so-
bre el movimiento del ion en la trampa.

2.3. Movimiento en la trampa de Paul

Consideremos el caso particular del atrapamiento de unúni-
co ion. Para ganar un poco de generalidad tomaremos el caso
tridimensional. En un campo de este tipo, las ecuaciones de
movimiento de un ion de masam y cargae son

m
..→
r = q

→
E = −q∇Φ, r = (x, y, z), (10)

con el objeto de analizar las condiciones de atrapamiento, re-
escribamos (10) en sus componentes:

..
x = − 2e

mR2
[U0 + V0 cos(Ωt)] x, (11)

..
y = − 2e

mR2
[U0 + V0 cos(Ωt)] y, (12)

..
z =

2e

mR2
[2(U0 + V0 cos(Ωt))] z, (13)

dondeR2 =
(
r2
0 + 2z2

0

)
. Despúes de la sustitución

ar =
8eU0

mR2Ω2
= −az

2
,

qr = − 4eV0

mR2Ω2
= −qz

2
y τ =

Ωt

2
, (14)

FIGURA 3. Esquema de una trampa de Paul para el almacenamien-
to de part́ıculas cargadas usando campos eléctricos oscilantes ge-
nerados por un cuadrupolo. La figura muestra dos estados durante
un ciclo AC.

las Ec. (11), (12) y (13) toman la forma de la ecuación de
Mathieu:

d2x

dτ2
+ (ar − 2qr cos 2τ)x = 0, (15)

d2y

dτ2
+ (ar − 2qr cos 2τ)y = 0, (16)

d2z

dτ2
+ (az − 2qz cos 2τ)z = 0, (17)

respectivamente. Estas ecuaciones las podemos reescribir en
una sola:

d2ui

dτ2
+ (ai − 2qi cos 2τ)ui = 0. (18)

El sub́ındicei = r, z corresponde a cantidades asociadas
con los movimientos axial y radial del ion, respectivamente.
ui representa el desplazamiento en las direccionesr y z.

A continuacíon procedemos a analizar las condiciones
bajo las cuales es posible obtener una solución aproximada
de la ecuacíon (18).

2.4. Solucíon aproximada de la ecuacíon de Mathieu

La ecuacíon de Mathieu es una ecuación diferencial lineal
con coeficientes periódicos. Esta ecuación puede ser resuelta
por el teorema de Floquet [13] el cual conduce a la solución
general de (18):

ui(τ) = Aie
iβiτφ(τ) + Bie

−iβiτφ(−τ), (19)

Ai y Bi son constantes determinadas por la posición y velo-
cidad iniciales del ion y

φ(τ) = φ(τ + π) =
+∞∑

n=−∞
Cne2inτ (20)

es una funcíon períodica.
Las ecuaciones de Mathieu tienen dos tipos de solucio-

nes [14]:

1) Movimiento estable: Cuando el exponente caracterı́sti-
co β es puramente real, la variableu(τ) es acotada y
consecuentemente el movimiento es estable. Esto sig-
nifica que las partı́culas oscilan con amplitudes limita-
das y sin golpear los electrodos.

2) Movimiento inestable: Cuandoβ tiene una parte ima-
ginaria, la funcíon u(τ) contiene una contribución ex-
ponencialmente creciente. Las amplitudes crecen ex-
ponencialmente y las partı́culas se pierden al chocar
contra los electrodos. Es decir, existen condiciones que
posibilitan que el ion quede atrapado en el campo cua-
drupolar; es decir, su movimiento axial y radial puede
ser estable con amplitudes limitadas.
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FIGURA 4. Regíon de estabilidad de la trampa de Paul (Tomada de
Ref. 15).

FIGURA 5. Micromovimiento y movimiento secular de un ion atra-
pado con paŕametrosq = 0.2,β = 0.02. Las oscilaciones a mayor
frecuencia son el micromovimiento y las de menor frecuencia el
movimiento secular.

Las fronteras de las regiones de estabilidad corresponden
a valores enteros o cero deβi y la primera regíon de estabi-
lidad est́a rodeada por cuatro lı́neas conβr = 0 y 1 yβz = 0
y 1 [15], como se muestra en la Fig. 4.

Ya queβi est́a determinada pora y q, la ecuacíon de Mat-
hieu tiene soluciones estables como una función dea y q. Re-
giones de estabilidad para las soluciones de la Ec. (18) corres-
ponden a regiones en el espacio de los parámetrosa − q en
donde se traslapan las regiones de estabilidad en la dirección
axial y radial.

En la literatura no es posible encontrar soluciones analı́ti-
cas para la Ec. (18), pero para la mayorı́a de las aplicaciones
una especificación de la carta de estabilidad de sus soluciones
es suficiente y no es necesaria una dependencia funcional de-
tallada. Sin embargo, se puede dar una solución aproximada
en la regíon de estabilidad que es de interés.

Con este fin podemos reescribir la Ec. (19) como

ui(τ) = Ai

+∞∑
n=−∞

Ci
2n cos(2n + βi)τ

+ Bi

+∞∑
n=−∞

Ci
2n sin(2n + βi)τ , (21)

dondeAi y Bi est́an determinadas por la posición y velocidad
iniciales del ion,ui(0) y

•
u
i
(0), respectivamente. El subı́ndi-

ce i = r, z corresponde a las cantidades asociadas con el
movimiento axial y radial del ion, respectivamente.

Los coeficientesCi
2n est́an dados por una relación de re-

currencia

Ci
2n+2 −Di

2nCi
2n + Ci

2n−2 = 0, (22)

con

Di
2n = [ai − (2n + βi)2]/qi. (23)

Dadosai y qi, Ci
2n y βi pueden ser calculados. Si defini-

mos

Gi
2n =

Ci
2n

Ci
0

, A′i = AiC
i
0 y B′

i = BiC
i
0, (24)

y haciendo

ui(t) = us
i
(t) + um

i
(t), (25)

se obtiene de la Ec. (21)

us
i (τ) = A′i cos ωit + B′

i sen ωit, (26)

ui
m(τ)=

∞∑
n=1

[
(Ai

′
cos ωit + B

′
i
sen ωit)(Gi

2n + Gi
−2n)

× cosnΩt
]
+ (Bi

′
cos ωit−Ai

′
sen ωit)

× (Gi
2n −Gi

−2n) sen nΩt, (27)

conωi = βiΩ/2. Puede verse de las Ecs. (26) y (27) que el
movimiento del ion consiste de dos componentes: el movi-
mientous

i
(t) en la forma de una oscilación arḿonica con una

frecuenciaωi y el movimientoum
i

(t) compuesto de la super-
posicíon de varios arḿonicos con frecuencia fundamentalΩ
y cuyas amplitudes están moduladas con la frecuenciaωi. Sin
embargo, la proporción de las dos componentes, los valores
deωi, el número de subcomponentes que contribuyen apre-
ciablemente y sus pesos dependen fuertemente de los valores
ai y qi, de tal forma que estos variarán con la regíon. Todo
esto se determina cuando los valores deβi y Gi

2n est́an da-
dos. Varios valores deβi y Gi

2n correspondientes a algunos
valores t́ıpicos deaiy qi aparecen listados en la Ref. [16]. En
esta tabla puede apreciarse que paraa ¿ q ¿ 1 en la pri-
mera regíon uno puede asumir queGi

2
∼= Gi

−2 y se pueden
ignorar el resto de los coeficientesGi

±2n (n >1); entonces
las Ecs. (26) y (27) pueden ser reescritas como

us
i
(τ) = ui0 cos(ωit + δi), (28)

um
i

(τ) = Cui0 cosΩt cos(ωit + δi), (29)
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es decir,

ui(t) = ui0 cos(ωit + δi) (1 + C cosΩt) (30)

ui0
2 = A

′2
i + B

′2
i ,

δ = cos−1
(
Ai

′
/
√

Ai
′2 + Bi

′2
)

y C = 2Gi
2.

En la Fig. (5) se muestra una gráfica de la Ec. (30). El mo-
vimiento del ion est́a compuesto por dos tipos de oscilacio-
nes: la oscilacíon arḿonica correspondiente a la frecuencia
ωi, llamado movimiento secular, y las pequeñas contribucio-
nes oscilando a la frecuenciaΩ, llamado micromovimiento.
Generalmente se desprecia el micromovimiento, aunque es
posible su reducción mediante el uso de electrodos adiciona-
les [17]. De esta forma, el movimiento del ion está gobernado
por la Ec. (28) y se comporta como si estuviera confinado en
un pseudopotencial arḿonico, que para la parte radial, tiene
la forma

qψ2D =
m

2
(
ω2

xx2 + ω2
yy2

)
. (31)

Tı́picamente,U0 = 0 V y de aqúı a=0 (adeḿas de que se
est́a trabajando en la región para la quea ∼ 0); aśı que las
frecuenciasωx y ωy son degeneradas. La Ec. (31) se reduce
a

qψ2D =
mω2

r

2
(
x2 + y2

)
. (32)

Para obtener una expresión para la frecuenciaωr pode-
mos usar la aproximación [18]

βr =

√
ar +

1
2
q2
r , (33)

junto con la definicíonωr = βrΩ/2, para obtener

ωr =
Ωqr

23/2
=

eV0

mr2
0Ω21/2

. (34)

Experimentalmente, los rangos tı́picos de operación son
V0 =300-800 Volts,Ω/2π = 16 − 18 MHz y r0 = 1.2mm;
lo que da una frecuencia radial deωr =1.4-2 MHz para iones
de calcio (40Ca +). Los iones son creados en la región de
atrapamiento; primero se produce un haz deátomos neutros
con un horno, se inyectan en la trampa y entonces se ionizan
con un haz de electrones [19].

Hasta aqúı hemos contemplado algunos conceptos sobre
la trampa de Paul, hemos visto que, bajo ciertas condiciones,
es v́alido modelar el movimiento de un ion atrapado en una
trampa de Paul como el de un oscilador armónico. Las sec-
ciones siguientes están dedicadas al estudio de la interacción
entre un ion atrapado y un haz láser bajo distintas condiciones
de interaccíon.

3. Interacción ion-láser en una trampa con
frecuencia independiente del tiempo

En esta sección se estudia la interacción de un ĺaser con
un ion atrapado en un potencial armónico con una frecuen-
cia constante a partir del hamiltoniano de este sistema; se

muestra que es posible encontrar transiciones tipo Jaynes-
Cummings y anti-Jaynes-Cummings para distintos casos de
resonancia y para diferentes intensidades del láser que indu-
ce el acoplamiento entre los estados internos y vibracionales
del ion.

3.1. Hamiltoniano del sistema

En la seccíon anterior se mostró que el movimiento de un ion
confinado en una trampa de Paul puede ser considerado co-
mo un movimiento arḿonico. Ahora procedemos a estudiar
la interaccíon de un ĺaser con un ion atrapado en una trampa
con una frecuencia independiente del tiempo. Para esto consi-
deramos el hamiltoniano, esto es, la energı́a total del sistema,
para uńunico ion atrapado en un campo cuadrupolar eléctrico
vibrando arḿonicamente en la direcciónx. Este movimiento
vibracional se acopla a la dinámica interna del ion, lo cual
se logra v́ıa la interaccíon con el ĺaser. El modelo contempla
usualmente tres términos: la enerǵıa vibracional del centro de
masas del ion, la energı́a interna del mismo y la energı́a de in-
teraccíon entre el ĺaser y el ion. Esto lo podemos escribir en
la forma

H = Hvib + Hat + Hint, (35)

dondeHvib es la enerǵıa vibracional del centro de masa del
ion, Hat es la enerǵıa interna del ion yHint es la enerǵıa de
interaccíon entre el ion y el ĺaser.

Los movimientos vibracionales se modelan como los de
un oscilador arḿonico cúantico. Para describir la energı́a in-
terna del ion se considera la energı́a de transicíon entre dos
niveles de todo su espectro. La energı́a de interaccíon entre
el ion y el ĺaser se representa mediante la interacción dipolar
eléctrica−e

→
r ·→E, dondee

→
r es el momento dipolar del ion

y
→
E es el campo eléctrico del ĺaser, cuya parte negativa se

escribe como

→(−)

E (
∧
x, t) =

→
E 0e

−i(k
∧
x−ωt),

es decir, se considera una onda plana. El hamiltoniano total
es simple pero no idealizado. En una trampa de Paul la prin-
cipal limitante para el tiempo de vida de un ion atrapado son
las colisiones con moléculas oátomos del medio ambiente.
Estas colisiones pueden provocar que el ion pierda su estado
vibracional y/o interno o que sea proyectado hacia alguno de
los polos. En la pŕactica es un requisito indispensable encap-
sular la trampa al alto vacı́o para evitar esto y es el motivo
por el que no se tomen en cuenta términos de relajamiento
en el hamiltoniano. Una revisión sobre este tema se puede
encontrar en [20,21]. Explı́citamente (35) se escribe

H = ~ν ∧n +
~ω21

2
σz

+ λE0(ei(kx−ωt)σ+ + e−i(kx−ωt)σ−). (36)
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El primer t́ermino en el hamiltoniano es la energı́a de vi-
bracíon del ion donde

∧
n = a+a es el operador de número

y

a =
√

ν

2~
x + i

p√
2~ν

, a+ =
√

ν

2~
x− i

p√
2~ν

, (37)

son los operadores de aniquilación y creacíon respectivamen-
te, con la masa del ion,m, igual a 1. Por comodidad se ha des-
plazado el hamiltoniano vibracional en una cantidad~ν/2, el
cual es un t́ermino constante y con esto no se pierde informa-
ción del sistema. El segundo término corresponde a la energı́a
interna del ion dondeσz, σ+, σ− son las matrices de Pauli

σz =
(

1 0
0 −1

)
σ+ =

(
0 1
0 0

)
σ− =

(
0 0
1 0

)
,

y ω21es la frecuencia de transición entre el estado base y ex-
citado; el tercero es la energı́a de interaccíon entre el ion y la
onda plana. En el tercer término se ha aplicado una aproxi-
macíon de onda rotante [27].

3.2. Interacción fuera de resonancia e intensidad baja

Esta seccíon est́a dedicada al estudio de la interacción fuera
de resonancia entre un láser y una transición electŕonica de
un ion atrapado en un campo. Cabe aclarar que este método
que se mostrará es usado coḿunmente por los grupos de in-
vestigacíon que se dedican al estudio de la dinámica de un
ion atrapado inducida por láser [22-24]. La motivación para
mostrarlo aqúı es para contrastarlo con otro método novedoso
que se mostrará más tarde.

Consideramos primero la transformación a un marco ro-
tante de frecuenciaω por medio de la transformación unitaria

T (t) = ei ω
2 σzt (38)

Si consideramos que el hamiltoniano (39) corresponde a
la función de onda|ξ(t)〉, la ecuacíon de Schr̈odinger puede
escribirse como

i~
∂

∂t
|ξ〉 = H |ξ〉 . (39)

Aplicando la transformaciónT

T (t) |ξ(t)〉 = |φ(t)〉 , (40)

la expresíon

HT =
(

i~
∂T (t)

∂t
T+(t) + T (t)HT+(t)

)
, (41)

corresponde al hamiltoniano transformado. Siempre que lle-
vemos a cabo una transformación en el sentido de (40) debe-
mos calcular la expresión (41) para obtener el nuevo hamil-
toniano. En este caso el hamiltoniano transformado es

HT = ~ν ∧n+~
k

2
νσz + λE0(eiη(a++a)σ+ + H.c.), (42)

en donde

η = K

√
~

2mν
, (43)

es llamado paŕametro de Lamb-Dicke, el cual es una medida
de la amplitud de las oscilaciones del ion respecto de la lon-
gitud de onda del láser que lo ilumina.K es el vector de onda
del láser y

kν = ω21 − ω (44)

es la desintońıa entre la frecuencia de la onda plana y la fre-
cuencia de transición del ion; es decir, estamos considerando
que la desintońıa es un ḿultiplo entero de la frecuencia vi-
bracional del ion. El operador de posiciónx se ha expresado,
de acuerdo a la Ec. (37), en términos de los operadores de
aniquilacíon.

En la transformación del hamiltoniano se ha usado el le-
ma de Baker-Hausdorff [25]:

ecABe−cA = B + c [A, B] +
c2

2!
[A, [A,B]]

+
c3

3!
[A, [A, [A, B]]] + ..., (45)

donde A, B son operadores que no conmutan y c un paráme-
tro constante. También se utiliźo la relacíon de conmutación
entre las matrices de Pauli

[σ±, σz] = ∓2σ± (46)

Lo siguiente es factorizar la exponencial en (42). Como es
una exponencial de operadores se utiliza el teorema de Baker-
Hausdorff-Campbell [26]:

eA+B = eBeAe1/2[A,B] = eAeBe−1/2[A,B], (47)

siendo A yB operadores que no conmutan,[A,B] 6= 0, pero
que cumplen la relación

[A, [A, B]] = [B, [A,B]] = 0,

por lo cual podemos escribir

e−iη(a+a+) = e−η2/2e−iηa+
e−iηa. (48)

Desarrollando en serie de Taylor las exponenciales que
contienen operadores en la ecuación anterior y sustituyendo
en (42)

H = ~ν ∧n +
~kν

2
σz + λE0e

−η2/2

×
(

σ−
∞∑

n,m=0

(−iη)n+m

n!m!
a+nam + c.c.

)
. (49)

Al desarrollar en serie de Taylor podemos darnos cuen-
ta del alto orden de derivadas presentes en el hamiltoniano
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(debido a queak → ∂k/∂xk). Ahora pasamos al cuadro de
interaccíon mediante la transformación

Tint = ei(ν
∧
n + kν

2 σz)t. (50)

Con esto b́asicamente eliminamos los dos primeros térmi-
nos en (49) y mantenemos el tercero que es el de interacción.
Al aplicarTint se usan

[
a, f(a, a+)

]
=

∂f

∂a+
, (51)

y

[
a+, f(a, a+)

]
= −∂f

∂a
. (52)

El hamiltoniano transformado está dado por

Hint = Ωe−η2/2

(
σ−

∞∑
n,m=0

(−iη)n+m

n!m!

× a+name
i
~ (n−m−k)νt + c.c.

)
, (53)

con

Ω = λE0, (54)

llamada frecuencia de Rabi. Esta es la frecuencia a la cual
intercambian energı́a los estados internos y vibracionales del
ion. El hamiltoniano de interacción (53) consiste de una va-
riedad de contribuciones las cuales oscilan a frecuencias que
son ḿultiplos deν.

Ahora aplicamos la aproximación de onda rotante [27],
lo cual consiste en lo siguiente: debido a que la ecuación de
Schr̈odinger es una ecuación diferencial de primer orden en
el tiempo tenemos que integrar en el tiempo. Esta integra-
ción trae la suma y diferencia de frecuencia al denominador.
De esto la contribución dominante debe venir de los términos
variando lentamente por lo que se desechan los términos que
rotan ḿas ŕapidamente, por considerar que su contribución al
hamiltoniano es despreciable, conservándose los ḿas lentos.
En este caso los términos que no rotan rápidamente son aque-
llos cuyo exponente cumple la relaciónn−m = k y son los
que podemos conservar, ya que al hacer esta consideración
estos t́erminos no rotan. La aproximación es v́alida para

Ω ¿ ν. (55)

ComoΩ es proporcional a la amplitud del campo eléctri-
co del ĺaser, Ec. (54), decimos que esta aproximación es v́ali-
da para una intensidad baja.

Tenemos entonces que

Hint = Ωe−η2/2

×
(

σ−
∞∑

m=0

(−iη)2m+k

(m + k)!m!
a+ka+mam + c.c.

)
. (56)

Se puede reescribir lo anterior si utilizamos la relación de
completez de los estados de número

I =
∞∑

n=0

|n〉 〈n|, (57)

Ies el operador identidad, para escribir

a+mam
∑

|j〉 〈j| =
∧
n!

(
∧
n−m)!

∑
|j〉 〈j|, (58)

Sustituyendo (58) en (56) se puede obtener

Hint = Ωe−η2/2

× {a+kσ−(−iη)k n!
(n + k)!

L
(k)
∧
n

(η2) + c.c.}, (59)

donde L
(k)
∧
n

(η2) son los polinomios asociados de La-
guerre 41[28].

Considerando el casok=1 y el ŕegimen de Lamb-Dicke,
es decir,η ¿ 1, lo que significa que la amplitud de oscila-
ción del ion es mucho menor que la frecuencia del láser, el
hamiltoniano toma la forma

Hjc = −iηΩ0(a+σ− − aσ+), (60)

k=1 significa que el movimiento vibracional del ion y los es-
tados internos del mismo intercambian un fotón. El hamil-
toniano (60) describe la emisión y absorcíon de un cuanto
vibracional cuando eĺatomo sufre transiciones electrónicas.
El primer t́ermino implica el ascenso en un cuanto del mo-
vimiento vibracional del ion y la transición, al mismo tiem-
po, de un estado interno excitado al estado base. El segundo
término corresponde a la situación contraria, a la creación de
un estado interno excitado del ion y al decaimiento, al mis-
mo tiempo, del movimiento vibracional en un cuanto. Esto
puede verse si aplicamos el operador (60) al estado|n〉 |e〉,
|n〉 representan cuantos vibracionales y|e〉 al ion en estado
excitado, lo que da

Hjc |n〉 |e〉 ∝ |n + 1〉 |g〉 , (61)

y

Hjc |n + 1〉 |g〉 ∝ |n〉 |e〉 . (62)

Se puede generalizar este clase de hamiltonianos para va-
rios iones [29].

Partiendo de nuevo del hamiltoniano (42) podrı́amos re-
petir todo el procedimiento utilizado para el caso en que la
frecuencia del ĺaser es menor que la de la transición, pero
ahora para el caso en que la frecuencia de láser es mayor que
la de la transicíon

kν = ω − ω21, (63)

para obtener el siguiente hamiltoniano:

Hajc = −iηΩ0(aσ− − a+σ+). (64)
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En el primer t́ermino se tiene la aniquilación de un cuanto
en el movimiento vibracional y la transición del estado exci-
tado al estado base en los niveles internos del ion. El segundo
término nos dice que el ion puede sufrir la creación de un
cuanto en su estado vibracional y el ascenso del estado base
al excitado en sus niveles internos.Éste es un hamiltoniano
tipo anti-Jaynes-Cummings. Fig. 6a.

Lo anterior puede verse si aplicamos el hamiltoniano (64)
al estado|n〉 |e〉

Hajc |n〉 |e〉 = |n− 1〉 |g〉 , (65)

y

Hajc |n− 1〉 |g〉 = |n〉 |e〉 . (66)

El poder realizar estos dos tipos de hamiltonianos, (60)
y (64), significa que podemos llevar un ion atrapado a su nivel
más bajo de energı́a vibracional alternando sucesivamente, y
cuantas veces sea necesario, la desintonı́a entre la frecuen-
cia de la onda plana y la frecuencia de transición interna del
ion. Esto implica la utilizacíon de un ĺaser sintonizable. Es-
to puede ilustrarse si consideramos a un ion inicialmente en
estado base interno y en estadon vibracional, al aplicarle el
hamiltoniano (60)

Hjc |n〉 |g〉 = |n− 1〉 |e〉 . (67)

Si ahora le aplicamos (64) al nuevo estado

Hajc |n− 1〉 |e〉 = |n− 2〉 |g〉 . (68)

Lo que significa que el ion ha perdido dos cuantos de
enerǵıa vibracional.

3.3. Interacción resonante a intensidad intermedia

En esta sección se introduce una nueva forma de lograr las
interacciones Jaynes-Cummings y anti Jaynes-Cummings.

FIGURA 6. Un hamiltoniano Jaynes-Cummings implica el ascenso
en un cuanto del movimiento vibracional del ion (del estadon=3
al n=2), representado por los escalones, y la transición, al mismo
tiempo, de un estado interno excitado al estado base o viceversa.
b) El hamiltoniano anti Jaynes-Cummings tiene el efecto de ani-
quilar un cuanto en el movimiento vibracional y la transición del
estado excitado al estado base en los niveles internos del ion o vi-
ceversa.

En esta propuesta se demuestra que partiendo del hamilto-
niano (42) se pueden alcanzar el mismo tipo de transiciones
dadas por los Hamiltonianos (60) y (64) utilizando un láser a
una sola frecuencia resonante y a una intensidad intermedia,
y de esta forma ḿas ŕapido que para el caso de intensidad
baja debido a que la frecuencia de Rabi es mayor.

La condicíon de resonancia entre el láser y el ion es

ω21 = ω. (69)

Si introducimos esta condición en el hamiltoniano (42)
resulta

H = ~ν ∧n +Ω(σ−e−iη(a+a+) + H.c.). (70)

Considerando el régimen de Lamb-Dicke,η ¿ 1, y de-
sarrollando la exponencial en serie de Taylor a primer orden
se obtiene

H = ~ν ∧n +Ω(σ−{1− iη(a + a+)}
+ σ+{1 + iη(a + a+)}), (71)

reagrupando términos se tiene que

H = ~ν ∧n +Ωiη(a + a+)(σ+ − σ−) + Ω(σ+ + σ−). (72)

Podemos transformar este hamiltoniano mediante una ro-
tación del tipo [30]

R = e
1
2 iθσy = cos

θ

2
+ iσy sin

θ

2
. (73)

Con esto, el hamiltoniano rotado es

Hθ = ~ν ∧n +Ωiη(a + a+)(σ+ − σ−)

+ Ω[(σ+ + σ−) cos θ + σz sin θ]; (74)

haciendoθ = ±π/2 encontramos

H±π/2 = ~ν ∧n±Ωσz + Ωiη(a + a+)(σ+ − σ−). (75)

Mediante la transformación

T
′
= exp

(
i(ν

∧
n±Ωσz)t,

)
(76)

pasamos al cuadro de interacción, obteníendose

H
′
±π/2 = Ωiη

(
aσ+e−i(ν∓2Ω)t − aσ−e−i(ν±2Ω)t

+a+σ+ei(ν±2Ω)t − a+σ−ei(ν∓2Ω)t
)

. (77)

En los Hamiltonianos transformados (77) se puede apre-
ciar que se tienen términos que oscilan a las frecuencias
ν +2Ω y ν− 2Ω. Por la aproximacíon de onda rotante se tie-
ne que la contribución dominante viene de los términos que
oscilan ḿas lentamente, es decir, de aquellos que cumplen

Ω ≈ ν

2
. (78)
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Con esto los hamiltonianos de interacción con aproxima-
ción de onda rotante están dados por

H
′
+π/2 = Ωiη(aσ+ − a+σ−), (79)

H
′
−π/2 = Ωiη(a+σ+ − aσ−). (80)

La Ec. (79) corresponde a un hamiltoniano tipo Jaynes-
Cummings y (80) a un hamiltoniano tipo anti-Jaynes-
Cummings. Estos hamiltonianos se han obtenido mediante
la condicíon (69), y debido a queΩ est́a relacionada con la
intensidad de la onda plana comoΩ = λE0 a trav́es de (54),
esto significa que podemos obtener las transiciones Jaynes-
Cummings y anti Jaynes-Cummings ajustando la intensidad
de la onda plana según (78), es decir a una intensidad in-
termedia, y a una sola frecuencia resonante, condición (69),
eliminando la necesidad de utilizar un láser sintonizable co-
mo en el caso del ḿetodo mostrado como antecedente. La
rotacíon (73) est́a relacionada con la interacción resonante
semicĺasica del ion con un láser adicional, dondeθ espećıfi-
camente es

Ωsct = θ, (81)

siendoΩsc la frecuencia de Rabi yt el tiempo de interacción.
Podemos decir que

i) Un pulso +π/2 produce interacciones Jaynes-
Cummings. Es decir,

|n〉 |e〉+π/2↔ |n + 1〉 |g〉 . (82)

ii) Un pulso −π/2 produce interacciones anti-Jaynes-
Cummings. Es decir,

|n + 1〉 |e〉−π/2↔ |n〉 |g〉 . (83)

4. Interacción ion-láser en una trampa con
frecuencia dependiente del tiempo

Es esta sección se estudia el problema de un ion atrapado
en una trampa con frecuencia dependiente del tiempo inter-
actuando con un haz láser. Mediante un conjunto de transfor-
maciones unitarias se muestra que este sistema es equivalente
a la interaccíon entre un campo cuantizado y un sistema de
dos niveles con parámetros dependientes del tiempo. Usando
transformaciones unitarias dependientes del tiempo se linea-
liza el problema. Se presenta el caso particular de una trampa
con una frecuencia en forma de un tren de escalones.

4.1. Oscilador armónico dependiente del tiempo

En la seccíon anterior se estudió la interaccíon entre un ion
confinado en una trampa con una frecuencia independiente
del tiempo y un haz láser. Pero en una trampa de Paul la fre-
cuencia de la trampa podrı́a ser manipulada de tal forma que
no sea constante sino que varı́e en el tiempo. En esta sección
se estudiaŕa el caso de un ion con un confinamiento oscilato-
rio en una trampa con una frecuencia dependiente del tiempo.

4.1.1. Invariante de Lewis

En 1967 Lewis [31] consideró sistemas fı́sicos que poseen un
hamiltoniano de la forma

H = (1/2ε)
(
p2 + ω2(t)x2

)
, (84)

dondex es una coordenada canónica,p es su momento conju-
gado yω(t) es una funcíon continua det arbitraria. La moti-
vación original para considerar tales sistemas fue el deseo de
investigar la naturaleza de las series del momento magnéti-
co para un partı́cula cargada moviéndose en un campo elec-
tromagńetico relativamente simple para el cual el potencial
escalar es cero y donde el vector potencial es

→
A =

1
2
h(t)

→
B(t)×→

r . (85)

La ecuacíon de movimiento para tal sistema corresponde
al hamiltoniano (84), en cuyo casoω(t) es1/2B(t), y ε es
la raźon carga-masa. Lewis aplicó la teoŕıa de Kruskal [32]
a este sistema y como una consecuencia derivó un invariante
exacto. Dicho invariante resulta ser

I =
1
2

[(
x

ρ

)2

+
(
ρp− •

ρ x
)2

]
. (86)

Conρ una funcíon det satisfaciendo la llamada ecuación
de Ermakov

••
ρ +ω(t)ρ =

1
ρ3

, (87)

puede verse ḿas sobre la obtención de este invariante en
la Ref. 33.

Este invariante es una constante de movimiento del siste-
ma descrito por el hamiltoniano (84) en el sentido de que

dI

dt
= 0. (88)

Si se considera a un sistema cuántico cuyo hamiltoniano

est́e dado por la Ec. (84) donde
∧
x y

∧
p son ahora operadores

que satisfacen la relación de conmutación

[
∧
x,
∧
p

]
= i~. (89)

Usando esta relación de conmutación y la ecuacíon paraρ
se puede demostrar que la cantidadI, el cual es un invarian-
te del sistema clásico, es también un invariante del sistema
cuántico. Esto es, satisface,

dI

dt
=

∂I

∂t
+

1
i~

[I,H] = 0. (90)

En lo siguientex y p son operadores y se omitirá el signo de
operador∧.

Rev. Mex. F́ıs. 55 (2) (2009) 176–190



186 J.M. VARGAS-MART́INEZ, E.A. MARTÍ-PANAMEÑO, AND H. MOYA-CESSA

4.1.2. Transformaciones unitarias

Recientemente Moya-Cessa y Fernandez Guasti [34] pre-
sentaron una forma de resolver la ecuación de Schr̈odinger
mediante el uso del invariante. Utilizando transformaciones
unitarias que involucran la función auxiliar de este sistema
cuántico logran resolver la ecuación de Schr̈odinger para un
oscilador arḿonico con paŕametros dependientes del tiempo,
cuya ecuacíon es de la forma

H = (1/2)
(
p2 + ω2(t)x2

)
. (91)

Dichas transformaciones unitarias son

D = exp

(
−i

•
ρ(t)x2

2~ρ(t)

)
, (92)

S = exp
(

i
ln ρ

2~
(xp + px)

)
. (93)

Estas transformaciones pueden ser obtenidas a partir del
invariante de Lewis considerando a los términosx/ρ y ρp en
el invariante como una compresión en las variablesx y p, y

al término− •
ρ x como un desplazamiento en la variablep.

Una transformación unitaria de la formaexp (ixα) des-
plaza al operador de momentop en una cantidad−α [35]:

eixαpe−ixα = p− α. (94)

Puede verse esto usando el lema (45) y la relación de con-
mutacíon entrex y p (89). En general se tiene

eixnα/npe−ixnα/n = p− αxn−1. (95)

Usando esta expresión para el caso del invariante de Le-
wis puede escribirse el desplazamiento en el operador mo-
mento como en la Ec. (95) el cual actúa sobrep como

exp

(
−i

•
ρ(t)x2

2ρ(t)

)
p exp

(
i
•
ρ(t)x2

2ρ(t)

)
= p +

•
ρ(t)x
ρ(t)

. (96)

Aplicado al invariante resulta

DID+ =
1
2

(
ρ2p2 +

1
ρ2

x2

)
. (97)

Por otro lado, la transformación unitaria realizada por el
operador de compresión [36]

exp
(

i
g(t)
2

(xp + px)
)

, (98)

genera una compresión y una dilatacíon en las variables po-
sición y momento. Parap se tiene

SpS+ = peg(t), (99)

y parax

SxS+ = xe−g(t). (100)

La compresíon y la dilatacíon dependen del signo deg(t).
Haciendog(t) = ln ρ, para el caso del invariante de Lewis se
obtiene la transformación (93) la cual genera

SpS+ = ρp, (101)

y

SxS+ =
x

ρ
. (102)

Si aplicamosS a (97) se obtiene

SDID+S+ =
1
2

(
p2 + x2

)
(103)

Es decir, el invariante de Lewis es transformado en un
operador que no depende explı́citamente del tiempo. Ense-
guida mostraremos como esta transformación permite una so-
lución simple de la ecuación de Schr̈odinger.

Las transformacionesS y D se pueden agrupar en una
sola transformaciónTSD:

TSD= exp
(

i ln ρ(xp+px)
2~

)
exp

(
−i

•
ρ(t)x2)
2ρ(t)

)
. (104)

Esta transformaciónTSD tiene la propiedad de que al ser apli-
cada al hamiltoniano del oscilador armónico dependiente del
tiempo, Ec. (91), factoriza la dependencia temporal del ha-
miltoniano, es decir, si|ψ〉 corresponde a la función de onda
del oscilador dependiente del tiempo,TSD la transforma en

|ϕ〉 = TSD |ψ〉 . (105)

La ecuacíon de Schr̈odinger para|ϕ〉 es

i~
∂

∂t
|ϕ〉 = H

0
|ϕ〉 , (106)

donde

H0 =
1

2ρ2(t)
(
p2 + x2

)
. (107)

Es decir, la transformación factoriza la dependencia tem-
poral del hamiltoniano, permitiendo una solución muy sim-
ple.

Este hecho se utiliza en la siguiente sección para el ańali-
sis del problema de un ion con frecuencia dependiente del
tiempo interactuando con un láser lo que permite encontrar
una forma de su hamiltoniano que sea soluble.
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4.2. Análisis del hamiltoniano de interaccíon entre un
láser y un ion atrapado con frecuencia dependiente
del tiempo

El hamiltoniano del sistema ion atrapado con frecuencia de-
pendiente del tiempo en interacción con un ĺaser es

H =
1
2

(
p + ν2(t)x2

)

+
~
2
ω21σz + ~λ(t)

[
E(−)(x, t)σ− + H.c.

]
. (108)

El hamiltoniano se construye igual que en el caso inde-
pendiente del tiempo pero ahora la frecuencia de la trampa
no es constante sino que se considera una función del tiempo.
La ecuacíon de Schr̈odinger para este hamiltoniano la escri-
bimos

i~
∂

∂t
|ξ(t)〉 = H |ξ(t)〉 . (109)

En el ańalisis del problema primero hacemos la transfor-
macíon

|φ(t)〉 = TSD(t) |ξ(t)〉 , (110)

con

TSD(t) = exp
(

i ln{ρ(t)
√

ν0}(xp + px)
2~

)

× exp

(
−i

•
ρ(t)x2)

2~ρ(t)

)
, (111)

y la ecuacíon de Ermakov (87) como auxiliar.
Esta transformación convierte la funcíon de onda corres-

pondiente al hamiltoniano (108) en la función |φ(t)〉. Al igual
que en las transformaciones que hemos utilizado anterior-
mente debemos calcular la expresión

HSD =
(

i~
∂TSD(t)

∂t

+

TSD(t)+TSD(t)H
+

TSD(t)
)

(112)

para encontrar el hamiltoniano transformado, el cual resulta
ser

HSD =
1

2ρ2(t)ν0

(
p2 + ν2

0x2
)

+
~
2
ω21σz

+ ~Ω(t)
[
e−i(kρ(t)

√
ν0x−ωt)σ− + h.c.

]
, (113)

siendo

Ω(t) = λE0 (114)

la frecuencia de Rabi.
Como podemos ver en el hamiltoniano (113), hemos po-

dido factorizar la dependencia temporal de la trampa, esta
dependencia está impĺıcita enρ(t). Esto representa una ven-
taja cuando se requiere resolver la ecuación de Schr̈odinger
para este sistema.

Ahora transformamos a un marco rotante de frecuenciaω
usando la transformación

Tω(t) = e
i
2 ωtσz . (115)

Para obtener

Hω =
~

2ν0ρ2(t)
(
p2 + ν2

0x2
)

+
~
2
(ω21 − ω)σz

+ ~Ω(t)
[
e−i(a+a+)η(t)σ− + h.c.

]
. (116)

Lo que podemos reescribir como

Hω = ~ ∼ω(t)
(∧
n +1/2

)
+ ~

δ

2
σz

+ ~Ω(t)
[
e−i(a+a+)η(t)σ− + h.c.

]
, (117)

dondeδ = (ω21 − ω) es la desintońıa entre el ĺaser y el ion.

∼
ω(t) =

1
ρ2(t)

(118)

es llamada la frecuencia caracterı́stica del oscilador arḿonico
dependiente del tiempo. El parámetro de Lamb-Dicke depen-
diente del tiempo es escrito como

η(t) = η0ρ(t)
√

ν0, (119)

con

η0 = k

√
~

2ν0
, (120)

siendok la magnitud del vector de onda del láser que ilumi-
na al ion. Tambíen se ha escrito el operador de posiciónx en
función de los operadores de aniquilación y creacíon.

Por comparación con (42), el hamiltoniano (117) es equi-
valente al de la interacción entre un ion atrapado y un haz
láser con parámetros dependientes del tiempo.

4.3. Linealizacíon del sistema

En esta sección llamamos linealizar el sistema a reducir el ex-
ponente de los operadoresa y a+ a la primera potencia (ver
hamiltoniano (49), el cual contiene todas las potencias) sin
uso de aproximaciones.

Para este fin hacemos la transformación

|φR〉 = R(t) |φω〉 , (121)

conR(t) dada por

R(t) = exp
[
−π

4
(σ+ − σ−)

]

× exp
[
−i

η(t)
2

(a + a+)σz

]
. (122)
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FIGURA 7. Frecuencia del oscilador armónico en forma de tren de
escalones. El ancho de los escalones es de 10 unidades y el periodo
de 20.

FIGURA 8. Solucíon nuḿerica de la ecuación de Ermakov corres-
pondiente a una frecuencia como en la Fig. 7.

Con esto se obtiene

HR = ~
(
ν0

∧
n +Ω(A22 −A11)

+
{δ

2
+ i[aβ(t)− a+β∗(t)]

}
(A12 + A21)

)
(123)

con

β(t) =
η(t)

∼
ω

2
− i

•
η(t)
2

.

No hemos considerado el término
∼
ω(t)/2 porque solo repre-

senta una fase, la cual al promediar observables no influye en
el resultado (si|ψ1〉 = e−iφ |ψ2〉 entonces

〈∧O〉 = 〈ψ1|
∧
O |ψ1〉

= 〈ψ2| e+iφ
∧
O e−iφ |ψ2〉 = 〈ψ2|

∧
O |ψ2〉).

Con la transformación (122) se logra linealizar el hamil-
toniano sin necesidad de ningún tipo de aproximaciones, la
aproximacíon de onda rotante no es usada por ejemplo y que-
da abierta la posibilidad para considerar distintos regı́menes

de intensidad; tampoco se ha hecho ninguna suposición so-
breη(t), el paŕametro de Lamb-Dicke. También es v́alido pa-
ra cualquier tipo de desintonı́a, y para cualquier dependen-
cia temporal de la frecuencia de la trampa. La forma obteni-
da para el hamiltoniano es soluble. Un método para resolver
interacciones tipo Jaynes-Cummings con parámetros depen-
dientes del tiempo, como el del hamiltoniano (123), se ha
publicado en Ref. 37.

Cabe subrayar que no se ha impuesto ninguna condición
sobre la forma de la frecuencia de la trampaν(t), en principio
esta frecuencia podrı́a asumir cualquier forma temporal. Para
una trampa de Paul, la forma más general es la expresión

ν2(t) = (a− 2q cos 2t), (124)

de la Ec. (18), con lo que (123) es el hamiltoniano (trans-
formado unitariamente) de interacción haz-ĺaser con micro-
movimiento incluido. Aśı mismo, este hamiltoniano nos da
libertad para elegir frecuencias dependientes del tiempo arbi-
trarias, como la que se muestra en la siguiente sección.

4.4. Frecuencia en forma de un tren de escalones

En la Ref. 34 ha sido demostrado que la Ec. de Schrödinger
dependiente del tiempo para el hamiltoniano armónico con
paŕametros dependientes del tiempo tiene una solución de la
forma

|ψ(t)〉 = e
−i

t∫
0

∼
ω(t)dt

T+T (0) |ψ(0)〉 , (125)

donde
∼
ω(t) = 1/ρ2.

Por otro lado, en la Ref. 38 se ha estudiado la evolución
en el tiempo para un oscilador armónico con una forma par-
ticular de dependencia temporal de la frecuencia de oscila-
ción y en ausencia de interacción con un ĺaser. El oscilador
se somete a un cambio repentino de frecuencia lo cual se mo-
dela como una función escaĺon. Este estudio está basado en
una solucíon anaĺıtica aproximada de la ecuación de Erma-
kov dependiente del tiempo, [Ec. (87)], para dicha forma de
frecuencia. Se muestra en dicho artı́culo que la funcíon de
onda evolucionada de este sistema, para un estado inicial co-
herente

|α〉 = e−
|α|2

2

∞∑
n=0

αn

n!
|n〉, (126)

es

|ψ(t)〉 = e
−i

t∫
0

∼
ω(t)dt

T+ |α〉 . (127)

Este resultado es aplicado en el presente artı́culo a la si-
tuacíon en la cual la frecuencia del oscilador es un tren de
escalones y en donde también estaremos considerando un
estado inicial coherente para el oscilador. En este caso la
Ec. (125) tambíen es solucíon de este sistema. Nosotros ha-
cemos la frecuencia inicial del osciladorΩ1 = 1 y la final
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Ω2 = 2, el ancho de los escalones es de 10 unidades y el
periodo de 20, (Fig. 7). El análisis se basa en una solución
numérica de la Ec. de Ermakov, que se muestra en la Fig. 8,
correspondiente a dicha forma temporal de la frecuencia.

Para el primer grupo de oscilaciones se tiene que en los

máximos
•
ρ = 0 y ln ρ = 0, puesto queρ = 1, por lo que

T+(tmáx) = 1 y

|ψ(tmáx)〉 =

∣∣∣∣∣∣
α exp(−i

tmáx∫

0

∼
ω(t)dt)

〉
, (128)

es decir, se recupera el estado coherente. Para los mı́nimos

se tiene que
•
ρ(tmı́n) = 0 y ln ρ(tmı́n) 6= 0, entonces, re-

escribiendo en función de los operadores de aniquilación y
creacíon, se tiene

|ψ(tmı́n)〉 = e
i ln ρ(tmı́n)

2 (a2−a+2)

×
∣∣∣∣∣∣
α exp(−i

tmı́n∫

0

∼
ω(t)dt)

〉
, (129)

lo que corresponde a un estado comprimido. La Ec. (129) se
puede escribir como

|ψ(tmı́n)〉 =

∣∣∣∣∣∣
α exp(−i

tmı́n∫

0

∼
ω(t)dt); ln ρ(tmı́n)

〉
. (130)

Los estados comprimidos son estados de mı́nima incerti-
dumbre. En este caso las relaciones de incertidumbre para

∧
x

y
∧
p son

∆
∧
x =

1√
2ρ(tmı́n)

, (131)

∆
∧
p =

ρ(tmı́n)√
2

. (132)

Para los siguientes grupos de oscilaciones el análisis es
similar. En las regiones en que los máximos son mayores a 1
y los ḿınimos menores a 1 se tiene compresión en una direc-
ción en el ḿaximo, en la direccíon x, por ejemplo, y dilata-
ción en la direccíon p; en los ḿınimos se tiene la situación
contraria, dilatacíon enx y compresíon enp. En las regiones
en donde el ḿaximo y el ḿınimo son ambos menores a 1 se
tiene compresión en la misma dirección, cuando nos fijamos
en una de las variables, lo que cambia es el grado de compre-
sión.

Para tiempos intermedios la solución no es un estado co-
herente ni un estado comprimido sino la función de onda

|ψ(t)〉 = exp

(
−i

•
ρ(t)
2ρ(t)

x2

)

×
∣∣∣∣∣∣
α exp(−i

t∫

0

∼
ω(t)dt); ln ρ(t)

〉
. (133)

FIGURA 9. Solucíon nuḿerica de la Ec. de Ermakok correspon-
diente a una frecuencia como en la Fig. 7, conω1 = 1 durante un
tiempo de 20 unidades yω2 = 2 durante 10 unidades.

En la Fig. 9 se muestra la solución de la ecuación de Er-
makov para el mismo tipo de frecuencia, solo que en este caso
Ω1 = 1 durante un tiempo de 20 unidades yΩ2 = 2 durante
10 unidades. Comparandoésta con la Fig. 8 podemos ver que
la cantidad de ḿaximos y ḿınimos en cambios de frecuencia
correspondientes es función del ancho de los escalones. La
direccíon de la compresión en dos escalones correspondien-
tes tambíen est́a influida por dichos parámetros como ocurre
en el quinto grupo de oscilaciones.

5. Conclusiones

En este artı́culo se han revisado algunos conceptos básicos
sobre atrapamiento de iones en donde nos hemos enfoca-
do particularmente en la trampa de Paul. Hemos estudiado
la interaccíon de un ĺaser con un ion atrapado en un poten-
cial ármonico independiente del tiempo y hemos encontrado
hamiltonianos de acoplamiento entre los niveles internos del
ion y sus estados vibracionales que nos dan transiciones ti-
po Jaynes-Cummings y anti-Jaynes-Cummings para distintos
reǵımenes de interacción. En nuestro tratamiento hemos con-
siderado la condición de resonancia entre el láser y los niveles
internos del ion y mediante la aproximación de onda rotante
se impone una condición sobre la intensidad del láser (inten-
sidad intermedia), encontrándose que debe ser proporcional
a la frecuencia de vibración del ion. Se han utilizado rotacio-
nes del hamiltoniano que corresponden a interacciones del
ion con un ĺaser a una frecuencia fija y en resonancia con
el ion. Este ḿetodo es ḿas f́acil de implementar porque no
es necesaria la utilización de ĺaseres sintonizables. Median-
te una serie de transformaciones unitarias se ve que es posi-
ble linealizar el hamiltoniano del sistema formado por un ion
atrapado sujeto a una frecuencia dependiente del tiempo inte-
ractuando con un láser encontŕandose una forma soluble sin
necesidad de aproximación de onda rotante, tampoco se ha
hecho ninguna suposición sobreη(t), el paŕametro de Lamb-
Dicke. Tambíen es v́alido el tratamiento para cualquier tipo
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de desintońıa. Ha quedado sin condición el ŕegimen de inten-
sidad utilizada y la dependencia temporal de la frecuencia de
la trampa por lo que se puede considerar el micromovimien-
to. Por lo mencionado anteriormente la solución presentada
es la mejor para este tipo de sistema. Se ha presentado un caso
particular de dependencia temporal de la trampa, especı́fica-
mente, en forma de un tren de escalones. Se ha mostrado que
la solucíon de este sistema para un estado inicial coherente
puede recuperar su estado coherente para ciertos tiempos o

producir estados comprimidos. Puede cambiarse la cantidad
de estados comprimidos y la dirección de la compresión al
cambiar el ancho de los escalones y su periodo.
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