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El fenbmeno de la difugin es un tema poco revisado durante la vida estudiantil de casi cualgiger flel mismo modo que se tocan poco
las ecuaciones diferenciales parciales. Todo esto a pesar de que la grafardaylas ecuaciones de laita pertenecen a este conjunto.
Parte del objetivo del presente trabajo es la mottva@l tema mostrando, por un lado, ideas centrales y conceptos relacionados con e
fenbmeno de la difusin. El otro aspecto consiste en la constranale unexperimento nurico muy simple que permite ver la limitam

de la ecuadn de difusbn de Einstein. El aspectacandbmalos- de la difusbn aparece en sistemas que no son cerrados en general, por
ejemplo, los animales en la actividad de forrajeo o la difugle paiculas en medios porosos. El experimento Btiob propuesto muestra

los aspectosigper y subdifusivos que se observan en estos y muchos otros sistemas.

DescriptoresDifusion; difusibn arbmala; fsica computacional; python; movimiento Browniano.

The diffusion phenomena and the Partial Differential Equations are topics barely reviewed in the undergraduate level of Physics. The r
goal of the present work is, precisely, motivate students to study the ubiquitous diffusion phenomena showing the Einstein’s model. In
other hand, we propose a very simple numerical experiment that enables us to see the original diffusion equation limitations. The char:
of the anomalous diffusion showed in the examples appears, in general, in open systems such as foraging walks in animals or inanin
particles moving in a porous media. The proposed numerical experiment shows the superdiffusive and subdiffusive phenomena.

Keywords:Anomalous diffusion; computational physics; python; Brownian motion.

PACS: 05.40.Fb, 05.40.-a, 01.50.H-, 01.50.ht

1. Introduccion En este caso se trata de unir estos aspectos mediante |z
construcadn de unexperimento nuérico que, aunado a un
lenguaje sencillo de programaai estiloscript, python [1],

Suele Iocgrfnr ’que e? la ItlcenuatLtJra ensl(tg, bplcosdtales y mbdulos nunéricos [2] y géficos propios del lenguaje [3],
como fa dituson, entre o r95, S€ tocan, st acaso, de manef)ermiten hacer un programa que modele ladiica del mo-
ra tangencial y, por esta raz, nos queremos referir a dos

DU vimiento browniano en tres dimensiones [4]. A partir de este
aspectos fundamentalmente en esta disougl primero es

2 posibilidad de abrir el tema v. conceptualmente. a oc'armOdelo se hacen modificaciones o agregados que permiten
POSIDI . ! Y ptuaim » AS0CIAG5 alizar los otros aspectos de la difusi en esto consiste
lo con otros febmenos y nuevadreas de estudio en las que

. . - ; nuestro experimento nuarico.
un fisico podra participar. Muchos ejemplos pueden ser con-

siderados dado el hecho de que, finalmente, se trata de una Tanto en el mundo natural como en el de la cienciay en la
ecuacbn diferencial parcial que es caso particular de muchatcnica el febmeno de la difugin esh presente en una gran
otras. De hecho aduliscutiremos algunos aspectos del te-cantidad de eventos. Las fotocopiadoras e impresasss |

ma que lo llevan ras alk: a otrasareas del conocimiento y, presentan transporte de electroneshuecos>* en mate-

por lo mismo, a otro tipo de aplicaciones. El otro aspecto queiales semiconductores amorfos impulsados por un campo
nos interesa discutir agtiene que ver con la aplicam de  eléctrico. En 1975 se demo&tgue los electrones que se des-
software libre y la posibilidad de implementar, con algorit- plazan en medios porosos tienden a ser atrapados por las im-
mos simples, programas que permitan al estudiante el acceperfecciones locales y luego liberados por las fluctuaciones
visual y nungrico a conceptos y fémenos que, adeis de  térmica$’. De hecho presentaban una distrilfucasingtri-

ser de actualidad, son tlifles de explicar en una clase de pi- ca que no coincide con lagpicas gaussianas. Un mecanis-
zaribn. De manera particular nos interesan los lenguajes estino similar provoca que los contaminantes viajen muchs m

lo script, que son mucho menos restrictivos y elaborados parkentamente que lo predicho por la difasiclasica en flujos

el programador, adess de ser mucho as simples en su es- de agua subteinea debido a las imperfecciones de las pare-
tructura y con mayores posibilidadeEsta idea se encuentra des. Una modificadh a la ecuadin de difusbn podia per-
aunada a la posibilidad del uso y reuso de software que hayaitir la determinadn del tiempo que los contaminantes en
sido iniciado por otras personas y que, de manera libre, citos fios tardan en llegar a los lagos o mares, o el tiempo que
cule entre usuarios que finalmente lo van enriqueciendo cadarda una epidemia en expandirse a partir de un foco de in-
dia sin mas inteés que el de aportar su tiempo y sus conoci-feccion’”. Otro mecanismo es el que ocurre cuando las pro-
mientos en una construcei colectivailtil y flexible. teinas se difunden por las membranas celulares. Este meca-



42 J.F. ROJAS Y M.A. MORALES

nismo permite la transmisn de informadn hacia dentro de
las @lulas y, como se ha demostrado experimentalmente, la
proténas pasan mucho tiempo atrapadas en el citoesqueletc
Esto<retrasg> en la diramica de la difugin producen un
fenbmeno de difugin <lentas-, o subdifuson [5].

Un caso opuesto puede ser el vuelo del albatros sobre e
mar, que se caracteriza por vuelos & recta, largos, in-
terrumpidos por movimientos aparentemente aleatorios loca-
lizados [6]. Esta diamica provoca difusin mas <rapidas
que la predicha ésicamente y se le llansuperdifusdn [5].

A diferencia de lo que ocuriim en una diamica de difufin ~ FIGURA 1. Caminata Browniana (izquierda) y trayectorigsidas
<simples, estas trayectorias pueden pensarse como estrée los albatros y de los monos &ga(derecha, llamadasielos de
tegiasoptimas de bsqueda que llevan a las aves a nuevasd-€vy):

areas, en lugar de permanecer cercanas a un mismo sitio. Las . . . L,
trayectorias de los monos @mde la selva de Yucat, en el La parte de Ias,o_lerl\(adas parciales tiene un significaio f
proceso de forrajeo, son del mismo tipo que las del albatro$£C d€ conservadh: si pensamos que = u(r. ) es la con-
pasos muy largos seguidos de muchos pegsiaesplaza- cgnt.raopn local dexalgos-", esta ecuaon nos dice que
mientos, de nuevo un paso largo, etc. [7,8]. si dlsml?uye (0 aumenta) esa concenftaciuy cerca dp

En otros casos &s complejos (donde hagrminos rela- la p,05|con r, esto se debe a qu_? hay un éﬁenenp de di-
cionados con read@n y/o fuentes o sumideros de sustancia)fUSIOn gue corresponde a la varianilocal (espacial) de la

este érmino difusivo da origen a patrones como las manchagoncentra@n hacia<iuera>> del sitio observado. Hay que

1 2
de la piel de los animales [9] o las formadas por la vegetaci recordaf que elimbolo del operado.r de Laplac‘é es I(_a
en diferentes zonas [10]. <abreviaturag> deV - V, que es la divergencia del gradien-

te, es decirV?u = (V- V)u nos dice canto divergé’ el
campo vectoridf’ que representa los cambios espaciales de
2. Difusion u en el punto donde se et@. Uno se puede imaginar una go-
ta de tinta puesta en papel 0 en agua. La gota al inicéolger

A diferencia de las acuarelas, las pinturas en general no gginto grande, digamos que azul, pero a medida que pasa el
difunden sobre la superficie donde se colocan. Por lo mend&mpo una mancha azul cada veanenos azup se va in-
no es evidente atel fenbmeno, que poda pasar en dimen- crementando en tarfia y va cubriendo udrea mayor. Este
siones espaciales muy pedias como para ser percibidas a azul representa la concentréci.
primera vista. El agua se difunde entre la tierra cuando llueve Existe una relaéin fenomendgica que establece unare-
o cuando regamos una maceta, las sustancias de nuestros Eion para el gradiente de concentaclocal (¢ en este ca-
mentos se difunden por todo el cuerpo aé&sde diferentes so, 07" para el caso (1) y la tendencia observada de los flujos
etapas, medios y escalas, el&eah la leche o viceversa, los (de masa, ege’rg, etc.). Esta relagn define una densidad
iones de sodio y cloro si se separa la sal al entrar en contactte corrienteJ asociada con el hecho de que el movimiento
con el agua, las padulas ideales de un gas cuando se retirassiempre ocurre en la diredsi de minima concentraéin:
la pared que divide al recipiente. .

En un trabajo ras o0 menos extenso Einstein demuestra J =-DVu. (3)

la constitucbn corpuscular de la materia construyendo unaD ¢ q tabl | aade difusi
ecuachn que describe el movimiento browniano: la ecaiaci —°¢ €S1€ M0dO SE€ establece fa ecaade diiusbn como una

de difusbn [11]. Al parecer la forma &s famosa o @s co- ecu?ou)r) de g(_)nsgrvaon. en llj?.a regin |qf|n|t(e|5|mal,tla con- ;
nocida es la de la ecuaci de difusbn del calor, centraconu disminuye (ene 'ef,‘?po) Sty solamente Si parte
de la<sustancig> sale de la re@in. Esta reladn gerérica

se conoce como ley de Fick [5] (en el caso de la difusie
calor la reladdn (3) se llama ley de Fourier).

oT 9

e DV-T, Q)
clasica cuando se erige la €cnica de la transformada de 5 1 E| modelo de Einstein
Fourier. En la Ec. (1Y es la temperatura y la let@ es un
coeficiente de proporcionalidad llamadoeficiente de difu- Aunque en su trabajo original la intedaiera otra -de hecho,
sion. Esta ecuaéin describe la forma en la que la temperaturapor ejemplo, establece un criterio para calcular el faorde
varia espacial y temporalmente en un puntamo se difunde  |os atomos- veamos un poco de lo que hizo Einstein respecto

a partir degl. a la difusbn [11]:
Una forma geérica de la ecuatn de difusbn sefa la Vayamos a una considerd@ci mas cercana a los movi-
siguiente: mientos irregulares que resultan del movimiento molecular
ou térmico, y da lugar a la difuin investigada en el pagrafo

— =DVu. (2)

ot anterior¥,
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Evidentemente debe suponerse que caddqaét ejecu-

43

Podemos llevar esta expabgribajo el signo de integral, da-

ta un movimiento que es independiente de todas lassslemdo que solamente muy pedias valores deA contribuyen

particulas; los movimientos de unay la misma feuta des-

algo a ladltima. Obtenemos

pués de diferentes intervalos de tiempo deben ser considera-

dos como procesos mutuamente independientes, tanto como
pensemos que esos intervalos de tiempo han sido elegidos no  f

muy pequios.
Inroduciremos un intervalo de tiempcen nuestra discu-
sibn, el cual es muy peqiie comparado con el tiempo total

de observadin, pero, sin embargo, de tal magnitud que los

movimientos ejecutados por una gdattla en dos intervalos
de tiempar consecutivos sean considerados comofieenos
mutuamente independientes.

Suponga que hay particulas juntas suspendidas en un
liquido. En un intervalo de tiempo las coordenadas: de
las pariculas se incrementan enA, dondeA tiene un va-
lor diferente (positivo 0 negativo) para cada paxla. Para
el valor deA se cumplia una cierta ley de probabilidad; el
nimerodn de parfculas que experimentan en el intervalo
7 un desplazamiento que se encuentra edtrg A + dA,
sera expresada por una ecudci de la forma

dn = ng(A)dA,

donde
+oo
/ P(A)dA =1

y ¢ solamente difiere de cero por valores muy pémsadeA
y satisface la condiéin

P(A) = o(=4A).

Investigaremos @mo el coeficiente de difisi depende de
¢, confirandonos de nuevo al caso donde émeror de
particulas por unidad de volumen depende solamente de
y det.

Poniendo el imero de paitulas por unidad de volumen
v = f(x,t), calcularemos la distribuéin de pariculas en
el instantet 4+ 7 a partir de la distribucén en el tiempa.
De la definicon de funadn’® +( A), es fcilmente obtenido el
numero de paftulas localizadas en el tiempge- 7 entre dos
planos perpendiculares al eje, con abscicas y = + dz.
Obtenemos

+oo
fz,t+ 7)de = dx / flx+ A t)p(A)dA.

Ahora, comor es muy pequi®, podemos poner

flz,t+71) = f(z,1) +T%.

Aden@s podemos expandéfx + A, t) en potencias dé\:

flx+At) = f(x,t) +A%

0?f(w,t)

2
+a 0x?

4 ...adinf.

+oo +oo
0 9
+a—{7=f / ¢(A)dA+a—£ / AG(A)dA

En el lado derecho el segundo, cuarto, eégntinos se anu-
lan dado ques(A) = ¢(—A); al contrario que los primero,
tercero, quinto, etc.&rminos. Cadaérmino sucesor de otro
es muy pegu® comparado su predecesor. Teniendo en men-
te que

+oo
/ d(A)dA =1
y poniendo
—@(A)dA =D

y tomando en cuenta solamente el primer y teréeminos
del lado derecho, obtenemos, de esa ecuaci

of B 82f
o~ Pa

Esta es la bien conocida ecuaai diferencial para la difu-
sibn, y reconocemos que es el coeficiente de difusi...
Despues de un comentario sobre el sistema de coordena-
das contifia;
Nos referiremos a un sistema de coordenadas cuyo ori-
gen coincide en el instante= 0 con la posicdbn del centro
de gravedad de las pddulas en cueshin; con esta diferen-
cia, lo que f(x,t)dz da es ahora el amero de paitulas
cuya coordenada: se ha incrementado entre t=0ty= ¢,
por una cantidad que estentrex y x + dz. En este caso
tambén la funcén f debe satisfacer () Adenas, debemos
tener evidentemente que pata<c 0 ox > 0yt =0,

El problema, que coincide con el problema de la dibudha-

cia fuera de un punto (ignorando posibilidades de intercam-
bio entre las paifculas que se difunden), ésthora comple-
tamente definido matétticamente; la soluéin es

n e iDt
fet) = 7 Vi
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La distribucibn de probabilidad de los desplazamientos re-2.3. Otras leyes de potencias

sultantes en un tiempgces entonces la misma que la del error

fortuito, lo cual era de esperarse...

desplazamienta, en la direccon del ejer que experimenta  t@mbén en fevmenos creados por el hombre (ecoimm
una paricula en promedio, o -&s precisamente expresado- literatura, etc.) es la llamada distribani de Pareto o de
la raiz cuadrada de la media arititica de los cuadrados de L€vy-Pareto [12,13]. Bsicamente se trata de una distribu-

los desplazamientos en la direbnidel ejer, esto es cion asinétrica, picuda, cuya curva éstiada por una ley de
potencias de la formg = =~ (ver Fig. 3), y que tiene una
A, = /22 — /2Dt @) desviaobn media cuaditica infinita [14].

A diferencia del movimiento browniano, como mencio-
El desplazamiento medio es entonces proporcional aila ra namos arriba, lascaminatas> de los albatros y de los mo-

cuadrada del tiempo. nos ardéla, entre otras especies [7,8], no ocurren de mane-
En el artculo Einstein obtiene una soldri para la ecua- ra uniforme. En realidad -como suele pasar en rfgicfos
cion otros feromenos de la naturaleza- tar@bipresentan una ley
of o2 f de potencias: la frecuencia en el tdioale los desplazamien-
ot~ T ox2’ (®)  tos satisface una reldsi como

dondef es una fundn de distribudn o densidad de proba-
bilidad. P(A) ~ A B (8)

2.2. Comportamientos difusivos® »
dondeP()) es la probabilidad de que uno de los desplaza-

Como dijimos, hay una gran cantidad de ejemplos dérfes miehtog sea de longitud y 8 es una cantidad que caracteriza
nos difusivos en los cuales no se da lo que fedos llamar 1@ distribucon®™.

difusion <normal>, es decir, en estos femenos la rela-  Hay que remarcar aggue las caminatas de los albatros y
cion (4) no se cumple. Esto equivale a decir que la deswiaci |5 monos arfaa, a diferencia del movimiento browniano, no
cuadatica media de las posiciones de las joafts yano s peden considerarse como caminatas aleatorias por el hecho
lineal con el tiempo transcurrido, esto es, elevando al cuadrgje que, por un lado, no son datlas inanimadas y, por el

do ambos lados de la relaci (4) se tiene para tres dimen- oo sys caminatas ést condicionadas por laibqueda de
siones, sustituyendo el desplazamiengmor [R(¢) — R(to)|,  alimento.

que
(IR(t) = R(to)|*) = 2Dt. (6)

Sin embargo, en estos f@menos la reladin gererica que
prevalece es unlay de potenciade la forma

(IR(t) = R(to)[*) ~ t°. ()

En esta reladin R(¢) representa la posizn de una partula

en el instanté. El exponentex suele tener valores diferen-
tes de la unidad y, como suele decirse e@mbito de los
sistemas complejos, hace que la rdacsedibre de escala
Esto es, la difica log-log de una rela@n del tipo (7) es una
recta que, si cambiamos los coeficientes de cualquiera de Ia|
variables (lo cual implicda un cambio en la escala usada),
la gréfica segui siendo una recta con la misma pendiente
a: simplemente sé@rdesplazada a lo largo de alguno de los
ejes. Es decir, cuando aduablamos de difuén «rapida>

0 «lentg>, no nos referimos al coeficient® de difusbn
cuyo valor haa cambiar la pendiente de la rekagi(6), sino

al exponente y a la relam experimental (7) que, cualitati- Ficura 2. Modelo 3D de las caminatas de los monosiargs].
vamente, representa un comportamiento diferente: no linealos arboles amarillos son los que han sido visitados. Inicia en la
Hablaremos dsle subdifusbnsi0 < o < 1y desuperdifu- mancharoja.

sibnsia > 1.
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<azarosa>"". Si observamos una sola de ellas veremos una
trayectoria con la forma de una madeja enredada. Si esta
parficula parte del origen, por ejemplo, puede observarse que,
despis de muchos pasos, el promedio de sus posiciones su-
cesivas es cero debido a que no hay una dicequieferencial
para cada pas#’ aleatorig, es decir, aproximadamente da el
mismo rumero de pasos para un lado que para el opuesto de
manera que la suma de los desplazamientos da algo cercanc
‘, a cero y la mancha (l&&madejas>) tendé un ancho finito.

Un detalle curioso resulta si superponemos muchascpart

las brownianas (lo cual implica que no intefzat entre B:

]
] [ 2 1 [ [

FIGURA 3. Unaley de potencidipica en escalas isagtrica y log-

log. el promedio de sus posiciones, es decir, de sus distancias re-
lativas a una posibn inicial, con respecto al tiempo es la re-
3. Difusibn anbmala lacion lineat™ (6) dondeR(¢) es la posidn de cada una de

las pariculas superpuestas: esto coincide con lo que predice
En esta secon desarrollamos dos algoritmos (con sus pro-€l modelo de Einstein.
gramas) relacionados con el teneno de la difugin. El pri- En el lado izquierdo de (6) se etal el promedio de las
mero, en la siguiente seéti, se refiere al modelo del movi- distancias de todas las garilas con respecto a un punto de
miento browniano y a un resultado importante que coincideeferenciaR(ty) que, por simplicidad, consideramos igual a
con la soluabn anaitica de Einstein en cuanto atancho> cero. Este promedio corresponde a la destaciuadatica
de la distribucdbn f. El segundo algoritmo consiste en un media (4) de la que habla Einstein (puede revisarse un ex-
experimento num@rico en el que agregamos al movimiento perimento simple que permite la medioide esta relaén,
browniano elementos que lo acercan al comportamiento d& partir de la que se obtiene el coeficiente de difugin la

los ferbmenos de subdifusn y superdifugin. Ref. 15).
La parte central del algoritmo computacional de movi-
3.1. Movimiento browniano: difusion miento browniano consiste en hacer desplazamientos, con

direccbn arbitraria y de longitud uno, para cada una de las
El movimiento brownianoknormals>- corresponde con lo parfculas. En el programa se asume que todas parten del ori-
descrito por la ecuagn de difusbn: un conjunto de pddu-  geny que (obviamente) no interéah [4,11]. Una discuén
las (polen originalmente) colocadas en agua se mueven dketallada del algoritmo y el siguiente programa se encuentra
manera desordenada y sin unatmzaparente: de manera en la Ref. 4;

#!/usr/bin/env python

#-*- coding: utf-8 -*-

from random import *

from visual import *

### par\'ametros:

np=500

L=50

radio=1

tvp=50 ## velocidad de despliegue

bolas=[]

rlist=[]

Lb= (L/2.) ## LONGITUD EJES DE REFERENCIA

win=600 ## ANCHO DE LA VENTANA

angulo=1.5 ## RANGO VISUALIZACION CAMARA

### elementos grVaficos, ejes

scene = display(title="Difusi\'on Browniana”, width=win, height=win, x=1000, \
y=0, center=(0,0,0), background=(0,0,0))

axisX = arrow(pos=(0,0,0), axis=(Lb,0,0), shaftwidth=0.2, color = color.red)

axisY = arrow(pos=(0,0,0), axis=(0,Lb,0), shaftwidth=0.2, color = color.blue)

axisZ = arrow(pos=(0,0,0), axis=(0,0,Lb), shaftwidth=0.2, color = color.green)

label(pos=(Lb,0,0), text='x")

label(pos=(0,Lb,0), text=y")

label(pos=(0,0,Lb), text='z")

### lista de part{\i}culas

Rev. Mex. i.56 (1) (2010) 41-50
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for i in arange(np):
bola = sphere(color = color.red, radius=radio)
posicion=[0,0,0] ## posiciVon inicial de las partViculas
bola.r=vector(posicion) ## posiciVon de cada part\icula
rlist.append(posicion) ## lista de posiciones auxiliar
bolas.append(bola)

bolas[0].color = color.yellow ## trazadora

r=array(rlist) ## conversiVon a ’'array’ (conviene)

### funciVon que genera los desplazamientos
def dr():
drl = array([[uniform(-1,1), uniform(-1,1), uniform(-1,1)] for i in range(np)])
for i in range(np):
drl[i] = dri[il/mag(drl[i])
return drl

### ciclo principal
t=0
while t<10000: #ciclo sobre el tiempo
rate(tvp)
t = t+1
rant = r[0] # posiciV'on trazador
r =r + dr() # agregar desplazamientos a posici'on actual
for i in arange(len(bolas)): # actualizar posiciones
bolas[i].pos=r[i]
curve(pos=[rant,r[0]],color=color.yellow, radius = .1) # traza

Una imagen de la damica lograda por este programay la respectiafiga correspondiente a la expi@si6) se encuentra
en la Fig. 4.

3.2. Trampasy temperatura: un modelo para la difusbn anbmala

Hemos mencionado algunas caraistiicas relacionadas con el fameno de la difugin. Entre ellas algunas han sido propuestas

por el modelo de Einstein (tal como aparece en las Secs. 2.1 y 3.1). Ahora vamos a implementar la idea del movimiento

browniano, pero en un medio poroso: pensemos que lascmiak que lo forman se agrupan de tal modo que dejan algunos
intersticios o huecos. Es decir, sekemos una de estas fleutas dando pasos uniformes y de diréocarbitraria dentro de

este medio entreamos, eventualmente, en regiones intersticiales que nos atrapan por un tiempo que pensaremos proporcional

al tamdio del hueco. Cada pactila atrapada permaneéeaati hasta que alguna otra néaiula del medio, por agitaim trmica,
la alcance y la saque del sitio. En el modelo suponemos que los huecos&aossf en la simuladn aparecen en color azul.

1 #-* coding: utf-8 -*-

2 from random import *

3 from visual import *

4 ## parV'ametros f\'{\i}sicos del modelo

5 np=200 ## nV'umero de part\{\ijculas

6 nh=200 ## n\'umero de pozos

7T=10 ## temperatura inicial del sistema

8 dT = 0.000 ## incremento de paso de la temperatura

9 mu = 25. ## coeficiente de viscocidad

10 tesp=mu ## tiempo de espera para una part\{\ijcula atrapada en un pozo

11 ## parVametros gr\aficos de la simulacil'on
12 Tiempo = 10000 ## tiempo de evoluciVon del sistema

13 radiol=1. ## radio de una part\'{\ijcula browniana
14 tvp=50 ## n\'umero de calculos por segundo
15 L=50 ## longitud unitaria

16 Lb= 2.%(L/3.) ## longitud de ejes de referencia
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win=600 ## ancho de la ventana
angulo=.8 ## rango de visualizaciVon de camara
## inicializaci'on de listas de variables

bolas=[]

rlist=[]

hoyos=[]

listhoyo=[]

tespL=[0 for i in range(np)] # part\{\ijculas atrapadas

## parte gr\afica de la simulaciV'on

scene = display(title="Movimiento Browniano",width=win,height=win,x=1000, \
y=0,center=(0,0,0),background=(0,0,0))

axisX = arrow(pos=(0,0,0),axis=(Lb,0,0),shaftwidth=0.01,color=color.red)

axisY = arrow(pos=(0,0,0),axis=(0,Lb,0),shaftwidth=0.01,color=color.blue)

axisZ = arrow(pos=(0,0,0),axis=(0,0,Lb),shaftwidth=0.01,color=color.green)

label(pos=(Lb,0,0),text="x’)

label(pos=(0,Lb,0),text="y’)

label(pos=(0,0,Lb),text="2’)

## se crean las listas de particulas y de “hoyos”
for i in arange(np):
bola = sphere(color = color.red, radius=radiol)
posicion = [0,0,0]
rlist.append(posicion)
bola.r = vector(posicion)
bolas.append(bola)
bolas[0].color = color.yellow
r=array(rlist)
for i in arange(nh):
hoyo = sphere(color = color.blue, radius = int(paretovariate(mu)))
poshoyo = vector(uniform(-Lb,Lb), uniform(-Lb,Lb), uniform(-Lb,Lb))
hoyo.pos = poshoyo
listhoyo.append(poshoyo)
hoyos.append(hoyo)
ocup = [-1 for i in range(nh)]
h=array(listhoyo)

def atrapada():
## atrapada!

for i in range(np):
for j in range(nh):
if mag(r[i]-h[j]) < hoyos[j].radius and ocup[j] == -1:
tespL[i] = int(tesp*hoyos[j].radius) # t espera
ocup[j] = i # part\{\ijcula i atrapada en hoyo |
return 1
def dr():
atrapada()
dri = array([[uniform(-1,1), uniform(-1,1), uniform(-1,1)] \
for i in range(np)])
for i in range(np):
if tespL[i] == O: # no hay tiempo de espera => avance
dri[i] = T*uniform(0,1)*dri[i}/mag(dri[i])
else: # tiempo de espera no nulo:
dri[i] = [0,0,0] # no hay avance
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66 tespL[i] = tespL[i]-1 # decrementa tiempo de espera
67 if tespL[i] == O: # desmarca part\'{\i}cula atrapada
68 j=0

69 while ocup[j] '= i and j !=

70 j+=1

71 ocup[j] = -1 # NO atrapada

72 return dri

73 seed() # semilla para random

74

## apertura de archivo para escritura de datos

75 ff = open("Brown_nh"+str(nh)+"mu"+str(mu)+"_T"+str(T)+ \
" dT"+str(dT)+".dat","w")

76 t=0 # inicializaciVon del tiempo

77 while t<Tiempo: # ciclo sobre el tiempo

78 rate(tvp)

79 T += dT

80 t = t+1

81 rant = r[0] # posiciV'on actual del trazador

82 r=r + dr

83 for i in range(np):

84 bolas]i].pos=r[i]

85 curve(pos = [rant,r[0]], color = color.yellow, radius = .1) # traza

86 # promedio de cuadrados de distancias al origen

87 S = sum( [mag(bolas[i].pos)**2 for i in range(np)] )/np

88 if 1%100==0:

89 print >> ff, t, S

90 ff.close()

En este programa se ha agregado un bloque para generd
las trampas intersticiales<chuecos> y una lista en la que
se guarda la etiqueta de cada mata que ha sido atrapa-
da.
de paametros y ambiente gfico. De lainea33 a la49 se
crean las listas de las pemtlas y<huecos>, que se trans-
forman en el objet@rray que permite hacer operaciones
aritméticas<colectivass>. Las lineas50-57 contienen la
definicion de la funadbn atrapada()
culas edin suficientemente cerca de alguno dedg=zos>

Hasta laihea32 del listado solamente hay declaiGti

snn{ g“"ﬁf:
A

0l
Q1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

que define gé parti-

y quedaan atrapadas. En cada paso, dentro del ciclo de tienFIGURA 4. Imagen de movimiento browniano con una jaria
po entre76 y 89, si hay una paftula atrapada, se reduce trazadora. Lfil dgrfica dei lado derecho corresponde a la réla¢b)
en uno su<tiempo de espera (el tiempo que permanece ParaS00 paitulas y10™ pasos.

atrapada) hasta que por fin es liberada cuando ese tiempo es . . S
cero. Esto se lleva a cabo en la fusedr() : sila partcula @ i (1)4622’ dT_:40('101§’f 0: 0), Ila V'SCZS'%afd (gul;va mfgnor,
no esh atrapada darun paso proporcional a un panetro ¢ = 0-639, 1 = 4,dT = 0) y el caso de difusin browniana

de temperaturd. En caso contrario se reduce su tiempo gelcurva en el centra = 0.999, 4 =0,dT = 0).
espera en uno y su avance es cero. La linea79 del programa implica un proceso fuera de

. , . . equilibrio: la temperatura se incrementa en cada pastien
En la Fig. 5 se aprecia kkmadeja>> correspondiente a la

. ) ) , (a menos quaedT=0). Este efecto puede competir con el
trayectoria de una de las patlas brownianas. La pactla

N d I i ‘ 4ol ori dpalélmetro de viscosidad.
razadora (en color amarillo) se encuentra cerca del origen de Dado que las leyes de potencias aparecen en tantos

coordenadas. Las pastilas rojas pueden quedar atrapadas e entos y femenos, en el modelo asumimos que los ta-
los pozos que modelamos como esferas azules. En este ios de las tramp:as 0 pozos (y, por tanto, los tiempos
delo simple, por tanto, compiten las trampas (émaro y de espera) tienen una distribomi dé Paretora&ius =
exponente de su distriburi de tam#os) con las variacio- int(paretovariate(mu)) en la inead3 (ver rela-
nes de temperatutfadT. La Fig. 6 muestra los casos en que cion (8))

predomina el incremento de la temperatura (curva alta, con '
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FIGURA 5. Las pariculas unidas a otra &st atrapadas. La traza-
dora esh cerca del origen.
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FIGURA 6. < R(t)? >contrat. Pueden observarse diferentes com-
portamientos. Superdifu@ (arriba), difusbn (centro) y subdifu-
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FIGURA 7. Dos casos de subdifési pargu = 25, 4; b) dos casos
de superdifugin condT" = 0.005, 0.01.

2000

El nimero de partulas y de pozos empleado en laafgr
cas de la Fig. 7 fue de 500 en un rangoldé iteraciones.

4. Comentarios y posibilidades

En nuestro modelo, el efecto de diftisiaromala se presen-

ta para ciertos valores dey dedT. Esto representddica-
mente una competencia entre viscosidad (o foictidentro

de un medio poroso y el incremento lineal de la temperatura
con el tiempo. Esto implica mayor enégle las pafrtulas y,

por lo mismo, el crecimiento de las longitudes de paso en su
< caminata>.

Los experimentos nuamicos pueden motivar a los estu-
diantes deibica u otragireas a construir sus propios experi-
mentos o modelar sistemas de su iageitUna forma general
de construir simulaciones o modelos consiste en partir de una
idea muy simple que, a medida que va mostrando resultados,
puede irse modificando ya sea en complejidad de los com-
portamientos o incrementando los elementos participantes o
las relaciones entre ellos. Algunas cuestiones qud gwder
investigadas a partir de este modelo padrser:

= ;Q ocurre si las pdrulas brownianas inter-
actiarf?

= ¢ Silos poros o trampas fuesen del mismo faof?a ¢, 0
si tuviesen otra distribuén?

= ¢ Si hubiese muchosas poros que padulas (o vice-
versa)?, ¢hay una relaai ciitica entre estas cantida-
des?

= ¢ Hay alguna reladh entreu y dT' que logre difusin
<normats>?

= ¢ Existe reladin entre los exponentes de las curvas y
los padmetros?

Todas estas y tal vez muchas otras preguntas pueden motivat
a los estudiantes a experimentar con este modelo y programa,
pero tambén a la lisqueda: a veramo hay que modificarlo
para obtener cierta informasi del modelo, @mo evitar la
infuencia de un pa@ametro u otro, etc. A la larga teradgue
modificar, experimentar con este u otros modelos o crear los
propios. Finalmente, esperamos &eparte de su formam

como futuros investigadores.
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. Aqui nos referimos a las posibilidades que ofrece un lengua-

je de programaécin en el que no se tiene que implementar, por
ejemplo, los mtodos de Newton o la regla de cuadratura de
Simpson. Mis din: no requiere que uno programe e implemen-

canismo que nos da direcciones impredecibles, pero todas con
la misma probabilidad de ocurrir.

ziv. Esto lo demost Einstein (ver Sec. 2.1).

te mbdulos o funciones que permitan visualizar, en tiempo reafrv- Obviamente shh, el nhimero de trampas o de pozos, es ce-

0 no, de manerapida y eficiente, los resultados.

La carga éctrica que se desplaza en un medio puede ser des-
crita por la carga de los electrones, pero hay una condenci

ro, y adenas la temperatura del sistemas no cambia (dT=0),
entonces no habrdifusbn aromala: las partulas brownianas
continuaén con su diamica.

que describe esta corriente por medio de carga positiva. Estgvé- En esta parte hay un mundo de posibles resutados que depen-

carga se asocia a leghuecos> que los electrones van dejan-
do cuando salen de una posicj de modo que, egtminos de

carga, puede verse un flujo de carga neta positiva en sentido
opuesto al de los electrones.

Esta idea simple dio lugar a nuestro experimento &nirn.

Una modificacdn formal consiste en la introduéai del con- L
cepto de derivada fraccionaria, pero el tema sale de las inten-_

ciones de este trabajo.

Este<algo> puede ser cargaé&dtrica, masa, componente de
una mezcla reactiva (en cuyo caso se requieras atuacio-
nes), etc.

Esto responde a la pregunta gnotas ineas de campo salen de .
una superficie cerrada, muy pe@aeque rodea al punto donde 6.
evalias? 7

Si u es una fundn del tiempo y de las coordenadas, enton-
cesVu sel un campo vectorial que a cada punto del espacio
asocia el vector gradiente cuyas componentes nos diéeriacu
creceu si nos desplazamos una unidad espacial en la daecci
elegida.

Realmente es la traduéci del paagrafo 4 de la Ref. 11,
ad que se refiere al pagrafo 3.

No sabemos a guse refiere adLEinstein, pero no es necesario 11.

para entender el planteamiento.
La ecuaaddn de difusdn.

La funcion P(\) tiene las propiedades de cualquier fumci
densidad de probabilidad.

< Azarosg> se entiende adgicomo impredecible. La natura-
leza es causal.

< Aleatoric>. Se esh pensando en un modelo (el que se
plantea) que reproduzca el comportamiento de muchdspart
las brownianas, entonces peatoriose va a entender un me-

12.

13.

14.

15.

den del tipo de interacth sugerida para las pailas brownia-
nas: desde esfera dura hasta inte@tcoulombiana, magti-
ca, etc.

zvii. Esto puede llevar a la discési del febmeno de percolagn,

por ejemplo.
Pagina de python, http://www.python.org.

Numpy, Scipy: http://numpy.scipy.org/.
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