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Se presenta la solum de la ecuaéin de onda como ejemplo paradigtico de la soludin de problemas de valores iniciales con condiciones
de frontera usando la aproximanide diferencias finitas. Primero se desarrolla una sougliemental y una discretizaci directa a manera

de introducddn. Posteriormente se resuelve la echade onda como un sistema de primer orden, se estudia la hiperbolicidad del sistem,
de ecuaciones resultante, se calculan los modos y velocidades dati@etedel sistema y se imponen condiciones de fronteraremrtos

de las variables caractsticas. Se adopta el&todo de ineas como esquema de evoarti Adermas se hace especiahfasis en que los
resultados nugricos necesitan un criterio de validez. En el caso de la aproxdmacin diferencias finitas de una ecuacdiferencial
parcial se presenta la convergencia a una sofucorrecta en elnite continuo. Finalmente, se espera que este trabajo sirvaideana la
correcta solud@n de problemas de valores iniciales con condiciones de frontera en general.

Descriptores: Métodos de diferencias finitag&dnicas computacionales; ecuatie onda.

The solution of the wave equation is presented as the paradigm of the solution of initial value problems with boundary conditions using
finite differences approximation. First, it is developed an elementary solution and a direct discretization in order to introduce the meth
Second, the wave equation is solved as a system of first order, the hyperbolicity properties of the resulting system of equations is stu
the characteristic variables and characteristic speeds of the system are calculated and boundary conditions are imposed in terms

characteristic variables. In this case the method of lines is used as the evolution scheme. Special attention is devoted to the fact that num
calculations require a criterion to be valid. In the case of the approximation using finite differences of a partial differential equation, t
convergence to a correct solution in the continuum limit is presented as such criterion. Finally, it is expected that this manuscript serves
guide to solve correctly other initial value problems with boundary conditions.

Keywords:Finite differences method; computing techniques; wave equation.
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En este trabajo se presenta la sdnaile la ecuaéin de on- utilizando el nétodo deineas con dos niveles tempo-
da como la soluéin de un problema de valores iniciales con rales.

condiciones de frontera usando una aproxirein diferen-

cias finitas. Se considera dicho caso como el ejemplo enfs! S€9undo caso adem se resuelve para sistemas de coorde-
blematico de la soludin de problemas de evoliri de sis- nadas espacio-temporales generales, se estudia la hiperbolici-
temas hiperblicos de ecuaciones. Adicionalmente se provedlad del sistema de ecuaciones de primer orden, se construyer
un cdigo computacional simple que funciona, que es capa%‘s vgrlables cargcﬁsllcas y Ias' yeloudades caradsticas

de reproducir los resultados en estécailb y se espera que del sistemay se imponen condiciones de frontera usando las

el lector pueda aplicar las ideas aprendidas en problerags mVariables caractésticas. Se presenta la soloside la ecua-
complicados relacionados con la sotide ecuaciones di- C1on deé onda en coordenadas muy generales, con la inten-

ferenciales parciales (EDPs) asociadas con problemas de &N dé mostrar@mo los fetomenos que son invariantes ba-
lores iniciales de su intés jo cambios de coordenadas (por ejemplo los relacionados con

La aproximaddn en diferencias finitas ésbasada en la los sistemas relativistas) pueden controlarse érnicamente

discretizachn del dominio en el que se define el sistema deb! S€ €ligen las coordenadas de manera apropiada. Para me

EDPs. Adenas de presentar dicha herramienta se muestra &' €éntendimiento y para ejercitar los conceptos presentados
tipo de pruebas que debe cumplir la sotuchunerica de aqu, los adigos utilizados se encuentran disponibléblp

EDP. El caso de la ecudti de onda se estudia de dos mane-c@mente [1]. De hecho afse ilustran las estrategias que se
ras: usan para resolver problemas como el de la evoiude agu-

jeros negros, en los que la elgmtide coordenadas se hace
i) la primera utilizando una discretizaci simple que usa incluso de manera damica [2], pero tamigéin permite estu-
tres niveles temporales, con la cual se ilustra el funciodiar problemas de tipo onda en espacio-tiempos generales,

namiento de la aproximaim en diferencias finitas,y =~ COmMo es el caso de la propagatde la radiacin gravitacio-
nal, gue obedece ecuaciones tipo onda no h@meas.

ii) la segunda, en la que la ecuaide onda se descom- Las herramientas que se presentan se aplican a gran va-
pone en un sistema de ecuaciones de primer orden eiedad de problemas de lasica térica actual, como es el
el espacio y en el tiempo, cuya soloise construye caso de la soludbn de ecuaciones diferenciales parciales de
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la relatividad nurérica [2], la ecuadin de Schidinger de- para llevar a cabo pruebas de convergencia cuando se resuel-
pendiente del tiempo asociada a condensados de Bose erviauna EDP con el Btodo de aproximaén con diferencias
aproximacdbn de campo medio o gasesgmicios [3], los pro- finitas.
blemas asociados con la evoloide fluidos que obedecen
las ecuaciones de Euler [4], entre otros ta@nkile gran im-
portancia. 1.1. Ingredientes de la aproximadn discreta de las

La solucdn de la ecuadin de onda homdmea plantea- EDPs en el continuo
do en variables de primer orden es de la mayor importancia
y relevancia por una sencilla i@z el ardlisis de hiperboli-  Primer ingrediente
cidad que decide si un problema de valores iniciales es bien
planteado o no se reduce al estudio de la parte principal dely aproximaddn en diferencias finitas de una ecuacilife-
sistema de ecuaciones de primer orden (como se ilustra @Bncijal parcial (EDP) consiste en definir las funciones y va-
este trabajo). Entonces, las ecuaciones de tipo onda que cafgples involucradas en un conjunto discreto de puntos del
tienen el operador de onda, y alguna fdmcde la funddn de  dominio donde se busca una sokutide la ecuaéin.
onda, e mclysg algunoenmmcz.f, de fuentes, tlengn la estruc- Con el fin de ilustrar este concepto, sngase que una
tura caractestlca_de la ecuaon de 9”9‘3 homdmea. Por EDP que involucra la fundin f est definida en un dominio
tanto, las herramientas presentadad aguen para resolver que tiene dos coordenaday = (por ejemplo, el tiempo y

una gran cantidad de. problemas semejantes. . una coordenada espacial). Una manera de discretizar la ED
Por otra parte, existe en la actualidad la preoc@pede  consiste en considerar que las variables y funciones de la ED

que en la mayda de los casos, cuando se presentan resultqssgn definidas en un conjunto de puntos tanto en el espa-
dos nunéricos, no se muestran pruebas de convergencia. kS, , — jAz como en el tiempa™ — nAt, dondej y n

por ello que se presenta de manera detallada®do para g5 enteros que etiquetan los puntos dondezsiinida la
verificar la convergencia de los resultados calculados usandQ,,50pn. Ad, la funcn f queda definida solamente en los
diferencias finitas. _ o puntos del dominidt™, z;) y denotamos dichos valores de
El trabajo e;l organ,lzado de Ie} manera S|gu|ente. En a3 funcibn por /7. Se considera adeéas quej = 0,1, ..., N
Sec. 1 se describen losatodos nuraricos relacionados con yn =0,1,..., N;. Limitar los valores de las etiquetgs/ n
la aplicacon de las diferencias finitas a la soloicide EDPs.  jj,stra el hecho de que se ha elegido un sominio finito donde
En la Sec. 2 se ejemplifica el funcionamiento de la aproxise calculas la solucbn. La rabn principal es que si a cada
macbn en diferencias finitas con la ecuatide onda y una  glemento de la malla se asigna un valor de cada variable inde-
discretizaddbn simple. En la Sec. 3 se presenta la f0rmU|a‘pendiente y de cada furtei involucrada en la EDP, es nece-
cion de primer orden de la ecuénide onda en el espacio- garip elegirNV de manera que la memoria de la computadora
tiempo de 1+1 dimensiones y la hiperbolicidad del sistemaggg syficiente para asignar valores a cada variable yofunci
Enla Sec. 4 se presenta la sofutie la ecuadn de ondano  gp cadar;; los algoritmos descritos a continuagievitan la
homogenea correspondiente a la ecdacte Klein-Gordon  npecesidad de asignar taréhimemoria a todas la variables
con soluciones sofiinicas, conocida como ecuéanide Sine- y funciones involucradas para Idé niveles de tiempo que
Gordon. Finalmente, en la Sec. 5 se mencionan algunos c@qpren el dominio en que se desea resolver la ednadbas-
mentarios finales. tara con asignar memoria a variables y funciones para sola-
mente dos o tres niveles de tiempo a la vez. Los valeses
., . . . x corresponden a los valores que delimitan el dominio de
1. Introduccion a las diferencias finitas y de manera aloga los valore’ y ¢Vt delimitan el dominio

. L . det.
La solucbn de alguna EDP usando la aproxinteccon di-

ferencias finitas consiste en definir una vensiliscreta de la

EDP, y aderas en calcular una solisi a dicha aproxima- st ol
cion sobre un dominio discreto contenido en el dominio de la [ s
EDP en el continuo. En esta semtise presentan los elemen- | ¢

A
Fronteras Fronteras

tos necesarios para formular la vérsidiscreta de una EDP,

aunque nos restringimos al caso de problemas de valores ini

ciales con sistemas hipdilizos de ecuaciones y se deja de bree | oot

lado la soluddbn de ecuacionesigpticas. D o 1o
Debido a que se resuelve la vérsidiscreta de la EDP 5 S

Dominio espacial Dominio espacial

original es necesario indicar los criterios de validez de di-
chas soluciones, es decir, la reatique deben guardar tales rigyra 1. En la primera figura se muestra el dominio de un pro-
soluciones nur@ricas de una ecudi que es solamente una plema de valores iniciales con condiciones de frontera y en la se-
aproximaodn de la EDP original con la soluwi de la ecua-  gunda la vergin discreta del dominio que define una malla sobre la
cion original. Por ello se indica con claridad el procedimientoque quedan definidas las funciones involucradas en la EDP.
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Este procedimiento de discretizaoidefine una malla en Es posible calcular la derivada de primer orden usan-
el dominio, en cuyos nodos quedan definidas las funcionedo aproximaciones no centradas, desbalanceadas, usualment
involucradas en la EDP. La mallad®s elemental es aque- llamadasupwind Para tal efecto basta considerar las expan-
lla cuyos nodos se encuentran igualmente espaciados, cuggnes siguientes:
grafica se muestra en la Fig. 1. En este trabajo se considera
solamente el caso en que la discretibaa@s de este tipo. flzy)=f(z;),

El criterio para determinar una discretizatiqueda al ar- Ag2
bitrio de quien resuelve un problema, o de las propiedades f($j+1):f(xj)+Al‘f/($j)+T
de la ecuadin diferencial que se desea resolver. Para la dis- Ag?
cretizacon uniformemente espaciada en nuestro caso, se de'f(:cj+2):f(xj)+2Axf’(xj)+4 x F(x,)+O(AZ?),

f'(@j)+0(A%), (3)

finen las resoluciones espacial = x;; — x; y temporal 2
_ gl i foi i L
At =" — 1"y se dice que la resolumn espacial y tem-  4onde ahora se ha hecho la expangiasta dos puntos a la
poral son mayores cuandi y At son menores. derecha der;. Una combinadin que cancela lotminos
. . que contienen la segunda derivada yéefrtino de orden cero
Segundo ingrediente esf(wj42)—4f(x,41)+3f(x;), que al ser dividida patAa

Besulta en una expresi para la derivada d¢ enz; usando

Una vez definido el dominio discreto de la EDP, es necesari
solamente valores déen los puntog:; Y x;9:

aproximar la ecuabi diferencial, es decir, los operadores di-

ferenciales que aparecen en_d|cha emmusanfllo solgmente )  —flwjpo)+Af (201)—3f (x) )

los valores de las funciones involucradas quarestefinidos fi(zj)= 9AqL +0(Az").  (4)

en la malla. Una condibh que se demanda es que dichas

funciones sean arititas, lo cual implica que las funciones De manera a@loga, la construcon de la aproximaodn de la

involucradas tienen definida una expamsen serie de Tay- derivada que usa solamente puntos a la izquierds; @s la

lor, lo cual a su vez permite construir aproximaciones de lo§lguiente:

operadores diferenciales. N , ,
Derivada de primer ordeiaday;’, una funcbn como la f(zj) = f(@;-2) 42(23_1) +3/(z;)

definida antes com fijo, es posible calcular valores apro- t

ximados de la funéin en los puntos adyacentes a partir de  Para calcular operadores con un orden de aproxamaci

expansiones en serie de Taylor truncadag da torno af7'. ~ mayor basta con generalizar el procedimiento ilustrado an-

El nimero de puntos cercanosra en los que se expanda teriormente. Supngase que se desea calcular la derivada de

la serie de Taylor y el orden del error de truncadoédea, primer orden con un error de cuarto orden, entonces basta con

determinaéan el orden de precisn de la aproximaéin. Para  considerar el siguiente conjunto de series truncadas:

ilustrar la construcéin de la aproximaéin de segundo orden

+0(Az?). (5)

2
se usaan las siguientes tres expansiones con error de trunca-f(z;_,) = f(x;) — 28z f'(z;) + 4Az ()
do O(Az?): ! ! ! !
Az3 16Az*
s, ; = B2 ) + T () + O(A),
flwj—1)=f(a;) =D f(wj)+——f"(2;)+0(Az%), 6 24
: Az?
f(zy)=f(z;), 1) flzj1) = fla;) = Az f'(z;) + ——f"(2;)
Ax? AgB At
F(eje0)=f () +Aa f () + == " (2;)+0(Aa?), = STy + S () + O(Aa),
donde la prima denota derivada con respecta & partir flz;) = flz),
de estas aproximaciones es posible construir diferentes ope- A
radores diferenciales para las derivadag'fiePor ejemplo,  f(x;,1) = f(z;) + Azf'(z;) + —xf”(xj)
sumando la primeray la tercera expresiones, y dividiendo por 2
2Ax, se obtiene la exprdsi para la primera derivada en el Az® Azt N 5
puntoz; con un error de segundo orden: * % Fos) + 24 F7wg) + O(Az),
4Ax?
f(xj) = f($j+1)2;£(xj_l) +oa?). (@ Tie) = flag) + 2082 f () + f"(x5)
3 4
Conviene observar que para calcular esta aproximaes ne- + sax " (z;) + 164z " (z;) + O(AxD).

cesario conocer los valorgs, ; y f{* ;, por lo que esta apro- 6 24
ximacion se llama centrada. Un comentario adicional es con- Para calcular la primera derivada geeen x; es ne-
veniente aqu la expresbn (2) es la definiéin de derivada en cesario encontrar la combinaai lineal correcta del tipo
calculo de una variable en éhtite cuandd\z — 0. af(xj—2) +bf(zj_1) +cf(x;) + df (xj41) + ef(z12) tal
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que los coeficientes dé(z;) y de las derivadas de segun- que resulta ser una aproximéawicentrada. Aigpues, el algo-
do, tercero y cuarto orden sean cero. En el caso centrado tamo para construir aproximaciones en diferencias finitas de
expresbn es la siguiente: operadores diferenciales es el siguiente:

, 1
)= — i_9) —8f(xi_
1) 12Az [fj=2) =8/ (w51) i) Hacer la expanén en serie de Taylor d¢ en puntos
F8f(241) — flzjya)] + O(Az*), (6) cercanos a aquel donde se quiere evaluar la derivada

o def.
y para combinaciones desbhalanceadas se procede usando las

expansiones truncadas para distintos puntos vecinas;;de
los resultados de varias elecciones de puntos vecinos se resudi) Encontrar una combinam lineal de tales expansiones

men en la Tabla I. gue cumpla con la condin de que los coeficientes de
Derivada de segundo ordeRara obtener una aproxima- las derivadas de orden superior e inferior a la derivada
cion de la segunda derivada de una féncrespecto a del orden deseado sean cero.

enz;, se procede nuevamente medianteiadueda de una
combinacbn de las expansiones en serie de Taylor en distin- Una vez conocido el procedimiento para calcular apro-
tos puntos vecinos de;, pero en esta ocasi imponiendo la  ximaciones de derivadas de funciones, basta con mencionar
condicon de que los coeficientes de las derivadas de ordefs coeficientes de las combinaciones lineales necesarias pa-
cero, orden uno, tercero y superiores sean cero. Procedief calcular los operadores diferenciales de primero y segundo
do de dicha manera, la derivada de segundo orden con ugaden, centrados y desbalanceados con distimtdsnes de
aproximacdn de segundo orden puede estimarse a partir dgrecisbn. En en la Tabla | se muestran los coeficientes de
las expresiones (1) desarrolladas hasta o@dehz*), conla  |as funciones evaluadas en los distintos puntos vecinas de
combinaodn f(z;41) —2f (;) + f(x;-1) dividida porAz?,  en las expresiones para @élculo de las derivadas de primer
0 sea, orden con precisin de segundo orden y los coeficientes cuan-
” flxjg1) —2f(x;) + flxj—1) 9 do la precisbn es de cuarto orden. En la Tabla Il se muestran
fi(x;) = Ax2 +0(Ax7), (1) aquellos coeficientes para las derivadas de segundo orden.

TaBLA |. Coeficientes de la aproximaci de la derivada de primer orden usando distintas combinaciones de puntos vecinos. Las aproxima-
ciones con segundo orden de premissignificanf’ = 1/(2Az)[...] + O(Az?)y f' = 1/(12Az)[...] + O(Az*) para las aproximaciones
con cuarto orden de predisi. Las expresiones (2), (4), (5) y (6) ilustran el uso de esta tabla.

Tj—4a -3 Tj—2 Zj-1 Zj Tj+1 Tj+2 Zj+3 Tj+4
Segundo orden 1 0 -1
1 -4 3
-3 4 -1
Cuarto orden 3 -16 36 -48 25
-1 6 -18 10
-8 0 8 -1
-3 -10 18 -6 1
-25 48 -36 16 -3

TABLA Il. Coeficientes de la aproximaxi de la derivada de segundo orden usando distintas combinaciones de puntos vecinos. Las aproxi-
maciones con segundo orden de précison del tipof” = 1/(Axz?)[...] + O(Az?), mientras que las aproximaciones de cuarto orden de
precisbn van comof”’ = 1/(12Az%)[...] + O(Az*). La expreshn (7) ejemplifica el uso de esta tabla.

Lj—5 Lj—4 Lj-3 Lj-2 Tj-1 Ly Lj+1 Tj+2 Lj+3 Tj44 Lj+5
Segundo orden 1 -2 1
-1 4 -5

2 -5 4 -1

Cuarto orden -10 61 -156 214 -154 45
1 -6 14 -4 -15 10
-1 16 -30 16 -1
10 -15 -4 14 -6 1
45 -154 214 -156 61 -10
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Los desarrollos hasta el momento ilustran las aproximade Az y At), cuanto menor séarel error con que se ést
ciones en diferencias finitas de los operadores diferencialegproximando los operadores diferenciales a sus contrapartes
de una EDP. El hecho de haber elegido un dominio espaci@n el continuo, y por tanto la aproximaai en diferencias fi-
temporal, permite considerar directamente la discrefizaci nitas de una ecuam diferencial es i@s precisa. Siendo que

de la ecuadin de onda: se resuelve la ver@n aproximada de una EDP, es necesario
verificar si dicha solu@n converge a la solun de la ecua-
Opt® — Ouad = 0, (8)  cibn en el continuo.

Para mostrar un criterio de convergencia consideremos
omo ejemplo la Ec. (9). Como veremos enseguiddjtiés
finir laradn At = C Az, dondeC' es constante, o sea, que
los errores en ambas variables son proporcionales, entonces
si llamamos a la parte derecha de (9)

donde se ha elegido la noténicon la que un suhbdice in-

dica una derivada con respecto a la variable representa

con elindice. Originalmente puede partirse de la ecdaci

O — v20,,6 = 0 dondev es la velocidad de propagaci

de la onda, pero se ugar = 1, lo que equivale a reescalar la

coordenada temporal— vt para que la ecuaon resultante Error; = O(Az?, At?) = EAx?

sea (8); dado el caso en que£ 1, el paametrot de la so-

lucion calculada de la Ec. (8) = ¢(z,t) debea reescribirse  con E un coefiente de error en la aproximaeide las dife-

como¢ = ¢(x,vt) en €rminos del péimetro temporal de rencias finitas con respecto a la ecéactontinua. Si ahora

interést. se define una nueva resoléwiAz, = Az/k conk > 1 se
Para construir la aproximami en diferencias finitas (DF)  tiene queError,, = EA;;Z . De tales expresiones se tiene que

de (8) basta con escribir la aproximaeide derivadas de se-

gundo orden y construir la aproximaaide la derivada tem- Lrrory (10)

poral, lo cual se consigue intercambiancppor t” en las Errory ’

expresiones y cuadros anteriores. El resultado es el siguie

te cuando se usan operadores con aproxipmage segundo

orden, que centrados en el pu(itd, =;) dan como resultado:

85 decir, si la resoluéh aumenta por un factor de la apro-
ximacion de la verdin discreta se aproxima a la vérsicon-
tinua de manera cuaatica con el aumento de la resoldigi
¢}z+1 — 297 + ¢;_z71 nL =207 + g7 El he_cho qe gue sea cuadrfa_ es consecuencia de que la
- aproximaocdbn que se constr@yinvolucra errores de segun-

(A1)2 (Az)? do orden. Si la aproximathn se hiciera con errores de cuarto
= 0(Az?, At?), (9) orden, la verdin discreta se aproximara la continua de ma-
nera cartica y agpara aproximadines de mayor precis.
paratodoj =1,..,N —1yn=1,.., N, — 1, los casos en Para ilustrar el concepto de convergencia en diferencias

quej =0, Ny n =0, N; se discuten enseguida al momentofinjtas de manera &s general, consiese una funén f;

de imponer condiciones de frontera y condiciones inicialesque es soluéin nunérica de una EDP a un tiempo dado, y
En este punto es preciso notar que la aproxioracon dife-  que ha sido construida bajo la discretizacie dicha ecua-
rencias finitas ha introducido un error, es decir, el lado derecipn con una aproximagh de segundo orden. Suponiendo

cho de la ecuabn no es necesariamente cero, sino que es deldends que se conoce la solaniexactaf,(x), el resultado
OrdenO(AI’Q, At2) La certeza de que tal ocurre determlnanur‘rérico puede escribirse en la forma

el tercer ingrediente.
f(@) = folz) + B(z)Az® + O(Az?),
Tercer ingrediente
dondeFE denota un coeficiente del error. Dado que se cono-
Al usar este ratodo nungrico es necesario tener en mentece |a soluddn exacta, es posible conocer el error con que se
que la aproximaéin en DF provee de una vebsiaproxima-  calcula la soludn nunérica usando distintos valores de:.
da de la ecuadn en el continuo y que la ecuacique se re-  Seanf; y f, dos soluciones nuérticas calculadas usando las

solve@ en adelante es solamentea aproximadn de laori-  resoluciones\z y Az /2 respectivamentes(= 2 en (10)).
glnal, es decir, la que es definida en el dominio continuo. ES a ra®dn entre los errores es la Siguiente:
preciso entonces establecer criterios que indiquen que cuan-

do se resuelve la versi discreta de una EDP, al menos en el fi—fo Az? + O(Axz®) —4+0(Azx 11
. - pa 'y _ -1 2 3\ 1) ( )
limite continuo se e&tcalculando la soluéih correcta. fa—Jfo 3022+ O(Ax3)

1.2. Convergencia En este caso se ha supuesto que la fumgi depende sola-

mente de la variable. El nimero cuatro en (11) se llama
Hemos mostrado que las aproximaciones de los operadorésctor de convergencia y debe ser evaluado en cada punto de
diferenciales son solamente una aproxirdaaton un error la malla donde se ha calculado la fumeif. Cuando en un
asociado de cierto orden (segundo y cuarto orden en los ejeralculo nunérico que se ha llevado a cabo a partir de una
plos mostrados en las Tablas | y II). Cuanto mayor sea la res@proximacbn de segundo orden el factor de convergencia es
lucibn con que se construya la malla (valore@snpequios 4 = 22 en (10), se dice que la soldci converge con segundo
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orden, es decir, cumple con lo predicho por laf@en (11). (a) hay un error en la implementaci del programa,

De manera ailoga, es posible mostrar que si la aproxima-

cion es de cuarto orden, el factor &é6 = 2. (b) los algoritmos no permiten la convergencia en el rango
Por ejemplo, para la ecuaci de onda (8) la solugh Az elegido, es decir, no se han hecho lafcalos en

exacta es conocid&(z, t) = f(x+t)+g(x—t)confy g da- el regimen de convergencia y es necesario ensayar con

das por las condiciones iniciales del problema, y bastal- otros valores dé\zx.

cular la solucbn nunrica con dos resoluciones distintas para

determinar silos algoritmos utilizados producen una so6huci

gue converge correctamente a la exacta. Rquhirecerquelo 2. La ecuacdn de onda con una discretizadn
mencionado en estosapafos es elemental, pero el siguien- simple

te ejemplo ilustra la importancia del factor de convergencia:

supongase que se discretiza el dominiee [0,1] conlaop- 21 gl problema de valores iniciales y su versn discre-
cion (i) Az = 0.1 y conAx = 0.05 para estudiar el factor de ta

convergencia en el caso de una ED elemental, es muy proba-

ble que la soludin nunerica no tenga factor de convergencia g| problema de valores iniciales a resolver es entonces el si-
cuatro, pero es probable que lo temduando se usan resolu- gyiente:

ciones (i)Az = 0.01 y Az = 0.005; si éste es el caso, se

dice que los alculos en la opéin (i) han sido ejecutados en Oyt — Oz = 0,

el regimen de convergencia, mientras la @pc{i) no apor- / )

ta condiciones para que se obtenga la convergencia deseada. é(x,0) = ¢po(x), Orp(x,0) = ¢o(x),

Un caso en que es posible visualizar esta siiraes el que _ _

corresponde a un perfil inicial gaussiano de la fande on- $(=1,t) = or(t), (1) = ¢r(?),

da de ancho 0.1 centrada en= 0.5, entonces, en el caso (i) z€[-1,1], t>0. (13)

se pretende resolver dicho perfil con una malla de solamente

diez y veinte puntos y el ancho de la campana con solamente pgra construir la soluah de una EDP que admite por so-

tres y seis puntos, lo que hace imposible incluso visualizag,cion global la evoludn de datos iniciales es necesario pro-

que el perfil es gaussiano. Usando las resoluciones del cagger dichos datos iniciales. En el caso de la e@rade onda,

(ii) es posible obteneraculos suficientemente precisos. Es|g solucbn nunérica mas simple consiste en evolucionar los

posible hacer estos experimentos usand@eigo [1]. datos iniciales usando la Ec. (9). De hecho, dados los valores
Regularmente los&culos que no convergen con el or- ge |a funcon de onda en toda la malla al tiempgy n — 1,

den deseado se desechan (o debieran desecharse), mienggsbosime construir los valores @eal tiempon + 1. Para

que aquellos realizados en élgimen de convergencia son consequirlo basta con resol\ge;r“ en (9), lo cual implica
aceptablesEste ejemplo ilustra claramente el hecho de que

no toda soludn nunérica calculada con la aproximagn de A\ 2
DF es aceptable, y que nifig cdlculo que no converja debe gb;”'l = (A) (9711 — 207 + ¢} 4]
gozar de credibilidad x
Para el caso en que se desconoce la dmuekacta es + 27 — ¢?—1 + O(Az?, At?), (14)

posible hacer un estudio de convergencia usando los resulta-

dos nungricos calculados con tres distintas resoluciones (NQue permite conocer los valores de la fimcide onda para
dos como en el caso anterior) llamado estudio de autocofodos los puntos de la malla al tiempot 1, excepto aque-
vergencia. Si adeas def; y f» definidas antes se calcula la |los que estan en los bordes = —1y 2y = +1, debido
solucbn f3 de la EDP con resolugh Az /4 se puede calcular 3 que este algoritmo requiere los valores de un punto a la
la razdn siguiente: derecha y otro a la izquierda para tadpen la malla. Para
o Ag? — %Amz +O(A?) ilustrar!o, en la Fig. 2 se njuestra el elem_ento contenifjp enla
— T T TN 3 expresdn (14), llamado ma@cula del algoritmo de evolum.
a1t 3A2° — 35Ax% + O(Az?) En tal diagrama aparece como umncalo negro la posién
Az? + O(Az?) qel d_ominio discretot(* 1, z;) donde sfe.pued(_a palculaen
~ AR+ 0) 4+0(Az), (12 términos de los valores deen las posiciones inidicadas con
circulos blancos. Adeas, esta figura ilustra la necesidad de
donde una vez &s el resultado se llama factor de convergen-conocer el valor de la fungn de onda en todos los puntos del
cia, y una vez ras resulta ser cuatro cuando la aproxirdaci espacio par&® y t"~!, y en especial los valores de la fudi
de la EDP es de segundo orden. De igual modo, si la aproxen las posicioneg§™,z_1) y (t", zy+1) que no estn defini-
macbn fuera de cuarto orden el factoriget6 en lugar de 4. dos enla mallay corresponden al caso en quaalio negro
Finalmente, editil saber que cuando el factor de conver-se localiza erft" !, zq) y (t"*!, z ). Afortunadamente los
gencia es menor que cuatro, es necesario aceptar varias pors::idoreSgbg”rl y ¢}(,+1 pueden ser calculados imponiendo una
bilidades: condicbn de frontera.
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j,n+1 ecuacbn de onda, se tiene que
‘ ¢9 — Ae—mg/az’
1 . 1 t
d)j_l = §A67(Ij+At)2/‘72 + §A67($]‘7At)2/0'2’ (15)

paraj = 0,1,...N. En el caso general, en el que se conoce

j_l n in j+1 n qf)? y su derivada temporﬂt(gﬁ‘;) [ver (13)] no es directo co-
™ ’ /\J’ T ’ nocer el valor de la funoin de onda;bj‘l. Una posibilidad es
(J N % definir los datos iniciales para la fudci de onda com@g?

para cadg, y para calcular@b;1 se hace una expaasi en
serie de Taylor hacia dts en el tiempo de modo que

2

™
. donde si se desea obtener prduisie tercer orden se pue-
J,n—l de reemplazab; (¢9) por d..(¢}) gracias a la ecuadn de

] ) ) onda. Para el caso de datos iniciales&iicos en el tiem-
FIGURA 2. Molécula correspondiente al algoritmo de evolu- po (3t¢? = 0) se tiene<z>j‘1 _ <f>9 + O(AtQ), con error de

. L N ; il . .
cion (14) para la construam de la solu@n al tiempat™ ™ apartic g0 ndo orden. Estos experimentos se pueden llevar a cabc
de datos en los tiempa8 y ¢ sedin la Ec. (14). o

modificando el programa [1].

Técnicamente, en el programa lo que se hace en lugar de
asignhar memoria a las variables en todos los niveles de tiem-
o- Pon =1..N;eslosiguiente: se reciclala memoria, es decir,
una vez que se ha construido la sodlmb;?“ para todgj, se
[g@signan los valores

Finalmente, la expresn (14) permite la evoludin de va-
lores de la fundin de onda en tiempos previosta!, y
adends indica que para iniciar la evoléci es necesario ¢
nocer los valores de la furm en dos tiempos previos. En
este punto es cuando es necesario llenar el dominio espac
con datos iniciales en dos niveles de tiempo. o gnL

J J

Estabilidad del algoritmo. ¢?+1 — ¢n,

Existe una restricoin del algoritmo descrito por (14) respec- | que permite aplicar el algoritmo de evolasial siguiente

to a la estabilidad de la soluni que se eétcalculando. De a0 den + 1. Entonces solamente se asigna memoria a las
dicha expregin se ve que un valor del factdrt/ Az mayor  yariables durante tres niveles de tiempo sidméamente.

gue uno implicaia que la amplitud de la funn de onda en

cada punto crecta al tiempot™+! con respecto al valor que 2 2. Condiciones de frontera y soludin numérica

teria en el tiempd™ y sucesivamente para valores posterio-

res del tiempo. Al factoAt/Ax se le conoce como factor de Condiciones de frontera péiilicas.

Courant Friedrichs Lewy (CFL) debido a que dichos autores

lo definieron para la ecuani de advecéin [5,6]. Para que la En este caso, el dominio es tal que el extremo derecho del do-
discretizacdn (14) sea estable es necesario que el factor CFMiNio espacial se identifica con el extremo izquierdo, o bien,
cumplaAt/Axz < 1 (ver el aendice para una demostrani ~ gue la topologa del dominio espacial pasa de ser la recta real

de dicha condidin). a ser la circunferencid', de peimetrox y — zo. En la Fig. 3
se ilustraésta transforma6n cuando se ha considerado el do-
Datos iniciales. minio discreto. Este tipo de condiciones de fronteraigdeas

para hacer pruebas dédigos nuréricos, usualmente con la

Cuando se trata de resolver una ecoacale segundo orden finalidad de estudiar la estabilidad de los algoritmos y la pro-
es necesario proveer el valor inicial de la fuorcly de su pri-  pagacdn de los errores durante la evoldigj esto es, alguna
mera derivada temporal. En el caso de la ecrade onda, seial -puede ser una fur@m de onda como la estudiada aqu
cuya evoluddn esh dictada por (14), dado que son necesariose pone a dar vueltas en un dominiclico, y se estudia si el
los datos en dos niveles de tiempo, antes de proceder a llevalgoritmo de evolucin es inestable (que lafs explote), si
a cabo la evoluéin, diremos que los datos iniciales eétar es disipativo (que la amplitud decrezca), que sufra dispersi
definidos en los niveles de tiempby un hipoéticot !, con  etc, todos estos posibles efectos sin involucrar los efectos de
el fin de calcular en el primer paso de tiempo el valopds  fronteras en el dominio nuénico que puedan entorpecer la
el tiempot!. interpretaddn del aralisis que se hace de un algoritmo. Tam-

Espetficamente se elige agwn perfil gaussiano en bién existen casos en los que las condicionedeas son
t =t% =0, y dado que se conoce la soloiexacta de la apropiadas para aproximar una sit@acfisica, como el caso
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en gue se estudia la propadgatide una onda en un medio informacbn conocida en estas expresiones es la siguiente:
periodico como la propagatn de fonones en una red crista- todos los valores de en los tiemposg™ y t*~!, y los pun-
lina, o la propagadin de una onda en un dominio piEgdico,  tos internos de la malla al tiemgd*! que ya han sido cal-

por ejemplo sobre una superficie esferoidal. culados a tra@s de (14), de modo que los valoresdgnita
son aquellos valores dgen los puntos negros en la Fig. 4.
Condicbn de onda saliente. Afortunadamente es posible resolver las expresiones anterio-

q diw . delar f res para estos valores desconocidos de la funde onda, lo
Se trata de una condami que se impone para modelar fronte- ue da como resultado:

ras abiertas que permiten el flujo hacia fuera de las soluciones

pero no hacia dentro. Son condiciones de frontera apropiadas . %(_ DL 4 ) 4 dgn — ot

para representar los femenos radiativos de un sistema ais- gy == 3(1+ 2L ) (18)
lado, que genera Bales que se propagan hacia fuera; cuando Az

se trata de un problema de valores iniciales como los descri- ., RL(=¢Rj"L +46jM,) + 4o — o}

tos aql, en los que se imponen fronteras artificiales a una PN = 3(1+ %) - (19

distancia finita de los datos inciales o de las fuentes, y no se
desea que la radiam regrese a la fuente o rebote hacia elEl uso de estas expresiones para los valores del campo, en los
dominio nunérico, es muy importante imponer condicionesbordes del dominio implica el resultado correcto. Finalmen-
de frontera que impidan el rebote déiakes hacia el dominio te, en la Fig. 5 se muestra la solcicalculada con los dos
numérico, tales condiciones son las de onda saliente. tipos de condiciones de frontera discutidosiaqu

En el caso de la ecudni de onda, se sabe que la soturci
general es del tipg(t,z) = f(z +t) + g(z —t) parafy  2.2.1. Errory convergencia.
g arbitrarias, cada una de las cuales corresponde al despla-
zamiento hacia la izquierda y a la derecha respectivamentel error de la solud@n nunérica con respecto a la soloai
de los pulsos iniciales, a lo largo de lasdas caractesticas ~ €xacta queda definido en cada punto del dominio espacial co-
t/x = ct. Tales funcioneg, g son soluciones de las ecuacio- MO
nes

ej = I — G5, (20)
(0r — 02)f =0, (16)

(0 +02)g =0, a7)

respectivamente. Apues, la condidin de onda saliente en

el caso de la ecuam de onda se reduce a imponer en el

borde izquierda:y = —1 la condicbn (16) y en el borde de-

rechozy = +1 la condicbn (17). Es importante mencionar

que para imponer la cond@ del borde izquierdo solamente

se cuenta con valores de la fumicide onda en puntos ve-

cinos hacia la derecha, y de maneralaga, para imponer he ]

la condicbn en el borde derecho solo se cuenta con valorese oo B N —Y N

de la funcon de onda en puntos vecinos hacia la izquierda. * ' ° YoM

Por tanto, esta condimn de frontera ilustra la utilidad de las FIGURA 3. Identificacbn del dominio espacial que es parte de la
aproximaciones en diferencias finitas de derivadas que congiecta real con una circunferencia. El mecanismo consiste en igualar
deran puntos de un solo lado. Por ejemplo, la aproxiamaci [0S valores de en ambos extremos del dominiy = ¢ para
en DF de (16) y (17), utilizando las expresiones (4) y (5) sd°do™-

escriben respectivamente:

L 1 L L 1 0,n+1 1,n+1 2,in+l N;2,n+1 N/—\l,nﬂ N,n+1
o =486 +360 " —¢p 407 — 35" ¢
2At 2Ax
= 0(Az?, At?), on @ Nan
R U e e ) O Tk il
2At 2Ax 01— ———DNa-1
= O(A;ﬁ’ At2), FIGURA 4. Moléculas de la verén discreta adecuadas para apli-

i ) L ] car las condiciones de frontera de onda saliente (16,17). Al igual
donde aderas se ha usado la discretizacipara la derivada que antes, se desea calcular la féncile onda en los puntos ne-

temporal enzy y =y al tiempot™*!. Las mokculas invo-  gros y los puntos blancos son las posiciones donde debe conocerse
lucradas en estas aproximaciones aparecen en la Fig. 4. Ipaeviamente los valores de
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Condiciones periodicas Onda saliente
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FIGURA 5. Solucbn nunerica de la ecuadn de onda que usa la discretizati14) conA = 1y o = 0.1. En el lado izquierdo se muestra el
caso que usa condiciones filicas, y la sBal que sale de un lado del dominio entra por el otro. En el lado derecho se muestra el resultac
de aplicar las condiciones de frontera de onda saliente (16,17), y léfudeionda sale por las fronteras al tiemipeo 1, que corresponde

al caso de que la onda viaja a velocidad 1.

80003 El estudio del error de unatculo nunérico para todos
20025 =025 =057 0.0002 los valores de tiempo es pocoaptico. Es por tal ram que
1 e se estudia alguna furtm escalar del error y se estima la con-
" Wxgl 5;5*"'“'"" 0 1 vergencia désta. Ejemplos de tales funciones son:
4 -0.000
7 -0.0002 i) El error en al@n punto particular del dominio espa-
'g-gggg cial, por ejemplo en las fronteras o en eéiximo de la
I 10 PO (gt distribucibn gaussiana.
k il 0:0001 ii) LanormalL(e) del error, definida como
“ESZZ 0
Xff -0.0001 N
1 -0.0002 Li(e) = Z le;].
L L L -0.0003 7=0
- 0 1-1 0 1-1 0 1
FIGURA 6. Error para distintos valores del tiempo de la sdbaci iii) LanormaL,(e) del error, definida como

recién mostrada para datos iniciales de perfil gaussianetstos
en el tiempo con condiciones de frontera de onda saliente y dos re-
soluciones distintadx = 0.002 (Iineas continuas) Az = 0.001
(cruces). Sabemos que en ®hite continuo el error es cero, por
lo que basta el uso de dos resoluciones para verificar la convergen-
cia del error a cero. El error de |a solaoicon mayor resoluh - ppyonces, dichas funciones escalares del error se pueden mo
ha sido multiplicado por 4 para verificar la exp@si11), o sea, . . . .

Etorear como funciones del tiempo. Como ejemplo, en la

que efectivamente el error es cuatro veces menor cuando se usa 7 | & I | )
resolucon mayor que cuando se usa la resdnanenor, por eso  [19- 7 S& muestran las normas(e) y L (e) para las simu-

aparecen ambas curvas superpuestas. Esto muestra la convergen'f’:?ﬁ'om_as menmonadas.. Queda manifiesto que estediuesk
del error a cero con segundo orden. calar tiene convergencia de segundo orden a cero.

El monitoreo de la preciéh a traes de funciones escala-

En la Fig. 6 se muestra el error de la solutinuneri-  res del error es un procedimiento muy eficiente, pues permite
ca calculada usando (14,18,19) comparada con la $oluci determinar si las ejecuciones y la implemertiaale los pro-
exacta para el caso de condiciones de frontera de onda saliegramas es correcta, sin necesidad de revisar directamente la:
te. Para saber si losalculos convergen a la soléei exacta, soluciones nurricas en cada paso de tiempo. Desafortuna-
basta con aprovechar el hecho de que efingté continuo damante no siempre que se presentan simulacionegritum
(o de resoludn infinita) el error es cero. Entonces se usa lacas se presentan resultados de convergencia de las simula
expresbn (11) y se ejecuta elodigo con dos resoluciones ciones. Existen teoremas que establecen condiciones que ga:
distintas para mostrar la convergencia de segundo orden delntizan que dada la convergencia en una norma se tienen la
error a cero. convergencia de la solum nunérica [6].
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FIGURA 7. NormasL; y L2 del error como fundin del tiempo para las simulaciones mostradas en la figura anteridndadontinua
indica la norma del error cuando se usa res@lnddz = 0.002, la discontinua corresponde a la resofucidz = 0.001 y las cruces son
una muestra de la norma calculados con resotudiz = 0.001 multiplicada por 4. Una vez &s, se verifica que las curvas continua y con
cruces se superponen. Dd ghe la convergencia de estas normas del error a cero es de segundo orden.
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FIGURA 8. Se muestran los efectos de la eléccile coordenadas en la descripcdel espacio-tiempo. Laneas continuas describen curvas

de coordenada temporal constante y lasds intermintentes indican curvas de coordenada espacial constante. En el primer panel se indica
el caso de coordenadas usuales{isdgs cuales los elementos del espacio-tiempo se etiquetan con curvas paralelas a los ejes coordenados.
En el segundo panel se muestra una desénipdel mismo espacio-tiempo pero con las curvas de tiempo constante separadas de una manera
no uniforme que se usa como ejemplo posteriormente. Finalmente se muestra el caso en que se describe el espacio-tiempo con coordenad
tales que las curvas de posgigiconstante no son verticales, sino que se desplazan con respecto a las coordenadas de un observador normal
que viaja a lo largo ddneas verticales.

3. La ecuacbn de onda como sistema de pri- Adicionalmente, la solubn de la ecuaén de onda
mer orden muestra el proceso para construir la sddacile una EDP hi-
perkblica de manera completa y la serie de ingredientes ne-

Hasta ahora, se ha mencionado que el dominio de la éruaci cesarios para la solum de un problema de valores iniciales
de onda es el espacio-tiempo, y en adelante séedor-  COn condiciones de frontera.

malismo de laikica moderna que identifica a dicho dominio  Asj pues, se parte de que la eciaoile onda eatdefinida
con el llamado espacio-tiempo de Minkowski. En esta secen un subconjunto del espacio de Minkowski en 1+1 dimen-
cion se resuelve la ecuaci de onda para ilustrar la solddi  sjones, etiquetado por las coordenadas del espacio-tiempo
de problemas en el espacio-tiempo plano en coordenadas qug ). El elemento deihea de dicho espacio-tiempo &sia-
presentan distintos efectos sobre la féncsolucon. do pords? = —df?2 + d7? en tales coordenadas, o bien
Una complicadn adicional en esta seéci consiste en  ds? = g,,, dz*dxz” dondeg,,,, son las componentes del tensor
gue la ecuadin de onda se escridimo como una ecud@  meétrico [7]. Dicho elemento dérea indica que el espacio-
con derivadas parciales de segundo orden, sino que se trangmpo se etiqueta con rectas tieonstante yi constante
formar en un sistema de ecuaciones con derivadas de primeomo se muestra en el primer panel de la Fig. 8. Una ma-
orden en el espacio y en el tiempo, porque se trata de un esera nas general de etiquetar el espacio-tiempo (foliar el
guema que se aplica comunmente en una gran variedad dspacio-tiempo) implica la necesidad de etiquetar con cur-
problemas de lai$ica, incluidas las ecuaciones de Euler pa-vas de coordenada temporal y espacial constantes mugho m
ra la evolucbn de fluidos, las ecuaciones de Einstein para layenerales que rectas. Esto se consigue mediante una trans-
evolucbn de la geomeia del espacio-tiempo, las ecuacionesformacibn de coordenadas, por ejemplo, si se desea que en
de Maxwell, etétera. lugar de etiquetar el espacio-tiempo con rectas de tiempo
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constante, se puede elegir una coordenada temporal tal qE®©Ps que contenga derivadas solamente de primer orden. La
dt = a(z)di. Como ejemplo se muestra en la Fig. 8b, elrazn es que se simplifica el estudio de las propiedades del
caso en que el espacio-tiempo se etiqueta con curvas de tiesistema de ecuaciones con la idea de construir una éaluci
po constante que no son rectas horizontales en un diagrargéobal a partir de la evoluoh de datos iniciales. La expre-
de espacio-tiempo. De manera&asngeneral, se puede defi- sion anterior (23) sugiere la defirici de dos nuevas variables
nir una transformadin de coordenadas del tight = adty ¢ = 0,0y 7 := (0;¢ — 30.¢)/a. Ob®rvese quer es el
dr = dz — (dt, donde« juega el papel de etiqueta entre argumento de la derivada temporal de primer orden en (23).
los valores del tiempo consideradosiyes una velocidad a Con la definiodbn de estas dos nuevas variables es posible
la que se desplaza la coordenadas decir, ahora las curvas escribir la ecuaén de onda como un sistema de dos ecua-
de coordenada espacial constante ya no son necesariameoi@nes de primer orden para estas dos nuevas variables. La
lineas rectas verticales como en el caso de la Fig. 8a, y se ilugrimera de tales ecuaciones se obtiene directamente de (23):
traelcasoenque = 1y 3 = 1 en el tercer panel. Al usar
dichas coordenadas generales es posible por ejemplo, con- O = Oy (o) + ). (24)
trolar el ritmo de la evoluéin de la funddn de onda en una
parte determinada del dominio. De la Fig. 8b por ejemploSi ahora se supone quees al menos de clagé, la ecuaddn
se infiere que la evolugh de cualquier fedmeno en la parte  Paray esoy = 9y(0,¢) = 9.(9;¢), lo que implica
izquierda del dominio sérmas lenta en ese sistema coorde-
nado que en la parte derecha, y en la Fig. 8c se muestra un O = Op(am + 1)) (25)
;is(;) e?g c?rlri?n:gs éggg ((:aen: dlgse?esoz?gfllzss ?Sn?:?c?r? Elgz;l %a lo Il_%lrs Ec’:s. (24-25) constituyen la yfx'r_aide primer orden de la
esh en funcbn del problema que se desea resolver. ecuacon de onda con la constricei ¢ » =¢, 1a cgal de

En dichas coordenada generales, el tensetrioo resul- be satisfacerse con el grado de prérisie la aproximaéin

tante y su inversa en forma matricial son los siguientes: en d_|ferenC|as finitas. Esto r_ecuerda que la f_uncmcogmta
original ¢ no aparece en el sistema de ecuaciones, pero puede

B < (—a?+ 3% ) 21) reconstruirse a partir de la defirei derr una vez calculados
G = 38 1)’ T Y, 0seadp = ar + [i.

_1/a? /0 Finalmente, el problema de valores iniciales con condi-
gt = ( : ) , (22) ciones de frontera por resolver es el siguiente:

Ble?  (1-p52/a?)

dondea > 0 es la funobn lapso ys3 es lalnica com-

ponente del llamado vector de corrimientsshift, adenas oy = Op(atp + Br), Opp = Ox(am + BY)
u, v = t,z. En general el operador de onda o bien el opera- _ _
dor d’Alambertiano para un espacio-tiempo dadé esfini- m(@,0) =mo(@), ¥(=,0) =o(z),
do por m(=1,t) =7np(t), w(1,t)=mgr(t),
1 ol Y(=1,t) =9yr(t), ¥(1,t) =¢r().
0o = 0 — gt 61, ) L ) ; R
¢ — u[ g9 9]

xe€[-1,1], t>0, (26)
dondeg = det(g,, ). Para el caso general (21) se tiene que
v/—g = a y la ecuaddbn de onda en su forma general se es-con la constricéind,¢ = v, misma que debe satisfacerse en

cribe el limite continuo.
0="L¢ 3.1. Analisis caracteiistico
1 LV
= ﬁau[v —99"" 0,9 Al analisis caractéstico de un sistema de ecuaciones de pri-
) ) mer orden es muuytil y en algunos casos indispensable. En-
= —0,Jag™ 0,8 + —0,[ag™ 8, ] tre las aplicaciones que tiene dichadisis se encuentran las
a o siguientes:
1 xT 1 X xrxr
=0 [ag"di¢ + g Dug] + - Ozlag 0ip + ag™ ¢ = Enalgunos casos (como el presente) permite escribir el
] 1 3 sistema de ecuaciones como un sistema de ecuaciones
= =4 {—8@ 4 am} de advecdn, es decir, del tipd;u = d,.u, y de hecho
a « a aqu se haa con el sistema de ecuaciones de evaluci
1 2 en (26).
+ —0y [ﬂatqz) +a(l - ﬁz)acgﬁ] . (23)
« « «

= Las variables que obedecen dichas ecuaciones de ad-
Obstrvese que cuande = 1y 3 = 0 se recupera el opera- veccbn son las llamadas variables caraisticas, que
dor de onda sencillo (8). Es deseable escribir un sistema de  se construyen adpara el caso de la ecuécide onda.
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= Dichas variables caracisticas permiten imponer con- es decir, las velocidades de propagacidependen de las
diciones de frontera de manera clara. En el caso de leoordenadas que se han elegido para etiquetar el espacio-
ecuacbn de onda, tales variables carardicas corres- tiempo. Dado que los dos valores propios son distintos y rea-
ponden a los modos de la ecuatide onda que se pro- les, y como veremos enseguida los vectores propios forman
pagan “aladerecha”y “alaizquierda”, y en el presenteun sistema completo de vectores, el sistema de ecuaciones
trabajo se hace para coordenadas inclusacena(x) es fuertemente hipedlico [8]. Esta propiedad garantiza que
y 8 = B(x). se tiene un problema de valores iniciales bien planteado [8].

En el casod = 0y o = 1 (la ecuaddbn de onda usual) se

» En el caso de problemas de valores iniciales con ecuabtienen las velocidades caratséicas\ = +1, lo que im-
ciones de evoluén menos conocidas, permite deter- plica que las trayectorias de los datos iniciales son rectas con
minar si el problema se encuentra bien planteado, @endientest1 que definen el cone = =z, + ¢, cuyas rec-
bien formulado. Esto es, si dados unos datos inicialegas corresponden a las caratdticas de la soludn, es decir,
para el problema se obtiene una sabica un tiempo  aquellas curvas (rectas en este caso) a lo largo de las cuales
dadoty, y se resuelve nuevamente la evolucte da- | valor de la soludin es el mismo que el valor al tiempo
tos iniciales como los originales pero con alguna ligeranicial [9].
perturbao:'nn, la solucbn obtenida al tieme se@una Los vectores propios Correspondientes Ja. son
solucbn como la obtenida originalmente pero con unay, = (1, —1)7 y u, = (1,1)7. La matriz que diagonaliza
ligera diferencia. Que un problema sea bien plantead@\ es por tanto
estag relacionado con las propiedades de hiperbolici-
dad del sistema de ecuaciones [8], pero no discutire- p _ ( 11 ) p-!— 1 ( 1 -1 ) . (30)
mos aqiisu relacbn con la estabilidad de las solucio- -1 1) 2\ 1 1

nes. De aqu, A puede escribirse comA = PAP~! conA =

La importancia de este tipo deéisis aplicado a la solu- 4ia9(A+, A-). Multiplicando la Ec. (27) poP~' se tiene
cion nunerica de pro_l?lgmas de valores |Q|_C|ales puede que- P l9u+ P 'Adu = —0,(P~'A)u
dar ilustrada con el hiético caso de la soluan del problema
del choque de agujeros negros, el cual séatdymulado co- Ow + A0, w = —0,(A)w, (31)
mo un problema de valores iniciales en una descompwsici
3+1 del espacio-tiempo que obetean sistema de ecuacio- donde
nes que no es fuertemente hip@ito (ver abajo or tanto 1
no pzrmita un problema de vg(gres(inicialesJ b)ignpplanteado; w=P lu= S(m =, m+ )" = (R, L)" (32)
ala postre, desf@s de variosi@os, mediante la manipulaei
de las ecuaciones y la introduéni de nuevas variables de
evolucbn se construy otro sistema de ecuaciones de evolu-
cion fuertemente hipedico, lo que corresponde a un proble-
ma bien planteado y por tanto perraita evolucon estable
de sistemas de agujeros negros en una computadora [2].
Para lograr el aglisis del caso -que estamos tratando-g o
de las ecuaciones (26), se define el vector de estado
u = (m,4)T, y es posible escribir las ecuaciones de evolu€n la versbn de primer orden de la ecuéni de onda es

es el vector cuyas componentes sorvisables caracteisti-

cas De este modo, las dos Ecs. (24) y (25) se desacoplan, y
la dinamica del campo escalar ha quedado descompuesta en
un modo que se mueve a la derecRa= 1/2(w — «)) y otro

que se mueve a la izquierda & 1/2(7 + v)).

Datos iniciales

cion como necesario conocer al tiempo inicial los valoresnde, x) y
(0, z). Esto es equivalente a demandar valores payau
oru+ Adyu = —0,(A)u, (27)  derivada temporal al tiempo inicial nuevamente. Con el fin de
enfocarnos en la evolumi de datos iniciales es posible ele-
donde gir simplemente datos sigtricos en el tiempo para un perfil
gaussiano:
—(T—T 2 0'2
A:—(ﬁ O‘). (28) $(0,z) = Ae~ w0/,
a 3
B (x — xp)
Las direcciones caracisticas, o sea, las direcciones locales ¥(0,2) = -2 2 (0, ),

de propagadin de las siales en el planat se obtienen de
los valores propios de la matrix , para lo cual se resuelve
la ecuaddn det(A — [>A) = 0 con\ = dz/dt, dondel; es Se sabe que la solri de la ecuaéin de onda es la su-

la matriz identidad x 2. Los resultados son los siguientes  perposicdn de un pulso que se mueve a la derecha y otro que
se mueve a la izquierda(t, z) = f(x +t) + g(xz — t)). En-
tonces la evoluéin de los datos iniciales (33) debe mostrar

7(0,z) = 0. (33)

)\:t = 76 + a, (29)
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la descomposiéin de los datos iniciales en dos gaussianas3.4. Condiciones de frontera
De hecho para el caso usual & 1, 5 = 0) y los datos

iniciales (33) se tenil Como se puede ver de la Ec. (35) y de la Fig. 9, el valor
1 de la variable que se desea actualizar puede calcularse sola-
#(0,z) = 2 Ao~ ([z+tl=z0)?/o? li=o mente en los puntos interiores del dominio, y no en aquellos
2 localizados en las fronterasg, = v; la razdn es que en lpar-
1A —(Jz—t]—z0)?/5? te derechade = aparece una derivada espacial. Este no es
+ —Ae ‘t:()a (34) H i i
2 un obséculo sino nuevamente una oportunidad para imponer

(‘agndiciones de frontera que involucran derivadas espaciales.
Como ejemplos de condiciones de frontera para la ecnaci
de onda se considera solamente las de onda saliente. En el ca
3.3. Evolucionando los datos iniciales so de las condiciones pédicas se procede de maneralan

ga a la implenetada en la semgianterior, es decir se cambia
La evolucbn de datos consiste en dllculo de una funéin  la topologa del dominio finito a la d&*. Sin embargo, en el
ff“ a partir de datos en los niveles de tiempo previos come@aso de las condiciones de onda saliente, el operador de onde
se descrild en la secdin anterior. Para ilustrarlo congicese  general usado agao se factoriza tarétilmente como se hi-
la Ec. (24) escrita en la forma siguiente para 1,..., N—1:  zo en (16,17), pues ahora se trata de coordenadas generales
Sin embargo, la descompogioien modos derecho e izquier-

gue involucra dos pulsos gaussianos superpuestos que
tiempot = 0 aparecen como un solo pulso.

(Oym); = (0t + Bm) 1 — (o9 + ﬂ”)j—l. (35) do de la solu@n permiten implementar de manera elegante
2Ax las condiciones de frontera.
Esta versin de la ecuaéin se conoce como vedsi semidis- La condicbn de onda saliente en la frontera izquierda

creta, es decir, que solamente la parte derecha aparece en feensiste en la eliminagh del modo que viaja hacia la dere-
ma discreta, denotada usualmente pias(r). Esto es, (35) cha (R = 0), lo que significa que no se permite la reflécci

es una ecuah ordinaria ert der para cada valor dg osea  hacia dentro del dominio, y la condii en la frontera de-

se tienenV — 1 ecuaciones diferenciales ordinariag ele . recha consiste en eliminar el modo que viaja a la izquierda
Entonces basta con un integrador de ecuaciones diferencialés = 0). Explicitamente, en la frontera izquierda se exige
ordinarias para evolucionar datos de un tiempo al siguiente en

cada valor dg. Esta n&todo de evoluéin es conocido como l(ﬁg + %) = Lo,

“método deineas” (MoL) y se trata de una herramienta muy 2

utilizada para la evoludin en problemas de valores iniciales. 1 . n
La molecula usada para construir la solutal tiempon + 1 2
se muestra en la Fig. 9. luc " " I D q valente. |
El integrador de ecuaciones ordinarias se eligecemit cuya_s_(? uen esm, = vy = L. De modo equivalente, fa
condicbn en la frontera derechae$ = Ry y ¥} = —Rn.

nos de la precisin deseada, la disipdti que introduce en
los calculos y sus propiedades de estabilidad, lo que implic
restricciones en el valor del factor CF\t/ Az (para apren-
der mas acerca de las propiedades y estabilidad de los alg
ritmos de evoludn conviene revisar las Refs. 6 y 8). Para
obtener los resultados de este trabajo se ha usado un algoidts. Resultados

mo Runge-Kutta de tercer orden, gacel cual, si la fund@n

f satisface una ecudni del tipod, f = rhs(f) = S, donde  Con todos estos conceptos en mente: datos iniciales, un al-
S es laparte derechale la ecuadn de evoludn paraf y  goritmo de evoludn para las funciones de un tiempo al si-
gue puede incluir funciones y derivadas de funciones concguiente, condiciones de frontera y uddigo que contiene
cidas en su verén discreta, el algoritmo para calculgt! todos estos ingredientes, es posible construir soluciones de
en &rminos de valores de funciones en el tiempo previo séa ecuaddn de onda usando distintas coordenadas.i,Aspi

gl problema se reduce a calculag, Ry, Ly Y Ry . Para co-
nocer estos valores basta con hacer una extrapolasiando
6QS puntos internos de la malla.

resume as presentan algunos ejemplos ilustrativos. Nuevamente, se eli-
ge el dominio[—1, 1] x [0,¢) y datos iniciales coll = 1y
fo=F"+ AtsT, o=0.1.
e 3. 1. At En la Fig. 10 se presentan dos casos ao& 1. En el
7= Zf + Zf + TS ; primer casos = 0, lo que corresponde al caso usual de la
ecuacbn de onda. De hecho, puede verse que la gaussiana
f = gf + gf + gAtS . inicial se divide en dos gaussianas pdtagque llegan a las

fronteras al mismo tiempo (alrededor- 1) al igual que en

Tal algoritmo es usado comunmente porque requiere dia Sec. 2. Sin embargo, en el segundo ¢ase1, esto es, las

tres iteraciones solamente, es preciso y estable para valoresordenadas se mueven hacia 0 a la velocidad de propa-
suficientemente peqties del factor CFL. gacbn de la onda; entonces el sistema de coordenadas sigue
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a uno de los pulsos, lo que en la figura se traduce en un puls® es necesario imponer condiciones de frontera (laales
centrado permanentemente:ee- 0; el otro pulso alcanzala nunca llegain a las fronteras), y por otra parte, los pulsos
frontera en la mitad del tiempo que toma en el caso anterioreséin siendo resueltos con cada vez menos puntos del domi-
nio espacial, lo que afecta la predside los élculos. En
cualquier caso, este ejemplo ilustra las posibilidades que se
tienen cuando se puede elegir un lapso whift no triviales.

Un ejemplo que ilustra el papel del laps@s el mostrado
enlaFig. 11. En tal caso el lapso tiene el perfil de una fumci
escabn suavizada tal que el lapso va de 0.5 a 1.0. El efect
que produce esta eleéai es que -sienda? el coeficiente de

9 . , : En la Fig. 13 se presenta la autoconvergencia de la solu-
dt=- determina gé tan separados se encuentran los niveles de., " L
X . , " Cion para elultimo de los casos mostrado, y se indica que a
tiempo (ver la Fig. 8b). Por tanto, la evolaaoi en la regin

dondea — 0.5 (z < 0) es s lenta que en la ragi donde partir de cierto momento, la soldxci deja de converger y no

. se debe confiar en el resultado renno a partir de enton-
a =1 (z > 0). De hecho, en el primer caso al pulso le toma

. ; ces. Si se desea que la sofucconverja durante as tiempo,
un tiempo~ 2 para llegar a la frontera, mientras que en el se-

: basta -para este caso- con aumentar la resoiuga que el
gundo caso el pulso llega a la frontera en un tiemph Este ; - :
? : - . . hecho de que no converja la soloicies debido a que los pul-
tipo de comportamiento es muyil en escenarios de relati-

! . S0s se comprimen en las coordenadas escogidas conforme se
vidad general. Por ejemplo, cuando se forma un hoyo negro

debido al colapso de dlig tipo de materia, lo que se encuen- aproximan a las fronteras, y eﬂlr!nerg de puntos con los que
tra es que los invariantes geétricos comienzan a diverger se desea resolver cada pulso disminuye.
en la regbn de la singularidad, y por tanto una posibilidad

para suavizar los efectos de gradientes grandes de funcione J n+1
consiste en elegir unas coordenadas &minos den y (3) ’
gue comprime la separaci temporal entre un tiempo dado
y el siguiente en la regn cercana al origen demandando que
a — 0 en dicha redgin, de modo que la evoluan tiende a
congelarse dh

i-1,n j.n j+1n
. ' . o N )
Como ejemplo final, en la Fig. 12 se presenta la séhuci NP NP U

para TI Casla E ldydﬁ |: L En estle Ca]:SO I?S CO(I(iJenadas VI3-E,GURA 9. llustrachn de la mokcula usada en la construgnide
Jan alavelocidad de la onda en las fronteras 1, porqueé 5 gojycpn al tiempon + 1 con dos niveles de tiempo. Eirculo

en esos dos puntgs= +1. Esto implica que las $@ales nun-  eqrq indica el punto de la malla donde se desea calcular el valor
ca llegaén a las fronteras nunicas. Otro efecto es que 10S de una fundn, mientras que losiculos vagos indican la posiéin
pulsos en estas coordenadas se comprimen conforme se acg#os puntos de la malla donde es necesario conocer los valores de
can a las fronteras. Por una pagsta es una ventaja, porque las funciones involucradas.

Onda saliente, o=1, =0 Onda saliente, a=1, p=1

15 7 ' X

FIGURA 10. Solucbn de la ecuaéin de onda para dos sistemas de coordenadas. (Izquierda) labecdaainda usual = 1, 8 = 0; la

gaussiana inicial se parte en dos gaussianas de amplitud igual a la mitad de la original y mismo ancho, cada una de las cuales viaja hacia la
fronteras. (Derecha) la ecuaanide onda comx = 1y 8 = 1, lo que implica que las coordenadas viajan a la velocidad de propagdei

uno de los pulsos, por eso uno de los pulsos aparece siempre en la misnaposici
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4. Solitones, un caso de ecuam de onda no
homogenea 0

Onda saliente, o=1, B=x

Ecuaciones de tipo onda no honéogas son objeto de estu-
dio en distintas ramas de Iesica, siendo la de Klein-Gordon
(KG) una de las mejor estudiadas. La ecoade KG se es-
cribe en general como

dv(¢)
Op+ ———==0
o+ =g =0
donde¢ se llama campo escalar¥(¢) es el potencial al
gue se somete el campo escapary determina sus propie-
dades ffsicas. Las aplicaciones de dicha ecoacian desde
la propagadn de fonones en los materiales y ecuaciones de
perturbaddn de sistemas astisfcos (como los agujeros ne-
gros [12]), hasta la evolugn del universo temprano durante
el peiiodo llamado infladn y algunos modelos que explican Figura 12.Solucbn para el cas@ = z y a = 1. Debido a que el
la ener@a oscura en el universo [11]. valor delshiftiguala al valor de la velocidad de propagacie la
Como ejemplo ilustrativo se considera un tipo de ecuaonda en las fronteras, lasiisdes nunca llegan a las fronteras. Las
cion de KG que admite soluciones sotitcas, es decir, solu- gaussianas se comprimen conforme se aproximan a las fronteras.
ciones cuya densidad de eri@rey en algunos casos el perfil

del campo escalar- es independiente del tiempo (cantae 0505
onda sqlltarla) y que al interactuar con otras splumoneg del 0,025 (<0.5 —
mismo tipo en el mismo espacio-tiempo el perfil de densidad 0.001
antes y despes de la interacén se mantiene sin cambio; en 0
la Ref. 13 se expone con detalle la defibitimatenatica de -0.001
los solitones. En particular afse muestra el funcionamiento 0.002
-0.003
. . . 0.03
Onda saliente, o=0(x), =0 “-5* =20 =25 1 002
L 0.01
0
1 .‘J’ i ;"fx -0.01
H -0.02
05 1 1 1 _0-03
1 0 1-1 0 1-1 0 1
0 . P
FIGURA 13. Se presenta la autoconvergencia de la solupara el
casoenqu@ = xy a = 1. Para tal efecto se usa el resultado (12).
0 Para construir esta g@fica se usan las resolucionfs;; = 0.002,
05 Azo = 0.001 y Az = 0.0005. La linea continua corresponde a
la resta de la soluéh calculada co\z1 y Az2, mientras que la
t muestra de puntos corresponde a la resta de las soluciones calcu-

1 ladas com\z2 y Azs multiplicada por 4. De los resultados se tiene
gue los resultados convergen hasta 2 pues se superponen am-
bas curvas, y a partir de entonces las dos curvas no se superponen,
por lo que no se puede confiar en los resultados a partir de entonces

FIGURA 11. Solucbn de la ecuaéin de onda para el cagb= 0 pues no convergen con el orden esperado.

y a = 0.25tanh(10z) + 0.75, que es una versn suave de una

funcion escadn que salta de 0.5 a 1.0. Puede observarse que en lge |os netodos nuréricos descritos en el caso de la ecaaci

region dondex = 0.5 (z < 0) la onda se propaga con baja veloci- de Sine-Gordon, es decir, la ecuatide KG con potencial

dad en estas coordenadas (el pulso tarda em llegar que el pulso V(¢) = 1 — cos ¢, es decir, la ecuadi ¢ + sin ¢ = 0.

en la otra mitad del dominio). Esto es a®rque en dicha regn S uci de dicha e .

se ha usado unas coordenadas tales que el intervalo de tiempo es =€ CONOcen soluciones exactas de dicha eooaglismas
0.5dt, de modo que los intervalos de tiempo en esabrege en- ~ JU€ Usaremos como datos iniciales para resolver el problema
cuentran ras cercanos uno al otro, mientras que en laoregon ~ de evolucdn. Para lograrlo se adopta la vérside variables

z > 0, para el cual el intervalo de tiempo es como en los casosde primer orden descrito en la semtianterior. Aspues, co-

anterioresl.0dt, ver la Fig. 8b. mo datos iniciales se superponen dos solucionenalés

25 1 X
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en el mismo dominio al tiempo inicial: Las ecuaciones de evoldai son el conjunto de Ecs. (26) que
) T — x — vt aqu se reescriben con la correénien la ecuaéin parar que
¢(x,0) = 4tan {exp <W ﬂ contiene la derivada del potencial del campo escalar:
- t=0

_ 4tan_1 |:6Xp (‘T + 2o +2Ut):| (37) 8t1/} :8x(a7r + 6#1)7
. ' 1,7.1] t=0 Oy =0, (atp + B) — asin .
dondev es la velocidad de propagéaci del campo. Estos da-
tos iniciales corresponden a dos solitones centradeésigly | 5 versbn discreta dehs(r) es
con velovidady tal que se mueven uno en diretgidel otro.
Dado que se desea ver el feneno desde un sistema de coor- [(ay) + B7) ;41 — (ap + Br);_1]/202 — o sin ¢;.
denadas fijo y centrado en el origense elgea 1, 5 =0,y

los valores iniciales para las dos variables de primer orden sen, |a Fig. 14 se presenta la evologide la funddn de on-

reducen a da calculada como un problema de valores iniciales usando
b= 0,6 = 23ech{_m + To + vt} To = 10y v = 0.5. Tarppén se present.a la densidad de
V1 — 92 enerda asociada a la fun@n de onda, escrita en general co-
e mor
Vi-o? |7 _ (0N 100N a8
w:8t¢:—2vsech{m+l"o+vt} p_2(3t> +2(5$> i 49
Vi—o?

Tambén se muestra la gfica de convergencia del error
+ 2vsech{_x — 2o — vt de la solucion num@rica comparada con la soloai exac-
1—v

2 ta (37). La propiedad de que el perfil de densidad de @merg

0.0004

L(e)

0.0003 -

0.0002 -

Ax=0.01
Ax=0.005 -+

0.0001

0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 60
14

FIGURA 14 .Se muestra la evolu@n de dos solitones superpuestos que obedecen la énuwiEBine-Gordon. En el primer panel se muestra

el perfil del campo escalar yomo en el momento de la colsi cambia de signo aproximadamentea 15. Se muestra ades el perfil

de densidad del campo escalar (seda Ec. (38), el cual se conserva para ambos solitones eesfmila coliin. Un trabajo detallado

relacionado con el choque de solitones debiera mostrar que los perfiles se preservasojaaggnte se muestra en una solafiga el

comportamiento de la densidad de efm@rdambén se ha comparado la solaginunérica con la exacta (37) y se muestra la nodmalel

error usando distintas resoluciones, donde se ha multiplicado por cuatro el error calculado con |®resitéugara verificar la convergencia

de segundo orden a cero del error. El dominia es[—20, 20], ¢ € [0, 60].
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se preserva antes y degsude la coli$in es el signo @s  permiten entender si un problema de valores iniciales es bien

importante de que se trata de dos solucionesosidias [13].  planteado o no, adeds de la utilidad que tienen dichos ele-
De igual modo se pueden explorar las propiedades sanentos para imponer condiciones de frontera correctamente.

litbnicas de otros tipos de ecuacide onda cuya solumi

exacta sea desconocida [3]. Por ejemplo, en la Ref. 14 se des- .

cubrid que en modelos que consideran que la materia oscur‘%gradec'm'emoS

es un condensado de Bose, las estructuras (como galaxia Pautor aaradece a Aleiandro Cruz Osorio. Fabio D. Lora
cimulos de galaxias) se comportan como solitones y se trasz, .. grad J i ' i
lavijo y a Jeéis M Rueda Becerril por haber hecho obser-

pasan cuando son sometidos a condiciones de @olisi . . ) )
oygciones importantes que mejoraron el texto.Este trabajo re-

Una propiedad importante de este tipo de sistemas ¢ )
. . cibe apoyo parcial de los proyectos CIC-UMSNH-4.9 y CO-
operadores de onda en ecuaciones no hémeas es que NACyT 106466,

la estructura caracfistica es la misma que en el caso ho-
mogeneo, pues losstminos del sistema de ecuaciones que

se estudian en el afisis caractéstico son los que corres- Apéndice A

ponden a la parte principal del sistema de ecuaciones, lo que

garantiza que las velocidades de propaagilos modos ca-  Aqui se presenta una prueba de estabilidad para el esqueme
ractefsticos de este sistema se definen del mismo modo quge discretizacin (14) y las restricciones del factor CFL.

en el caso de la ecudri de onda homamnea. En esta prueba se estudia el crecimiento del error con el
tiempo. A at = 0 enxz € [0, NAx] se considera que el
5. Comentarios finales error en cada punto del dominio espaciales= e(jAzx).

Debido a que la aproximam en diferencias finitas (14) es
En este trabajo se ha presentado tanto la manasasimple lineal bastak con calcular la propagasi del error para un
de resolver la ecuan de onda usando diferencias finitas, co-soloj. Se propone la exprdsi para el error con propagaai

mo la mas completa que involucra el@rsis caractéstico. exponencial del error al tiempo inicial como
Un punto importante relacionado con los algoritmos es N N
gue en los ejemplos desarrollados en este manuscrito, la re- ef = e Terhn — ginjAzen (A1)

solucbn en todos los casos es uniforme. Esta cobdigs o
suficiente para resolver los problemas de valores iniciales cofonde parad = 0 se tienee; = ¢#/4*. Se propong = ¢”
una dimengin espacial como los mostrados ageronone- Y v € C, lo que permite que si es imaginario el error so-
cesariamente lo es en casos mas generales. ba ezque lamente oscila en el tiempo, pero no creéety por el con-
cuando las ecuaciones involucran tres dimensiones espacialégrio, siv es real positivo el error crecexponencialmente.
la memoria de la computadora se convierte en una limitanteE! criterio de estabilidad se reduce a pedir ¢gje< 1 para
Es entonces necesario optimizarla y hacer uso de algoritmaé#) esquema estable. De (14) se tiene que el error satisface la
de refinamiento de mallas que permiten asignar mayor resRisma ecuaéin queg, por lo que editil introducir la expre-
lucion solamente en aquellas regiones donde los gradient&®n (39) en (14):
de las funciones involucradas en las EDPs son grandes, por
. . n+ n n—1_ 2/ n n n

ejemplo en nuestro caso puede ser en las regiones donde lo§;  —2¢j +¢; =p (€fy1 —2ef +efq) =
pulsos dep tienen amplitudes mayores. Un algoritmo comun- 1 ‘ ‘
mente usado para este posiio es el conocido como el de  e#7A7¢n (5 -2+ 2 =p(eA® -2+ e“’A‘”)) =
“caja en caja” de Berger y Oliger [15], que consiste en que a ¢
partir de un dominio espacial de un problema de valores ini- £2 —2¢A+1 =0 (A.2)
ciales con resolubn Az, se eligen subdominios en los cuales
la resolucbn es mayor, por ejemplaz/2, y dentro de estos  dondep=At/Az y A=1 — 2p*sin®(vAz/2). Las races de
subdominios se definen otros con resaddaciin mayor, di- dicha ecuadin son{;=A+ VA2 - 1y&_ =A—+A%2 - 1.
gamosAz /4y ad sucesivamente. La particularidad de dichoAhora, A < 1 porque para todo valor de se cumple
algoritmo es que las fronteras de cada subdominio descansan- 2p?sin’(vAz/2) < 1. Se tienen pues dos casos i)
sobre puntos de la malla de la siguente resolucion menor. |A| < 1, lo que implica qugé.| = [¢€_| = 1, y basta pa-

El elemento mas importante en losatculos nungricos  ra inidicar que el esquema es estable, yiix —1, lo que
basados en la aproximaci en diferencias finitas es la con- implica que|_| > 1, lo cual basta para que el esquema sea
vergencia de la solugh nunérica. No sobra insistir en que inestable.

k

si se resuelve un problema con la aproximadile las dife- Entonces hay solamente una condiitique se debe
rencias finitas es necesario indicar ya sea la convergencia odamplir para que el esquema sea establd, < 1, o
autoconvergencia de los resultados Buicos. sea—1 < 1 —2p?sin?(vAz/2) < 1, siendo la primera de-

Respecto a la soluan de un sistema de primer orden, sigualdad lalinica que implica una restrid@m sobre el valor
es importante tener en cuenta la rocide velocidades ca- enp, a saber, para que el esquema sea estable es necesari
ractefsticas y modos caracieticos de propagamn. Estos quep? < 1.
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Finalmente, retomando la notéai de la discretizadbn  la ecuaddn de onda con distintos valores del factor CFL y
se tiene que el factor CFL éssometido a la restriomn  verificar en la pacticaésta condidn de estabilidad.
At/Az < 1. El lector puede usar elodigo para resolver
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