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Se presenta la solución de la ecuación de onda como ejemplo paradigmático de la solucíon de problemas de valores iniciales con condiciones
de frontera usando la aproximación de diferencias finitas. Primero se desarrolla una solución elemental y una discretización directa a manera
de introduccíon. Posteriormente se resuelve la ecuación de onda como un sistema de primer orden, se estudia la hiperbolicidad del sistema
de ecuaciones resultante, se calculan los modos y velocidades caracterı́sticas del sistema y se imponen condiciones de frontera en términos
de las variables caracterı́sticas. Se adopta el ḿetodo de ĺıneas como esquema de evolución. Adeḿas se hace especialénfasis en que los
resultados nuḿericos necesitan un criterio de validez. En el caso de la aproximación con diferencias finitas de una ecuación diferencial
parcial se presenta la convergencia a una solución correcta en el lı́mite continuo. Finalmente, se espera que este trabajo sirva de guı́a para la
correcta solucíon de problemas de valores iniciales con condiciones de frontera en general.

Descriptores:Métodos de diferencias finitas; técnicas computacionales; ecuación de onda.

The solution of the wave equation is presented as the paradigm of the solution of initial value problems with boundary conditions using the
finite differences approximation. First, it is developed an elementary solution and a direct discretization in order to introduce the method.
Second, the wave equation is solved as a system of first order, the hyperbolicity properties of the resulting system of equations is studied,
the characteristic variables and characteristic speeds of the system are calculated and boundary conditions are imposed in terms of the
characteristic variables. In this case the method of lines is used as the evolution scheme. Special attention is devoted to the fact that numerical
calculations require a criterion to be valid. In the case of the approximation using finite differences of a partial differential equation, the
convergence to a correct solution in the continuum limit is presented as such criterion. Finally, it is expected that this manuscript serves as a
guide to solve correctly other initial value problems with boundary conditions.
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En este trabajo se presenta la solución de la ecuación de on-
da como la solución de un problema de valores iniciales con
condiciones de frontera usando una aproximación en diferen-
cias finitas. Se considera dicho caso como el ejemplo em-
blemático de la solucíon de problemas de evolución de sis-
temas hiperb́olicos de ecuaciones. Adicionalmente se provee
un ćodigo computacional simple que funciona, que es capaz
de reproducir los resultados en este artı́culo y se espera que
el lector pueda aplicar las ideas aprendidas en problemas más
complicados relacionados con la solución de ecuaciones di-
ferenciales parciales (EDPs) asociadas con problemas de va-
lores iniciales de su interés.

La aproximacíon en diferencias finitas está basada en la
discretizacíon del dominio en el que se define el sistema de
EDPs. Adeḿas de presentar dicha herramienta se muestra el
tipo de pruebas que debe cumplir la solución nuḿerica de
EDP. El caso de la ecuación de onda se estudia de dos mane-
ras:

i) la primera utilizando una discretización simple que usa
tres niveles temporales, con la cual se ilustra el funcio-
namiento de la aproximación en diferencias finitas, y

ii) la segunda, en la que la ecuación de onda se descom-
pone en un sistema de ecuaciones de primer orden en
el espacio y en el tiempo, cuya solución se construye

utilizando el ḿetodo de ĺıneas con dos niveles tempo-
rales.

El segundo caso además se resuelve para sistemas de coorde-
nadas espacio-temporales generales, se estudia la hiperbolici-
dad del sistema de ecuaciones de primer orden, se construyen
las variables caracterı́sticas y las velocidades caracterı́sticas
del sistema y se imponen condiciones de frontera usando las
variables caracterı́sticas. Se presenta la solución de la ecua-
ción de onda en coordenadas muy generales, con la inten-
ción de mostrar ćomo los feńomenos que son invariantes ba-
jo cambios de coordenadas (por ejemplo los relacionados con
los sistemas relativistas) pueden controlarse numéricamente
si se eligen las coordenadas de manera apropiada. Para me-
jor entendimiento y para ejercitar los conceptos presentados
aqúı, los ćodigos utilizados se encuentran disponibles públi-
camente [1]. De hecho aquı́ se ilustran las estrategias que se
usan para resolver problemas como el de la evolución de agu-
jeros negros, en los que la elección de coordenadas se hace
incluso de manera dinámica [2], pero también permite estu-
diar problemas de tipo onda en espacio-tiempos generales,
como es el caso de la propagación de la radiacíon gravitacio-
nal, que obedece ecuaciones tipo onda no homogéneas.

Las herramientas que se presentan se aplican a gran va-
riedad de problemas de la fı́sica téorica actual, como es el
caso de la solución de ecuaciones diferenciales parciales de
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la relatividad nuḿerica [2], la ecuacíon de Schr̈odinger de-
pendiente del tiempo asociada a condensados de Bose en la
aproximacíon de campo medio o gases atómcios [3], los pro-
blemas asociados con la evolución de fluidos que obedecen
las ecuaciones de Euler [4], entre otros también de gran im-
portancia.

La solucíon de la ecuación de onda homoǵenea plantea-
do en variables de primer orden es de la mayor importancia
y relevancia por una sencilla razón: el ańalisis de hiperboli-
cidad que decide si un problema de valores iniciales es bien
planteado o no se reduce al estudio de la parte principal del
sistema de ecuaciones de primer orden (como se ilustra en
este trabajo). Entonces, las ecuaciones de tipo onda que con-
tienen el operador de onda, y alguna función de la funcíon de
onda, e incluso algunos términos de fuentes, tienen la estruc-
tura caracterı́stica de la ecuación de onda homoǵenea. Por
tanto, las herramientas presentadas aquı́ sirven para resolver
una gran cantidad de problemas semejantes.

Por otra parte, existe en la actualidad la preocupación de
que en la mayorı́a de los casos, cuando se presentan resulta-
dos nuḿericos, no se muestran pruebas de convergencia. Es
por ello que se presenta de manera detallada el método para
verificar la convergencia de los resultados calculados usando
diferencias finitas.

El trabajo est́a organizado de la manera siguiente. En la
Sec. 1 se describen los métodos nuḿericos relacionados con
la aplicacíon de las diferencias finitas a la solución de EDPs.
En la Sec. 2 se ejemplifica el funcionamiento de la aproxi-
macíon en diferencias finitas con la ecuación de onda y una
discretizacíon simple. En la Sec. 3 se presenta la formula-
ción de primer orden de la ecuación de onda en el espacio-
tiempo de 1+1 dimensiones y la hiperbolicidad del sistema.
En la Sec. 4 se presenta la solución de la ecuación de onda no
homoǵenea correspondiente a la ecuación de Klein-Gordon
con soluciones solitónicas, conocida como ecuación de Sine-
Gordon. Finalmente, en la Sec. 5 se mencionan algunos co-
mentarios finales.

1. Introducción a las diferencias finitas

La solucíon de alguna EDP usando la aproximación con di-
ferencias finitas consiste en definir una versión discreta de la
EDP, y adeḿas en calcular una solución a dicha aproxima-
ción sobre un dominio discreto contenido en el dominio de la
EDP en el continuo. En esta sección se presentan los elemen-
tos necesarios para formular la versión discreta de una EDP,
aunque nos restringimos al caso de problemas de valores ini-
ciales con sistemas hiperbólicos de ecuaciones y se deja de
lado la solucíon de ecuaciones elı́pticas.

Debido a que se resuelve la versión discreta de la EDP
original es necesario indicar los criterios de validez de di-
chas soluciones, es decir, la relación que deben guardar tales
soluciones nuḿericas de una ecuación que es solamente una
aproximacíon de la EDP original con la solución de la ecua-
ción original. Por ello se indica con claridad el procedimiento

para llevar a cabo pruebas de convergencia cuando se resuel-
ve una EDP con el ḿetodo de aproximación con diferencias
finitas.

1.1. Ingredientes de la aproximacíon discreta de las
EDPs en el continuo

Primer ingrediente

La aproximacíon en diferencias finitas de una ecuación dife-
rencial parcial (EDP) consiste en definir las funciones y va-
riables involucradas en un conjunto discreto de puntos del
dominio donde se busca una solución de la ecuación.

Con el fin de ilustrar este concepto, supóngase que una
EDP que involucra la función f est́a definida en un dominio
que tiene dos coordenadast y x (por ejemplo, el tiempo y
una coordenada espacial). Una manera de discretizar la ED
consiste en considerar que las variables y funciones de la ED
est́an definidas en un conjunto de puntos tanto en el espa-
cio xj = j∆x como en el tiempotn = n∆t, dondej y n
son enteros que etiquetan los puntos donde estará definida la
ecuacíon. Aśı, la funcíon f queda definida solamente en los
puntos del dominio(tn, xj) y denotamos dichos valores de
la función porfn

j . Se considera adeḿas quej = 0, 1, ..., N
y n = 0, 1, ..., Nt. Limitar los valores de las etiquetasj y n
ilustra el hecho de que se ha elegido un sominio finito donde
se calculaŕa la solucíon. La raźon principal es que si a cada
elemento de la malla se asigna un valor de cada variable inde-
pendiente y de cada función involucrada en la EDP, es nece-
sario elegirN de manera que la memoria de la computadora
sea suficiente para asignar valores a cada variable y función
en cadaxj ; los algoritmos descritos a continuación evitan la
necesidad de asignar también memoria a todas la variables
y funciones involucradas para losNt niveles de tiempo que
cubren el dominio en que se desea resolver la ecuación y bas-
taŕa con asignar memoria a variables y funciones para sola-
mente dos o tres niveles de tiempo a la vez. Los valoresx0 y
xN corresponden a los valores que delimitan el dominio dex
y de manera ańaloga los valorest0 y tNt delimitan el dominio
det.

FIGURA 1. En la primera figura se muestra el dominio de un pro-
blema de valores iniciales con condiciones de frontera y en la se-
gunda la versíon discreta del dominio que define una malla sobre la
que quedan definidas las funciones involucradas en la EDP.
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Este procedimiento de discretización define una malla en
el dominio, en cuyos nodos quedan definidas las funciones
involucradas en la EDP. La malla más elemental es aque-
lla cuyos nodos se encuentran igualmente espaciados, cuya
gráfica se muestra en la Fig. 1. En este trabajo se considera
solamente el caso en que la discretización es de este tipo.

El criterio para determinar una discretización queda al ar-
bitrio de quien resuelve un problema, o de las propiedades
de la ecuacíon diferencial que se desea resolver. Para la dis-
cretizacíon uniformemente espaciada en nuestro caso, se de-
finen las resoluciones espacial∆x = xj+1 − xj y temporal
∆t = tn+1 − tn y se dice que la resolución espacial y tem-
poral son mayores cuando∆x y ∆t son menores.

Segundo ingrediente

Una vez definido el dominio discreto de la EDP, es necesario
aproximar la ecuación diferencial, es decir, los operadores di-
ferenciales que aparecen en dicha ecuación usando solamente
los valores de las funciones involucradas que están definidos
en la malla. Una condición que se demanda es que dichas
funciones sean analı́ticas, lo cual implica que las funciones
involucradas tienen definida una expansión en serie de Tay-
lor, lo cual a su vez permite construir aproximaciones de los
operadores diferenciales.

Derivada de primer orden. Dadafn
j , una funcíon como la

definida antes conn fijo, es posible calcular valores apro-
ximados de la función en los puntos adyacentes a partir de
expansiones en serie de Taylor truncadas def en torno afn

j .
El número de puntos cercanos axj en los que se expanda
la serie de Taylor y el orden del error de truncado deésta,
determinaŕan el orden de precisión de la aproximación. Para
ilustrar la construcción de la aproximación de segundo orden
se usaŕan las siguientes tres expansiones con error de trunca-
doO(∆x3):

f(xj−1)=f(xj)−∆xf ′(xj)+
∆x2

2
f ′′(xj)+O(∆x3),

f(xj)=f(xj), (1)

f(xj+1)=f(xj)+∆xf ′(xj)+
∆x2

2
f ′′(xj)+O(∆x3),

donde la prima denota derivada con respecto ax. A partir
de estas aproximaciones es posible construir diferentes ope-
radores diferenciales para las derivadas defn

j . Por ejemplo,
sumando la primera y la tercera expresiones, y dividiendo por
2∆x, se obtiene la expresión para la primera derivada en el
puntoxj con un error de segundo orden:

f ′(xj) =
f(xj+1)− f(xj−1)

2∆x
+ O(∆x2). (2)

Conviene observar que para calcular esta aproximación es ne-
cesario conocer los valoresfn

i+1 y fn
i−1, por lo que esta apro-

ximación se llama centrada. Un comentario adicional es con-
veniente aqúı: la expresíon (2) es la definicíon de derivada en
cálculo de una variable en el lı́mite cuando∆x → 0.

Es posible calcular la derivada de primer orden usan-
do aproximaciones no centradas, desbalanceadas, usualmente
llamadasupwind. Para tal efecto basta considerar las expan-
siones siguientes:

f(xj)=f(xj),

f(xj+1)=f(xj)+∆xf ′(xj)+
∆x2

2
f ′′(xj)+O(∆x3), (3)

f(xj+2)=f(xj)+2∆xf ′(xj)+
4∆x2

2
f ′′(xj)+O(∆x3),

donde ahora se ha hecho la expansión hasta dos puntos a la
derecha dexj . Una combinacíon que cancela los términos
que contienen la segunda derivada y el término de orden cero
esf(xj+2)−4f(xj+1)+3f(xj), que al ser dividida por2∆x
resulta en una expresión para la derivada def enxj usando
solamente valores def en los puntosxj+1 y xj+2:

f ′(xj)=
−f(xj+2)+4f(xj+1)−3f(xj)

2∆x
+O(∆x2). (4)

De manera ańaloga, la construcción de la aproximación de la
derivada que usa solamente puntos a la izquierda dexj es la
siguiente:

f ′(xj) =
f(xj−2)− 4f(xj−1) + 3f(xj)

2∆x
+ O(∆x2). (5)

Para calcular operadores con un orden de aproximación
mayor basta con generalizar el procedimiento ilustrado an-
teriormente. Suṕongase que se desea calcular la derivada de
primer orden con un error de cuarto orden, entonces basta con
considerar el siguiente conjunto de series truncadas:

f(xj−2) = f(xj)− 2∆xf ′(xj) +
4∆x2

2
f ′′(xj)

− 8∆x3

6
f ′′′(xj) +

16∆x4

24
f ′′′′(xj) + O(∆x5),

f(xj−1) = f(xj)−∆xf ′(xj) +
∆x2

2
f ′′(xj)

− ∆x3

6
f ′′′(xj) +

∆x4

24
f ′′′′(xj) + O(∆x5),

f(xj) = f(xj),

f(xj+1) = f(xj) + ∆xf ′(xj) +
∆x2

2
f ′′(xj)

+
∆x3

6
f ′′′(xj) +

∆x4

24
f ′′′′(xj) + O(∆x5),

f(xj+2) = f(xj) + 2∆xf ′(xj) +
4∆x2

2
f ′′(xj)

+
8∆x3

6
f ′′′(xj) +

16∆x4

24
f ′′′′(xj) + O(∆x5).

Para calcular la primera derivada def en xj es ne-
cesario encontrar la combinación lineal correcta del tipo
af(xj−2) + bf(xj−1) + cf(xj) + df(xj+1) + ef(xj+2) tal
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que los coeficientes def(xj) y de las derivadas de segun-
do, tercero y cuarto orden sean cero. En el caso centrado la
expresíon es la siguiente:

f ′(xj) =
1

12∆x
[f(xj−2)− 8f(xj−1)

+ 8f(xj+1)− f(xj+2)] + O(∆x4), (6)

y para combinaciones desbalanceadas se procede usando las
expansiones truncadas para distintos puntos vecinos dexj ;
los resultados de varias elecciones de puntos vecinos se resu-
men en la Tabla I.

Derivada de segundo orden.Para obtener una aproxima-
ción de la segunda derivada de una función respecto ax
enxj , se procede nuevamente mediante la búsqueda de una
combinacíon de las expansiones en serie de Taylor en distin-
tos puntos vecinos dexj , pero en esta ocasión imponiendo la
condicíon de que los coeficientes de las derivadas de orden
cero, orden uno, tercero y superiores sean cero. Procedien-
do de dicha manera, la derivada de segundo orden con una
aproximacíon de segundo orden puede estimarse a partir de
las expresiones (1) desarrolladas hasta ordenO(∆x4), con la
combinacíonf(xj+1)−2f(xj)+f(xj−1) dividida por∆x2,
o sea,

f ′′(xj) =
f(xj+1)− 2f(xj) + f(xj−1)

∆x2
+ O(∆x2), (7)

que resulta ser una aproximación centrada. Aśı pues, el algo-
ritmo para construir aproximaciones en diferencias finitas de
operadores diferenciales es el siguiente:

i) Hacer la expansión en serie de Taylor def en puntos
cercanos a aquel donde se quiere evaluar la derivada
def .

ii) Encontrar una combinación lineal de tales expansiones
que cumpla con la condición de que los coeficientes de
las derivadas de orden superior e inferior a la derivada
del orden deseado sean cero.

Una vez conocido el procedimiento para calcular apro-
ximaciones de derivadas de funciones, basta con mencionar
los coeficientes de las combinaciones lineales necesarias pa-
ra calcular los operadores diferenciales de primero y segundo
orden, centrados y desbalanceados con distintosórdenes de
precisíon. En en la Tabla I se muestran los coeficientes de
las funciones evaluadas en los distintos puntos vecinos dexj

en las expresiones para el cálculo de las derivadas de primer
orden con precisión de segundo orden y los coeficientes cuan-
do la precisíon es de cuarto orden. En la Tabla II se muestran
aquellos coeficientes para las derivadas de segundo orden.

TABLA I. Coeficientes de la aproximación de la derivada de primer orden usando distintas combinaciones de puntos vecinos. Las aproxima-
ciones con segundo orden de precisión significanf ′ = 1/(2∆x)[...] + O(∆x2) y f ′ = 1/(12∆x)[...] + O(∆x4) para las aproximaciones
con cuarto orden de precisión. Las expresiones (2), (4), (5) y (6) ilustran el uso de esta tabla.

xj−4 xj−3 xj−2 xj−1 xj xj+1 xj+2 xj+3 xj+4

Segundo orden 1 0 -1

1 -4 3

-3 4 -1

Cuarto orden 3 -16 36 -48 25

-1 6 -18 10 3

1 -8 0 8 -1

-3 -10 18 -6 1

-25 48 -36 16 -3

TABLA II. Coeficientes de la aproximación de la derivada de segundo orden usando distintas combinaciones de puntos vecinos. Las aproxi-
maciones con segundo orden de precisión son del tipof ′′ = 1/(∆x2)[...] + O(∆x2), mientras que las aproximaciones de cuarto orden de
precisíon van comof ′′ = 1/(12∆x2)[...] + O(∆x4). La expresíon (7) ejemplifica el uso de esta tabla.

xj−5 xj−4 xj−3 xj−2 xj−1 xj xj+1 xj+2 xj+3 xj+4 xj+5

Segundo orden 1 -2 1

-1 4 -5 2

2 -5 4 -1

Cuarto orden -10 61 -156 214 -154 45

1 -6 14 -4 -15 10

-1 16 -30 16 -1

10 -15 -4 14 -6 1

45 -154 214 -156 61 -10
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Los desarrollos hasta el momento ilustran las aproxima-
ciones en diferencias finitas de los operadores diferenciales
de una EDP. El hecho de haber elegido un dominio espacio-
temporal, permite considerar directamente la discretización
de la ecuacíon de onda:

∂ttφ− ∂xxφ = 0, (8)

donde se ha elegido la notación con la que un subı́ndice in-
dica una derivada con respecto a la variable representada
con el ı́ndice. Originalmente puede partirse de la ecuación
∂t̄t̄φ − v2∂xxφ = 0 dondev es la velocidad de propagación
de la onda, pero se usaráv = 1, lo que equivale a reescalar la
coordenada temporalt → vt̄ para que la ecuación resultante
sea (8); dado el caso en quev 6= 1, el paŕametrot de la so-
lución calculada de la Ec. (8)φ = φ(x, t) debeŕa reescribirse
comoφ = φ(x, vt̄) en t́erminos del paŕametro temporal de
inteŕest̄.

Para construir la aproximación en diferencias finitas (DF)
de (8) basta con escribir la aproximación de derivadas de se-
gundo orden y construir la aproximación de la derivada tem-
poral, lo cual se consigue intercambiandoxj por tn en las
expresiones y cuadros anteriores. El resultado es el siguien-
te cuando se usan operadores con aproximación de segundo
orden, que centrados en el punto(tn, xj) dan como resultado:

φn+1
j − 2φn

j + φn−1
j

(∆t)2
− φn

j+1 − 2φn
j + φn

j−1

(∆x)2

= O(∆x2, ∆t2), (9)

para todoj = 1, ..., N − 1 y n = 1, ..., Nt − 1, los casos en
quej = 0, N y n = 0, Nt se discuten enseguida al momento
de imponer condiciones de frontera y condiciones iniciales.
En este punto es preciso notar que la aproximación con dife-
rencias finitas ha introducido un error, es decir, el lado dere-
cho de la ecuación no es necesariamente cero, sino que es del
ordenO(∆x2, ∆t2). La certeza de que tal ocurre determina
el tercer ingrediente.

Tercer ingrediente

Al usar este ḿetodo nuḿerico es necesario tener en mente
que la aproximación en DF provee de una versión aproxima-
da de la ecuación en el continuo y que la ecuación que se re-
solveŕa en adelante es solamenteuna aproximacíon de la ori-
ginal, es decir, la que es definida en el dominio continuo. Es
preciso entonces establecer criterios que indiquen que cuan-
do se resuelve la versión discreta de una EDP, al menos en el
lı́mite continuo se está calculando la solución correcta.

1.2. Convergencia

Hemos mostrado que las aproximaciones de los operadores
diferenciales son solamente una aproximación con un error
asociado de cierto orden (segundo y cuarto orden en los ejem-
plos mostrados en las Tablas I y II). Cuanto mayor sea la reso-
lución con que se construya la malla (valores más pequẽnos

de ∆x y ∆t), cuanto menor será el error con que se están
aproximando los operadores diferenciales a sus contrapartes
en el continuo, y por tanto la aproximación en diferencias fi-
nitas de una ecuación diferencial es ḿas precisa. Siendo que
se resuelve la versión aproximada de una EDP, es necesario
verificar si dicha solución converge a la solución de la ecua-
ción en el continuo.

Para mostrar un criterio de convergencia consideremos
como ejemplo la Ec. (9). Como veremos enseguida, esútil
definir la raźon∆t = C∆x, dondeC es constante, o sea, que
los errores en ambas variables son proporcionales, entonces
si llamamos a la parte derecha de (9)

Error1 = O(∆x2, ∆t2) = E∆x2

conE un coefiente de error en la aproximación de las dife-
rencias finitas con respecto a la ecuación continua. Si ahora
se define una nueva resolución ∆xκ = ∆x/κ conκ > 1 se
tiene queErrorκ = E ∆x2

κ2 . De tales expresiones se tiene que

Error1

Errorκ
= κ2, (10)

es decir, si la resolución aumenta por un factor deκ, la apro-
ximación de la versíon discreta se aproxima a la versión con-
tinua de manera cuadrática con el aumento de la resolución.
El hecho de que sea cuadrática es consecuencia de que la
aproximacíon que se construyó involucra errores de segun-
do orden. Si la aproximación se hiciera con errores de cuarto
orden, la versíon discreta se aproximarı́a a la continua de ma-
nera cúartica y aśı para aproximaciónes de mayor precisión.

Para ilustrar el concepto de convergencia en diferencias
finitas de manera ḿas general, considérese una función fl

que es solución nuḿerica de una EDP a un tiempo dado, y
que ha sido construida bajo la discretización de dicha ecua-
ción con una aproximación de segundo orden. Suponiendo
adeḿas que se conoce la solución exactaf0(x), el resultado
numérico puede escribirse en la forma

f(x) = f0(x) + E(x)∆x2 + O(∆x3),

dondeE denota un coeficiente del error. Dado que se cono-
ce la solucíon exacta, es posible conocer el error con que se
calcula la solucíon nuḿerica usando distintos valores de∆x.
Seanf1 y f2 dos soluciones nuḿericas calculadas usando las
resoluciones∆x y ∆x/2 respectivamente (κ = 2 en (10)).
La raźon entre los errores es la siguiente:

f1 − f0

f2 − f0
=

∆x2 + O(∆x3)
1
4∆x2 + O(∆x3)

= 4 + O(∆x). (11)

En este caso se ha supuesto que la función f depende sola-
mente de la variablex. El número cuatro en (11) se llama
factor de convergencia y debe ser evaluado en cada punto de
la malla donde se ha calculado la función f . Cuando en un
cálculo nuḿerico que se ha llevado a cabo a partir de una
aproximacíon de segundo orden el factor de convergencia es
4 = 22 en (10), se dice que la solución converge con segundo
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orden, es decir, cumple con lo predicho por la teorı́a en (11).
De manera ańaloga, es posible mostrar que si la aproxima-
ción es de cuarto orden, el factor será16 = 24.

Por ejemplo, para la ecuación de onda (8) la solución
exacta es conocidaφ(x, t) = f(x+t)+g(x−t) conf y g da-
das por las condiciones iniciales del problema, y bastará cal-
cular la solucíon nuḿerica con dos resoluciones distintas para
determinar si los algoritmos utilizados producen una solución
que converge correctamente a la exacta. Podrı́a parecer que lo
mencionado en estos párrafos es elemental, pero el siguien-
te ejemplo ilustra la importancia del factor de convergencia:
suṕongase que se discretiza el dominiox ∈ [0, 1] con la op-
ción (i) ∆x = 0.1 y con∆x = 0.05 para estudiar el factor de
convergencia en el caso de una ED elemental, es muy proba-
ble que la solucíon nuḿerica no tenga factor de convergencia
cuatro, pero es probable que lo tendrá cuando se usan resolu-
ciones (ii)∆x = 0.01 y ∆x = 0.005; si éste es el caso, se
dice que los ćalculos en la opción (ii) han sido ejecutados en
el régimen de convergencia, mientras la opción (i) no apor-
ta condiciones para que se obtenga la convergencia deseada.
Un caso en que es posible visualizar esta situación es el que
corresponde a un perfil inicial gaussiano de la función de on-
da de ancho 0.1 centrada enx = 0.5, entonces, en el caso (i)
se pretende resolver dicho perfil con una malla de solamente
diez y veinte puntos y el ancho de la campana con solamente
tres y seis puntos, lo que hace imposible incluso visualizar
que el perfil es gaussiano. Usando las resoluciones del caso
(ii) es posible obtener cálculos suficientemente precisos. Es
posible hacer estos experimentos usando el código [1].

Regularmente los cálculos que no convergen con el or-
den deseado se desechan (o debieran desecharse), mientras
que aquellos realizados en el régimen de convergencia son
aceptables.Este ejemplo ilustra claramente el hecho de que
no toda solucíon nuḿerica calculada con la aproximación de
DF es aceptable, y que ningún ćalculo que no converja debe
gozar de credibilidad.

Para el caso en que se desconoce la solución exacta es
posible hacer un estudio de convergencia usando los resulta-
dos nuḿericos calculados con tres distintas resoluciones (no
dos como en el caso anterior) llamado estudio de autocon-
vergencia. Si adeḿas def1 y f2 definidas antes se calcula la
solucíonf3 de la EDP con resolución∆x/4 se puede calcular
la raźon siguiente:

f1 − f2

f2 − f3
=

∆x2 − 1
4∆x2 + O(∆x3)

1
4∆x2 − 1

16∆x2 + O(∆x3)

=
∆x2 + O(∆x3)
1
4∆x2 + O(∆x3)

= 4 + O(∆x), (12)

donde una vez ḿas el resultado se llama factor de convergen-
cia, y una vez ḿas resulta ser cuatro cuando la aproximación
de la EDP es de segundo orden. De igual modo, si la aproxi-
macíon fuera de cuarto orden el factor serı́a 16 en lugar de 4.

Finalmente, eśutil saber que cuando el factor de conver-
gencia es menor que cuatro, es necesario aceptar varias posi-
bilidades:

(a) hay un error en la implementación del programa,

(b) los algoritmos no permiten la convergencia en el rango
∆x elegido, es decir, no se han hecho los cálculos en
el régimen de convergencia y es necesario ensayar con
otros valores de∆x.

2. La ecuacíon de onda con una discretizacíon
simple

2.1. El problema de valores iniciales y su versión discre-
ta

El problema de valores iniciales a resolver es entonces el si-
guiente:

∂tt − ∂xx = 0,

φ(x, 0) = φ0(x), ∂tφ(x, 0) = φ̇0(x),

φ(−1, t) = φL(t), φ(1, t) = φR(t),

x ∈ [−1, 1], t > 0. (13)

Para construir la solución de una EDP que admite por so-
lución global la evolucíon de datos iniciales es necesario pro-
veer dichos datos iniciales. En el caso de la ecuación de onda,
la solucíon nuḿerica ḿas simple consiste en evolucionar los
datos iniciales usando la Ec. (9). De hecho, dados los valores
de la funcíon de onda en toda la malla al tiempon y n − 1,
es posible construir los valores deφ al tiempon + 1. Para
conseguirlo basta con resolverφn+1

j en (9), lo cual implica

φn+1
j =

(
∆t

∆x

)2

[φn
j+1 − 2φn

j + φn
j−1]

+ 2φn
j − φn−1

j + O(∆x2, ∆t2), (14)

que permite conocer los valores de la función de onda para
todos los puntos de la malla al tiempon + 1, excepto aque-
llos que estan en los bordesx0 = −1 y xN = +1, debido
a que este algoritmo requiere los valores de un punto a la
derecha y otro a la izquierda para todoxj en la malla. Para
ilustrarlo, en la Fig. 2 se muestra el elemento contenido en la
expresíon (14), llamado molécula del algoritmo de evolución.
En tal diagrama aparece como un cı́rculo negro la posición
del dominio discreto (tn+1, xj) donde se puede calcularφ en
términos de los valores deφ en las posiciones inidicadas con
ćırculos blancos. Adeḿas, esta figura ilustra la necesidad de
conocer el valor de la función de onda en todos los puntos del
espacio paratn y tn−1, y en especial los valores de la función
en las posiciones(tn, x−1) y (tn, xN+1) que no est́an defini-
dos en la malla y corresponden al caso en que el cı́rculo negro
se localiza en(tn+1, x0) y (tn+1, xN ). Afortunadamente los
valoresφn+1

0 y φn+1
N pueden ser calculados imponiendo una

condicíon de frontera.
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FIGURA 2. Molécula correspondiente al algoritmo de evolu-
ción (14) para la construcción de la solucíon al tiempotn+1 a partir
de datos en los tiempostn y tn−1 seǵun la Ec. (14).

Finalmente, la expresión (14) permite la evolución de va-
lores de la funcíon de onda en tiempos previos atn+1, y
adeḿas indica que para iniciar la evolución es necesario co-
nocer los valores de la función en dos tiempos previos. En
este punto es cuando es necesario llenar el dominio espacial
con datos iniciales en dos niveles de tiempo.

Estabilidad del algoritmo.

Existe una restricción del algoritmo descrito por (14) respec-
to a la estabilidad de la solución que se está calculando. De
dicha expresíon se ve que un valor del factor∆t/∆x mayor
que uno implicaŕıa que la amplitud de la función de onda en
cada punto crecerı́a al tiempotn+1 con respecto al valor que
teńıa en el tiempotn y sucesivamente para valores posterio-
res del tiempo. Al factor∆t/∆x se le conoce como factor de
Courant Friedrichs Lewy (CFL) debido a que dichos autores
lo definieron para la ecuación de advección [5,6]. Para que la
discretizacíon (14) sea estable es necesario que el factor CFL
cumpla∆t/∆x < 1 (ver el aṕendice para una demostración
de dicha condicíon).

Datos iniciales.

Cuando se trata de resolver una ecuación de segundo orden
es necesario proveer el valor inicial de la función y de su pri-
mera derivada temporal. En el caso de la ecuación de onda,
cuya evolucíon est́a dictada por (14), dado que son necesarios
los datos en dos niveles de tiempo, antes de proceder a llevar
a cabo la evolución, diremos que los datos iniciales estarán
definidos en los niveles de tiempot0 y un hipot́eticot−1, con
el fin de calcular en el primer paso de tiempo el valor deφ en
el tiempot1.

Espećıficamente se elige aquı́ un perfil gaussiano en
t = t0 = 0, y dado que se conoce la solución exacta de la

ecuacíon de onda, se tiene que

φ0
j = Ae−x2

j/σ2
,

φ−1
j =

1
2
Ae−(xj+∆t)2/σ2

+
1
2
Ae−(xj−∆t)2/σ2

, (15)

paraj = 0, 1, ...N . En el caso general, en el que se conoce
φ0

j y su derivada temporal∂t(φ0
j ) [ver (13)] no es directo co-

nocer el valor de la función de ondaφ−1
j . Una posibilidad es

definir los datos iniciales para la función de onda comoφ0
j

para cadaj, y para calcularφ−1
j se hace una expansión en

serie de Taylor hacia atrás en el tiempo de modo que

φ−1
j = φ0

j −∆t∂t(φ0
j ) +

∆t2

2
∂tt(φ0

j ) + O(∆t3),

donde si se desea obtener precisión de tercer orden se pue-
de reemplazar∂tt(φ0

j ) por ∂xx(φ0
j ) gracias a la ecuación de

onda. Para el caso de datos iniciales simétricos en el tiem-
po (∂tφ

0
j = 0) se tieneφ−1

j = φ0
j + O(∆t2), con error de

segundo orden. Estos experimentos se pueden llevar a cabo
modificando el programa [1].

Técnicamente, en el programa lo que se hace en lugar de
asignar memoria a las variables en todos los niveles de tiem-
pon = 1...Nt es lo siguiente: se recicla la memoria, es decir,
una vez que se ha construido la soluciónφn+1

j para todoj, se
reasignan los valores

φn
j → φn−1

j

φn+1
j → φn

j ,

lo que permite aplicar el algoritmo de evolución al siguiente
valor den + 1. Entonces solamente se asigna memoria a las
variables durante tres niveles de tiempo simultáneamente.

2.2. Condiciones de frontera y solucíon numérica

Condiciones de frontera periódicas.

En este caso, el dominio es tal que el extremo derecho del do-
minio espacial se identifica con el extremo izquierdo, o bien,
que la topoloǵıa del dominio espacial pasa de ser la recta real
a ser la circunferenciaS1, de peŕımetroxN −x0. En la Fig. 3
se ilustráesta transformación cuando se ha considerado el do-
minio discreto. Este tipo de condiciones de frontera sonútiles
para hacer pruebas de códigos nuḿericos, usualmente con la
finalidad de estudiar la estabilidad de los algoritmos y la pro-
pagacíon de los errores durante la evolución, esto es, alguna
sẽnal -puede ser una función de onda como la estudiada aquı́-
se pone a dar vueltas en un dominio cı́clico, y se estudia si el
algoritmo de evolucíon es inestable (que la señal explote), si
es disipativo (que la amplitud decrezca), que sufra dispersión,
etc, todos estos posibles efectos sin involucrar los efectos de
fronteras en el dominio nuḿerico que puedan entorpecer la
interpretacíon del ańalisis que se hace de un algoritmo. Tam-
bién existen casos en los que las condiciones periódicas son
apropiadas para aproximar una situación f́ısica, como el caso
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en que se estudia la propagación de una onda en un medio
periódico como la propagación de fonones en una red crista-
lina, o la propagación de una onda en un dominio periódico,
por ejemplo sobre una superficie esferoidal.

Condicíon de onda saliente.

Se trata de una condición que se impone para modelar fronte-
ras abiertas que permiten el flujo hacia fuera de las soluciones
pero no hacia dentro. Son condiciones de frontera apropiadas
para representar los fenómenos radiativos de un sistema ais-
lado, que genera señales que se propagan hacia fuera; cuando
se trata de un problema de valores iniciales como los descri-
tos aqúı, en los que se imponen fronteras artificiales a una
distancia finita de los datos inciales o de las fuentes, y no se
desea que la radiación regrese a la fuente o rebote hacia el
dominio nuḿerico, es muy importante imponer condiciones
de frontera que impidan el rebote de señales hacia el dominio
numérico, tales condiciones son las de onda saliente.

En el caso de la ecuación de onda, se sabe que la solución
general es del tipoφ(t, x) = f(x + t) + g(x − t) paraf y
g arbitrarias, cada una de las cuales corresponde al despla-
zamiento hacia la izquierda y a la derecha respectivamente
de los pulsos iniciales, a lo largo de las lı́neas caracterı́sticas
t/x = ct. Tales funcionesf, g son soluciones de las ecuacio-
nes

(∂t − ∂x)f = 0, (16)

(∂t + ∂x)g = 0, (17)

respectivamente. Ası́ pues, la condicíon de onda saliente en
el caso de la ecuación de onda se reduce a imponer en el
borde izquierdox0 = −1 la condicíon (16) y en el borde de-
rechoxN = +1 la condicíon (17). Es importante mencionar
que para imponer la condición del borde izquierdo solamente
se cuenta con valores de la función de onda en puntos ve-
cinos hacia la derecha, y de manera análoga, para imponer
la condicíon en el borde derecho solo se cuenta con valores
de la funcíon de onda en puntos vecinos hacia la izquierda.
Por tanto, esta condición de frontera ilustra la utilidad de las
aproximaciones en diferencias finitas de derivadas que consi-
deran puntos de un solo lado. Por ejemplo, la aproximación
en DF de (16) y (17), utilizando las expresiones (4) y (5) se
escriben respectivamente:

φn−1
0 − 4φn

0 + 3φn+1
0

2∆t
− −φn+1

2 + 4φn+1
1 − 3φn+1

0

2∆x

= O(∆x2,∆t2),

φn−1
N − 4φn

N + 3φn+1
N

2∆t
+

φn+1
N−2 − 4φn+1

N−1 + 3φn+1
N

2∆x

= O(∆x2,∆t2),

donde adeḿas se ha usado la discretización para la derivada
temporal enx0 y xN al tiempotn+1. Las moĺeculas invo-
lucradas en estas aproximaciones aparecen en la Fig. 4. La

informacíon conocida en estas expresiones es la siguiente:
todos los valores deφ en los tiempostn y tn−1, y los pun-
tos internos de la malla al tiempotn+1 que ya han sido cal-
culados a trav́es de (14), de modo que los valores incógnita
son aquellos valores deφ en los puntos negros en la Fig. 4.
Afortunadamente es posible resolver las expresiones anterio-
res para estos valores desconocidos de la función de onda, lo
que da como resultado:

φn+1
0 =

∆t
∆x (−φn+1

2 + 4φn+1
1 ) + 4φn

0 − φn−1
0

3(1 + ∆t
∆x )

, (18)

φn+1
N =

∆t
∆x (−φn+1

N−2 + 4φn+1
N−1) + 4φn

N − φn−1
N

3(1 + ∆t
∆x )

. (19)

El uso de estas expresiones para los valores del campo, en los
bordes del dominio implica el resultado correcto. Finalmen-
te, en la Fig. 5 se muestra la solución calculada con los dos
tipos de condiciones de frontera discutidos aquı́.

2.2.1. Error y convergencia.

El error de la solucíon nuḿerica con respecto a la solución
exacta queda definido en cada punto del dominio espacial co-
mo

ej = φnum
j − φex

j . (20)

FIGURA 3. Identificacíon del dominio espacial que es parte de la
recta real con una circunferencia. El mecanismo consiste en igualar
los valores deφ en ambos extremos del dominioφn

0 = φn
N para

todon.

FIGURA 4. Moléculas de la versión discreta adecuadas para apli-
car las condiciones de frontera de onda saliente (16,17). Al igual
que antes, se desea calcular la función de onda en los puntos ne-
gros y los puntos blancos son las posiciones donde debe conocerse
previamente los valores deφ.
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FIGURA 5. Solucíon nuḿerica de la ecuación de onda que usa la discretización (14) conA = 1 y σ = 0.1. En el lado izquierdo se muestra el
caso que usa condiciones periódicas, y la sẽnal que sale de un lado del dominio entra por el otro. En el lado derecho se muestra el resultado
de aplicar las condiciones de frontera de onda saliente (16,17), y la función de onda sale por las fronteras al tiempot ∼ 1, que corresponde
al caso de que la onda viaja a velocidad 1.

FIGURA 6. Error para distintos valores del tiempo de la solución
recíen mostrada para datos iniciales de perfil gaussiano simétricos
en el tiempo con condiciones de frontera de onda saliente y dos re-
soluciones distintas∆x = 0.002 (lı́neas continuas) y∆x = 0.001
(cruces). Sabemos que en el lı́mite continuo el error es cero, por
lo que basta el uso de dos resoluciones para verificar la convergen-
cia del error a cero. El error de la solución con mayor resolución
ha sido multiplicado por 4 para verificar la expresión (11), o sea,
que efectivamente el error es cuatro veces menor cuando se usa la
resolucíon mayor que cuando se usa la resolución menor, por eso
aparecen ambas curvas superpuestas. Esto muestra la convergencia
del error a cero con segundo orden.

En la Fig. 6 se muestra el error de la solución nuḿeri-
ca calculada usando (14,18,19) comparada con la solución
exacta para el caso de condiciones de frontera de onda salien-
te. Para saber si los cálculos convergen a la solución exacta,
basta con aprovechar el hecho de que en el lı́mite continuo
(o de resolucíon infinita) el error es cero. Entonces se usa la
expresíon (11) y se ejecuta el código con dos resoluciones
distintas para mostrar la convergencia de segundo orden del
error a cero.

El estudio del error de un cálculo nuḿerico para todos
los valores de tiempo es poco práctico. Es por tal raźon que
se estudia alguna función escalar del error y se estima la con-
vergencia déesta. Ejemplos de tales funciones son:

i) El error en alǵun punto particular del dominio espa-
cial, por ejemplo en las fronteras o en el máximo de la
distribucíon gaussiana.

ii) La normaL1(e) del error, definida como

L1(e) =
N∑

j=0

|ej |.

iii) La normaL2(e) del error, definida como

L2(e) =

√√√√
N∑

j=0

e2
j .

Entonces, dichas funciones escalares del error se pueden mo-
nitorear como funciones del tiempo. Como ejemplo, en la
Fig. 7 se muestran las normasL1(e) y L2(e) para las simu-
laciones mencionadas. Queda manifiesto que esta función es-
calar tiene convergencia de segundo orden a cero.

El monitoreo de la precisión a trav́es de funciones escala-
res del error es un procedimiento muy eficiente, pues permite
determinar si las ejecuciones y la implementación de los pro-
gramas es correcta, sin necesidad de revisar directamente las
soluciones nuḿericas en cada paso de tiempo. Desafortuna-
damante no siempre que se presentan simulaciones numéri-
cas se presentan resultados de convergencia de las simula-
ciones. Existen teoremas que establecen condiciones que ga-
rantizan que dada la convergencia en una norma se tienen la
convergencia de la solución nuḿerica [6].
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FIGURA 7. NormasL1 y L2 del error como funcíon del tiempo para las simulaciones mostradas en la figura anterior. La lı́nea continua
indica la norma del error cuando se usa resolución ∆x = 0.002, la discontinua corresponde a la resolución ∆x = 0.001 y las cruces son
una muestra de la norma calculados con resolución∆x = 0.001 multiplicada por 4. Una vez ḿas, se verifica que las curvas continua y con
cruces se superponen. De ahı́ que la convergencia de estas normas del error a cero es de segundo orden.

FIGURA 8. Se muestran los efectos de la elección de coordenadas en la descripción del espacio-tiempo. La lı́neas continuas describen curvas
de coordenada temporal constante y las lı́neas intermintentes indican curvas de coordenada espacial constante. En el primer panel se indica
el caso de coordenadas usuales, según las cuales los elementos del espacio-tiempo se etiquetan con curvas paralelas a los ejes coordenados.
En el segundo panel se muestra una descripción del mismo espacio-tiempo pero con las curvas de tiempo constante separadas de una manera
no uniforme que se usa como ejemplo posteriormente. Finalmente se muestra el caso en que se describe el espacio-tiempo con coordenadas
tales que las curvas de posición constante no son verticales, sino que se desplazan con respecto a las coordenadas de un observador normal
que viaja a lo largo de lı́neas verticales.

3. La ecuacíon de onda como sistema de pri-
mer orden

Hasta ahora, se ha mencionado que el dominio de la ecuación
de onda es el espacio-tiempo, y en adelante se usará el for-
malismo de la f́ısica moderna que identifica a dicho dominio
con el llamado espacio-tiempo de Minkowski. En esta sec-
ción se resuelve la ecuación de onda para ilustrar la solución
de problemas en el espacio-tiempo plano en coordenadas que
presentan distintos efectos sobre la función solucíon.

Una complicacíon adicional en esta sección consiste en
que la ecuación de onda se escribirá no como una ecuación
con derivadas parciales de segundo orden, sino que se trans-
formaŕa en un sistema de ecuaciones con derivadas de primer
orden en el espacio y en el tiempo, porque se trata de un es-
quema que se aplica comunmente en una gran variedad de
problemas de la fı́sica, incluidas las ecuaciones de Euler pa-
ra la evolucíon de fluidos, las ecuaciones de Einstein para la
evolucíon de la geometrı́a del espacio-tiempo, las ecuaciones
de Maxwell, etćetera.

Adicionalmente, la solución de la ecuación de onda
muestra el proceso para construir la solución de una EDP hi-
perb́olica de manera completa y la serie de ingredientes ne-
cesarios para la solución de un problema de valores iniciales
con condiciones de frontera.

Aśı pues, se parte de que la ecuación de onda está definida
en un subconjunto del espacio de Minkowski en 1+1 dimen-
siones, etiquetado por las coordenadas del espacio-tiempo
(x̃, t̃). El elemento de lı́nea de dicho espacio-tiempo está da-
do por ds2 = −dt̃2 + dx̃2 en tales coordenadas, o bien
ds2 = gµνdxµdxν dondegµν son las componentes del tensor
métrico [7]. Dicho elemento de lı́nea indica que el espacio-
tiempo se etiqueta con rectas det̃ constante ỹx constante
como se muestra en el primer panel de la Fig. 8. Una ma-
nera ḿas general de etiquetar el espacio-tiempo (foliar el
espacio-tiempo) implica la necesidad de etiquetar con cur-
vas de coordenada temporal y espacial constantes mucho más
generales que rectas. Esto se consigue mediante una trans-
formacíon de coordenadas, por ejemplo, si se desea que en
lugar de etiquetar el espacio-tiempo con rectas de tiempo
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constante, se puede elegir una coordenada temporal tal que
dt = α(x)dt̃. Como ejemplo se muestra en la Fig. 8b, el
caso en que el espacio-tiempo se etiqueta con curvas de tiem-
po constante que no son rectas horizontales en un diagrama
de espacio-tiempo. De manera más general, se puede defi-
nir una transformación de coordenadas del tipodt = αdt̃ y
dx = dx̃ − βdt̃, dondeα juega el papel de etiqueta entre
los valores del tiempo considerados yβ es una velocidad a
la que se desplaza la coordenadax, es decir, ahora las curvas
de coordenada espacial constante ya no son necesariamente
lı́neas rectas verticales como en el caso de la Fig. 8a, y se ilus-
tra el caso en queα = 1 y β = 1 en el tercer panel. Al usar
dichas coordenadas generales es posible por ejemplo, con-
trolar el ritmo de la evolución de la funcíon de onda en una
parte determinada del dominio. De la Fig. 8b por ejemplo,
se infiere que la evolución de cualquier feńomeno en la parte
izquierda del dominio será más lenta en ese sistema coorde-
nado que en la parte derecha, y en la Fig. 8c se muestra un
caso en que las coordenadas espaciales se desplazan a lo lar-
go del dominio. Entonces, la elección de las funcionesα y β
est́a en funcíon del problema que se desea resolver.

En dichas coordenada generales, el tensor métrico resul-
tante y su inversa en forma matricial son los siguientes:

gµν =
(

(−α2 + β2) β
β 1

)
, (21)

gµν =
( −1/α2 β/α2

β/α2 (1− β2/α2)

)
, (22)

dondeα > 0 es la funcíon lapso yβ es la única com-
ponente del llamado vector de corrimiento oshift, adeḿas
µ, ν = t, x. En general el operador de onda o bien el opera-
dor d’Alambertiano para un espacio-tiempo dado está defini-
do por

¤φ =
1√−g

∂µ[
√−ggµν∂νφ]

dondeg = det(gµν). Para el caso general (21) se tiene que√−g = α y la ecuacíon de onda en su forma general se es-
cribe

0 = ¤φ

=
1√−g

∂µ[
√−ggµν∂νφ]

=
1
α

∂t[αgtν∂νφ] +
1
α

∂x[αgxν∂νφ]

=
1
α

∂t[αgtt∂tφ + αgtx∂xφ] +
1
α

∂x[αgxt∂tφ + αgxx∂xφ]

=
1
α

∂t

[
− 1

α
∂tφ +

β

α
∂xφ

]

+
1
α

∂x

[
β

α
∂tφ + α(1− β2

α2
)∂xφ

]
. (23)

Obśervese que cuandoα = 1 y β = 0 se recupera el opera-
dor de onda sencillo (8). Es deseable escribir un sistema de

EDPs que contenga derivadas solamente de primer orden. La
raźon es que se simplifica el estudio de las propiedades del
sistema de ecuaciones con la idea de construir una solución
global a partir de la evolución de datos iniciales. La expre-
sión anterior (23) sugiere la definción de dos nuevas variables
ψ := ∂xφ y π := (∂tφ − β∂xφ)/α. Obśervese queπ es el
argumento de la derivada temporal de primer orden en (23).

Con la definicíon de estas dos nuevas variables es posible
escribir la ecuación de onda como un sistema de dos ecua-
ciones de primer orden para estas dos nuevas variables. La
primera de tales ecuaciones se obtiene directamente de (23):

∂tπ = ∂x(αψ + βπ). (24)

Si ahora se supone queφ es al menos de claseC2, la ecuacíon
paraψ es∂tψ = ∂t(∂xφ) = ∂x(∂tφ), lo que implica

∂tψ = ∂x(απ + βψ). (25)

Las Ecs. (24-25) constituyen la versión de primer orden de la
ecuacíon de onda con la constricción ψ = ∂xφ, la cual de-
be satisfacerse con el grado de precisión de la aproximación
en diferencias finitas. Esto recuerda que la función inćognita
originalφ no aparece en el sistema de ecuaciones, pero puede
reconstruirse a partir de la definición deπ una vez calculados
π y ψ, o sea∂tφ = απ + βψ.

Finalmente, el problema de valores iniciales con condi-
ciones de frontera por resolver es el siguiente:

∂tπ = ∂x(αψ + βπ), ∂tψ = ∂x(απ + βψ)

π(x, 0) = π0(x), ψ(x, 0) = ψ0(x),

π(−1, t) = πL(t), π(1, t) = πR(t),

ψ(−1, t) = ψL(t), ψ(1, t) = ψR(t).

x ∈ [−1, 1], t > 0, (26)

con la constriccíon∂xφ = ψ, misma que debe satisfacerse en
el lı́mite continuo.

3.1. Análisis caracteŕıstico

Al análisis caracterı́stico de un sistema de ecuaciones de pri-
mer orden es muýutil y en algunos casos indispensable. En-
tre las aplicaciones que tiene dicho análisis se encuentran las
siguientes:

En algunos casos (como el presente) permite escribir el
sistema de ecuaciones como un sistema de ecuaciones
de adveccíon, es decir, del tipo∂tu = ∂xu, y de hecho
aqúı se haŕa con el sistema de ecuaciones de evolución
en (26).

Las variables que obedecen dichas ecuaciones de ad-
veccíon son las llamadas variables caracterı́sticas, que
se construyen aquı́ para el caso de la ecuación de onda.
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Dichas variables caracterı́sticas permiten imponer con-
diciones de frontera de manera clara. En el caso de la
ecuacíon de onda, tales variables caracterı́sticas corres-
ponden a los modos de la ecuación de onda que se pro-
pagan “a la derecha” y “a la izquierda”, y en el presente
trabajo se hace para coordenadas incluso conα = α(x)
y β = β(x).

En el caso de problemas de valores iniciales con ecua-
ciones de evolución menos conocidas, permite deter-
minar si el problema se encuentra bien planteado, o
bien formulado. Esto es, si dados unos datos iniciales
para el problema se obtiene una solución a un tiempo
dadot1, y se resuelve nuevamente la evolución de da-
tos iniciales como los originales pero con alguna ligera
perturbacíon, la solucíon obtenida al tiempot1 seŕa una
solucíon como la obtenida originalmente pero con una
ligera diferencia. Que un problema sea bien planteado
estaŕa relacionado con las propiedades de hiperbolici-
dad del sistema de ecuaciones [8], pero no discutire-
mos aqúı su relacíon con la estabilidad de las solucio-
nes.

La importancia de este tipo de análisis aplicado a la solu-
ción nuḿerica de problemas de valores iniciales puede que-
dar ilustrada con el histórico caso de la solución del problema
del choque de agujeros negros, el cual se habı́a formulado co-
mo un problema de valores iniciales en una descomposición
3+1 del espacio-tiempo que obedecı́a un sistema de ecuacio-
nes que no es fuertemente hiperbólico (ver abajo) y por tanto
no permit́ıa un problema de valores iniciales bien planteado;
a la postre, después de varios ãnos, mediante la manipulación
de las ecuaciones y la introducción de nuevas variables de
evolucíon se construýo otro sistema de ecuaciones de evolu-
ción fuertemente hiperbólico, lo que corresponde a un proble-
ma bien planteado y por tanto permitió la evolucíon estable
de sistemas de agujeros negros en una computadora [2].

Para lograr el ańalisis del caso -que estamos tratando-
de las ecuaciones (26), se define el vector de estado
u = (π, ψ)T , y es posible escribir las ecuaciones de evolu-
ción como

∂tu + A∂xu = −∂x(A)u, (27)

donde

A = −
(

β α
α β

)
. (28)

Las direcciones caracterı́sticas, o sea, las direcciones locales
de propagación de las sẽnales en el planoxt se obtienen de
los valores propios de la matrizA , para lo cual se resuelve
la ecuacíon det(A − I2λ) = 0 conλ = dx/dt, dondeI2 es
la matriz identidad2× 2. Los resultados son los siguientes

λ± = −β ± α, (29)

es decir, las velocidades de propagación dependen de las
coordenadas que se han elegido para etiquetar el espacio-
tiempo. Dado que los dos valores propios son distintos y rea-
les, y como veremos enseguida los vectores propios forman
un sistema completo de vectores, el sistema de ecuaciones
es fuertemente hiperbólico [8]. Esta propiedad garantiza que
se tiene un problema de valores iniciales bien planteado [8].
En el casoβ = 0 y α = 1 (la ecuacíon de onda usual) se
obtienen las velocidades caracterı́sticasλ = ±1, lo que im-
plica que las trayectorias de los datos iniciales son rectas con
pendientes±1 que definen el conox = x0 ± t, cuyas rec-
tas corresponden a las caracterı́sticas de la solución, es decir,
aquellas curvas (rectas en este caso) a lo largo de las cuales
el valor de la solucíon es el mismo que el valor al tiempo
inicial [9].

Los vectores propios correspondientes aλ± son
u1 = (1,−1)T y u2 = (1, 1)T . La matriz que diagonaliza
A es por tanto

P =
(

1 1
−1 1

)
, P−1 =

1
2

(
1 −1
1 1

)
. (30)

De aqúı, A puede escribirse comoA = PΛP−1 conΛ =
diag(λ+, λ−). Multiplicando la Ec. (27) porP−1 se tiene

P−1∂tu + P−1A∂xu = −∂x(P−1A)u

∂tw + Λ∂xw = −∂x(Λ)w, (31)

donde

w = P−1u =
1
2
(π − ψ, π + ψ)T = (R, L)T (32)

es el vector cuyas componentes son lasvariables caracteŕısti-
cas. De este modo, las dos Ecs. (24) y (25) se desacoplan, y
la dinámica del campo escalar ha quedado descompuesta en
un modo que se mueve a la derecha (R = 1/2(π−ψ)) y otro
que se mueve a la izquierda (L = 1/2(π + ψ)).

3.2. Datos iniciales

En la versíon de primer orden de la ecuación de onda es
necesario conocer al tiempo inicial los valores deπ(0, x) y
ψ(0, x). Esto es equivalente a demandar valores paraφ y su
derivada temporal al tiempo inicial nuevamente. Con el fin de
enfocarnos en la evolución de datos iniciales es posible ele-
gir simplemente datos siḿetricos en el tiempo para un perfil
gaussiano:

φ(0, x) = Ae−(x−x0)
2/σ2

,

ψ(0, x) = −2
(x− x0)

σ2
φ(0, x),

π(0, x) = 0. (33)

Se sabe que la solución de la ecuación de onda es la su-
perposicíon de un pulso que se mueve a la derecha y otro que
se mueve a la izquierda (φ(t, x) = f(x + t) + g(x− t)). En-
tonces la evolución de los datos iniciales (33) debe mostrar
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la descomposición de los datos iniciales en dos gaussianas.
De hecho para el caso usual (α = 1, β = 0) y los datos
iniciales (33) se tendrı́a

φ(0, x) =
1
2
Ae−([x+t]−x0)

2/σ2 |t=0

+
1
2
Ae−([x−t]−x0)

2/σ2 |t=0, (34)

que involucra dos pulsos gaussianos superpuestos que al
tiempot = 0 aparecen como un solo pulso.

3.3. Evolucionando los datos iniciales

La evolucíon de datos consiste en el cálculo de una función
fn+1

j a partir de datos en los niveles de tiempo previos como
se describío en la seccíon anterior. Para ilustrarlo considérese
la Ec. (24) escrita en la forma siguiente paraj = 1, ..., N−1:

(∂tπ)j =
(αψ + βπ)j+1 − (αψ + βπ)j−1

2∆x
. (35)

Esta versíon de la ecuación se conoce como versión semidis-
creta, es decir, que solamente la parte derecha aparece en for-
ma discreta, denotada usualmente porrhs(π). Esto es, (35)
es una ecuación ordinaria ent deπ para cada valor dej, o sea
se tienenN−1 ecuaciones diferenciales ordinarias ent deπ.
Entonces basta con un integrador de ecuaciones diferenciales
ordinarias para evolucionar datos de un tiempo al siguiente en
cada valor dej. Esta ḿetodo de evolución es conocido como
“método de ĺıneas” (MoL) y se trata de una herramienta muy
utilizada para la evolución en problemas de valores iniciales.
La moĺecula usada para construir la solución al tiempon + 1
se muestra en la Fig. 9.

El integrador de ecuaciones ordinarias se elige en térmi-
nos de la precisión deseada, la disipación que introduce en
los ćalculos y sus propiedades de estabilidad, lo que implica
restricciones en el valor del factor CFL∆t/∆x (para apren-
der ḿas acerca de las propiedades y estabilidad de los algo-
ritmos de evolucíon conviene revisar las Refs. 6 y 8). Para
obtener los resultados de este trabajo se ha usado un algorit-
mo Runge-Kutta de tercer orden, según el cual, si la funcíon
f satisface una ecuación del tipo∂tf = rhs(f) = S, donde
S es laparte derechade la ecuacíon de evolucíon paraf y
que puede incluir funciones y derivadas de funciones cono-
cidas en su versión discreta, el algoritmo para calcularfn+1

en t́erminos de valores de funciones en el tiempo previo se
resume aśı:

f∗ = fn + ∆tSn,

f∗∗ =
3
4
fn +

1
4
f∗ +

∆t

4
S∗,

fn+1 =
1
3
fn +

2
3
f∗∗ +

2
3
∆tS∗∗.

Tal algoritmo es usado comunmente porque requiere de
tres iteraciones solamente, es preciso y estable para valores
suficientemente pequeños del factor CFL.

3.4. Condiciones de frontera

Como se puede ver de la Ec. (35) y de la Fig. 9, el valor
de la variable que se desea actualizar puede calcularse sola-
mente en los puntos interiores del dominio, y no en aquellos
localizados en las fronterasx0, xN ; la raźon es que en lapar-
te derechade π aparece una derivada espacial. Este no es
un obst́aculo sino nuevamente una oportunidad para imponer
condiciones de frontera que involucran derivadas espaciales.
Como ejemplos de condiciones de frontera para la ecuación
de onda se considera solamente las de onda saliente. En el ca-
so de las condiciones periódicas se procede de manera análo-
ga a la implenetada en la sección anterior, es decir se cambia
la topoloǵıa del dominio finito a la deS1. Sin embargo, en el
caso de las condiciones de onda saliente, el operador de onda
general usado aquı́ no se factoriza tan fácilmente como se hi-
zo en (16,17), pues ahora se trata de coordenadas generales.
Sin embargo, la descomposición en modos derecho e izquier-
do de la solucíon permiten implementar de manera elegante
las condiciones de frontera.

La condicíon de onda saliente en la frontera izquierda
consiste en la eliminación del modo que viaja hacia la dere-
cha (R = 0), lo que significa que no se permite la reflección
hacia dentro del dominio, y la condición en la frontera de-
recha consiste en eliminar el modo que viaja a la izquierda
(L = 0). Expĺıcitamente, en la frontera izquierdax0 se exige

1
2
(πn

0 + ψn
0 ) = L0,

1
2
(πn

0 − ψn
0 ) = R0 = 0, (36)

cuya solucíon esπn
0 = ψn

0 = L. De modo equivalente, la
condicíon en la frontera derecha esπn

N = RN y ψn
N = −RN .

El problema se reduce a calcularL0, R0, LN y RN . Para co-
nocer estos valores basta con hacer una extrapolación usando
los puntos internos de la malla.

3.5. Resultados

Con todos estos conceptos en mente: datos iniciales, un al-
goritmo de evolucíon para las funciones de un tiempo al si-
guiente, condiciones de frontera y un código que contiene
todos estos ingredientes, es posible construir soluciones de
la ecuacíon de onda usando distintas coordenadas. Aquı́, se
presentan algunos ejemplos ilustrativos. Nuevamente, se eli-
ge el dominio[−1, 1] × [0, t) y datos iniciales conA = 1 y
σ = 0.1.

En la Fig. 10 se presentan dos casos conα = 1. En el
primer casoβ = 0, lo que corresponde al caso usual de la
ecuacíon de onda. De hecho, puede verse que la gaussiana
inicial se divide en dos gaussianas pequeñas que llegan a las
fronteras al mismo tiempo (alrededort ∼ 1) al igual que en
la Sec. 2. Sin embargo, en el segundo casoβ = 1, esto es, las
coordenadas se mueven haciax > 0 a la velocidad de propa-
gacíon de la onda; entonces el sistema de coordenadas sigue
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a uno de los pulsos, lo que en la figura se traduce en un pulso
centrado permanentemente enx = 0; el otro pulso alcanza la
frontera en la mitad del tiempo que toma en el caso anterior.

Un ejemplo que ilustra el papel del lapsoα es el mostrado
en la Fig. 11. En tal caso el lapso tiene el perfil de una función
escaĺon suavizada tal que el lapso va de 0.5 a 1.0. El efecto
que produce esta elección es que -siendoα2 el coeficiente de
dt2- determina qúe tan separados se encuentran los niveles de
tiempo (ver la Fig. 8b). Por tanto, la evolución en la regíon
dondeα = 0.5 (x < 0) es ḿas lenta que en la región donde
α = 1 (x > 0). De hecho, en el primer caso al pulso le toma
un tiempo∼ 2 para llegar a la frontera, mientras que en el se-
gundo caso el pulso llega a la frontera en un tiempo∼ 1. Este
tipo de comportamiento es muyútil en escenarios de relati-
vidad general. Por ejemplo, cuando se forma un hoyo negro
debido al colapso de algún tipo de materia, lo que se encuen-
tra es que los invariantes geométricos comienzan a diverger
en la regíon de la singularidad, y por tanto una posibilidad
para suavizar los efectos de gradientes grandes de funciones
consiste en elegir unas coordenadas (en términos deα y β)
que comprime la separación temporal entre un tiempo dado
y el siguiente en la región cercana al origen demandando que
α → 0 en dicha regíon, de modo que la evolución tiende a
congelarse ahı́.

Como ejemplo final, en la Fig. 12 se presenta la solución
para el casoα = 1 y β = x. En este caso las coordenadas via-
jan a la velocidad de la onda en las fronterasx = ±1, porque
en esos dos puntosβ = ±1. Esto implica que las señales nun-
ca llegaŕan a las fronteras nuḿericas. Otro efecto es que los
pulsos en estas coordenadas se comprimen conforme se acer-
can a las fronteras. Por una parteésta es una ventaja, porque

no es necesario imponer condiciones de frontera (las señales
nunca llegaŕan a las fronteras), y por otra parte, los pulsos
est́an siendo resueltos con cada vez menos puntos del domi-
nio espacial, lo que afecta la precisión de los ćalculos. En
cualquier caso, este ejemplo ilustra las posibilidades que se
tienen cuando se puede elegir un lapso y unshiftno triviales.

En la Fig. 13 se presenta la autoconvergencia de la solu-
ción para eĺultimo de los casos mostrado, y se indica que a
partir de cierto momento, la solución deja de converger y no
se debe confiar en el resultado numérico a partir de enton-
ces. Si se desea que la solución converja durante ḿas tiempo,
basta -para este caso- con aumentar la resolución, ya que el
hecho de que no converja la solución es debido a que los pul-
sos se comprimen en las coordenadas escogidas conforme se
aproximan a las fronteras, y el número de puntos con los que
se desea resolver cada pulso disminuye.

FIGURA 9. Ilustracíon de la moĺecula usada en la construcción de
la solucíon al tiempon + 1 con dos niveles de tiempo. El cı́rculo
negro indica el punto de la malla donde se desea calcular el valor
de una funcíon, mientras que los cı́rculos vaćıos indican la posición
de los puntos de la malla donde es necesario conocer los valores de
las funciones involucradas.

FIGURA 10. Solucíon de la ecuación de onda para dos sistemas de coordenadas. (Izquierda) la ecuación de onda usualα = 1, β = 0; la
gaussiana inicial se parte en dos gaussianas de amplitud igual a la mitad de la original y mismo ancho, cada una de las cuales viaja hacia las
fronteras. (Derecha) la ecuación de onda conα = 1 y β = 1, lo que implica que las coordenadas viajan a la velocidad de propagación de
uno de los pulsos, por eso uno de los pulsos aparece siempre en la misma posición.
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4. Solitones, un caso de ecuación de onda no
homoǵenea

Ecuaciones de tipo onda no homogéneas son objeto de estu-
dio en distintas ramas de la fı́sica, siendo la de Klein-Gordon
(KG) una de las mejor estudiadas. La ecuación de KG se es-
cribe en general como

¤φ +
dV (φ)

dφ
= 0,

dondeφ se llama campo escalar yV (φ) es el potencial al
que se somete el campo escalarφ, y determina sus propie-
dades f́ısicas. Las aplicaciones de dicha ecuación van desde
la propagacíon de fonones en los materiales y ecuaciones de
perturbacíon de sistemas astrofı́sicos (como los agujeros ne-
gros [12]), hasta la evolución del universo temprano durante
el peŕıodo llamado inflacíon y algunos modelos que explican
la enerǵıa oscura en el universo [11].

Como ejemplo ilustrativo se considera un tipo de ecua-
ción de KG que admite soluciones solitónicas, es decir, solu-
ciones cuya densidad de energı́a -y en algunos casos el perfil
del campo escalar- es independiente del tiempo (condición de
onda solitaria) y que al interactuar con otras soluciones del
mismo tipo en el mismo espacio-tiempo el perfil de densidad
antes y despúes de la interacción se mantiene sin cambio; en
la Ref. 13 se expone con detalle la definición mateḿatica de
los solitones. En particular aquı́ se muestra el funcionamiento

FIGURA 11. Solucíon de la ecuación de onda para el casoβ = 0
y α = 0.25 tanh(10x) + 0.75, que es una versión suave de una
función escaĺon que salta de 0.5 a 1.0. Puede observarse que en la
región dondeα = 0.5 (x < 0) la onda se propaga con baja veloci-
dad en estas coordenadas (el pulso tarda más en llegar que el pulso
en la otra mitad del dominio). Esto es ası́ porque en dicha región
se ha usado unas coordenadas tales que el intervalo de tiempo es
0.5dt, de modo que los intervalos de tiempo en esa región se en-
cuentran ḿas cercanos uno al otro, mientras que en la región con
x > 0, para el cual el intervalo de tiempo es como en los casos
anteriores1.0dt, ver la Fig. 8b.

FIGURA 12.Solucíon para el casoβ = x y α = 1. Debido a que el
valor delshift iguala al valor de la velocidad de propagación de la
onda en las fronteras, las señales nunca llegarán a las fronteras. Las
gaussianas se comprimen conforme se aproximan a las fronteras.

FIGURA 13.Se presenta la autoconvergencia de la solución para el
caso en queβ = x y α = 1. Para tal efecto se usa el resultado (12).
Para construir esta gráfica se usan las resoluciones∆x1 = 0.002,
∆x2 = 0.001 y ∆x3 = 0.0005. La ĺınea continua corresponde a
la resta de la solución calculada con∆x1 y ∆x2, mientras que la
muestra de puntos× corresponde a la resta de las soluciones calcu-
ladas con∆x2 y ∆x3 multiplicada por 4. De los resultados se tiene
que los resultados convergen hastat ∼ 2 pues se superponen am-
bas curvas, y a partir de entonces las dos curvas no se superponen,
por lo que no se puede confiar en los resultados a partir de entonces
pues no convergen con el orden esperado.

de los ḿetodos nuḿericos descritos en el caso de la ecuación
de Sine-Gordon, es decir, la ecuación de KG con potencial
V (φ) = 1− cos φ, es decir, la ecuación¤φ + sin φ = 0.

Se conocen soluciones exactas de dicha ecuación, mismas
que usaremos como datos iniciales para resolver el problema
de evolucíon. Para lograrlo se adopta la versión de variables
de primer orden descrito en la sección anterior. Aśı pues, co-
mo datos iniciales se superponen dos soluciones solitónicas
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en el mismo dominio al tiempo inicial:

φ(x, 0) = 4 tan−1

[
exp

(
x− x0 − vt√

1− v2

)]

t=0

− 4 tan−1

[
exp

(
x + x0 + vt√

1− v2

)]

t=0

(37)

dondev es la velocidad de propagación del campo. Estos da-
tos iniciales corresponden a dos solitones centrados en±x0 y
con velovidadv tal que se mueven uno en dirección del otro.
Dado que se desea ver el fenómeno desde un sistema de coor-
denadas fijo y centrado en el origen se elgenα = 1, β = 0, y
los valores iniciales para las dos variables de primer orden se
reducen a

ψ = ∂xφ = 2sech

[−x + x0 + vt√
1− v2

]

− 2sech

[−x− x0 − vt√
1− v2

]
,

π = ∂tφ = −2vsech

[−x + x0 + vt√
1− v2

]

+ 2vsech

[−x− x0 − vt√
1− v2

]
.

Las ecuaciones de evolución son el conjunto de Ecs. (26) que
aqúı se reescriben con la corrección en la ecuación paraπ que
contiene la derivada del potencial del campo escalar:

∂tψ =∂x(απ + βψ),

∂tπ =∂x(αψ + βπ)− α sin φ.

La versíon discreta derhs(π) es

[(αψ + βπ)j+1 − (αψ + βπ)j−1]/2∆x− αj sin φj .

En la Fig. 14 se presenta la evolución de la funcíon de on-
da calculada como un problema de valores iniciales usando
x0 = 10 y v = 0.5. Tambíen se presenta la densidad de
enerǵıa asociada a la función de onda, escrita en general co-
mo [13]

ρ =
1
2

(
∂φ

∂t

)2

+
1
2

(
∂φ

∂x

)2

+ V. (38)

Tambíen se muestra la gráfica de convergencia del error
de la solucion nuḿerica comparada con la solución exac-
ta (37). La propiedad de que el perfil de densidad de energı́a

FIGURA 14.Se muestra la evolución de dos solitones superpuestos que obedecen la ecuación de Sine-Gordon. En el primer panel se muestra
el perfil del campo escalar y cómo en el momento de la colisión cambia de signo aproximadamente at ∼ 15. Se muestra adeḿas el perfil
de densidad del campo escalar según la Ec. (38), el cual se conserva para ambos solitones después de la colisíon. Un trabajo detallado
relacionado con el choque de solitones debiera mostrar que los perfiles se preservan y aquı́ solamente se muestra en una sola gráfica el
comportamiento de la densidad de energı́a. Tambíen se ha comparado la solución nuḿerica con la exacta (37) y se muestra la normaL1 del
error usando distintas resoluciones, donde se ha multiplicado por cuatro el error calculado con la resolución alta para verificar la convergencia
de segundo orden a cero del error. El dominio esx ∈ [−20, 20], t ∈ [0, 60].
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se preserva antes y después de la colisíon es el signo ḿas
importante de que se trata de dos soluciones solitónicas [13].

De igual modo se pueden explorar las propiedades so-
lit ónicas de otros tipos de ecuación de onda cuya solución
exacta sea desconocida [3]. Por ejemplo, en la Ref. 14 se des-
cubrió que en modelos que consideran que la materia oscura
es un condensado de Bose, las estructuras (como galaxias o
cúmulos de galaxias) se comportan como solitones y se tras-
pasan cuando son sometidos a condiciones de colisión.

Una propiedad importante de este tipo de sistemas con
operadores de onda en ecuaciones no homogéneas es que
la estructura caracterı́stica es la misma que en el caso ho-
moǵeneo, pues los términos del sistema de ecuaciones que
se estudian en el análisis caracterı́stico son los que corres-
ponden a la parte principal del sistema de ecuaciones, lo que
garantiza que las velocidades de propagación y los modos ca-
racteŕısticos de este sistema se definen del mismo modo que
en el caso de la ecuación de onda homoǵenea.

5. Comentarios finales

En este trabajo se ha presentado tanto la manera más simple
de resolver la ecuación de onda usando diferencias finitas, co-
mo la ḿas completa que involucra el análisis caracterı́stico.

Un punto importante relacionado con los algoritmos es
que en los ejemplos desarrollados en este manuscrito, la re-
solucíon en todos los casos es uniforme. Esta condición es
suficiente para resolver los problemas de valores iniciales con
una dimensíon espacial como los mostrados aquı́, pero no ne-
cesariamente lo es en casos mas generales. La razón es que
cuando las ecuaciones involucran tres dimensiones espaciales
la memoria de la computadora se convierte en una limitante.
Es entonces necesario optimizarla y hacer uso de algoritmos
de refinamiento de mallas que permiten asignar mayor reso-
lución solamente en aquellas regiones donde los gradientes
de las funciones involucradas en las EDPs son grandes, por
ejemplo en nuestro caso puede ser en las regiones donde los
pulsos deφ tienen amplitudes mayores. Un algoritmo comun-
mente usado para este propósito es el conocido como el de
“caja en caja” de Berger y Oliger [15], que consiste en que a
partir de un dominio espacial de un problema de valores ini-
ciales con resolución∆x, se eligen subdominios en los cuales
la resolucíon es mayor, por ejemplo∆x/2, y dentro de estos
subdominios se definen otros con resolución áun mayor, di-
gamos∆x/4 y aśı sucesivamente. La particularidad de dicho
algoritmo es que las fronteras de cada subdominio descansan
sobre puntos de la malla de la siguente resolucion menor.

El elemento ḿas importante en los cálculos nuḿericos
basados en la aproximación en diferencias finitas es la con-
vergencia de la solución nuḿerica. No sobra insistir en que
si se resuelve un problema con la aproximación de las dife-
rencias finitas es necesario indicar ya sea la convergencia o la
autoconvergencia de los resultados numéricos.

Respecto a la solución de un sistema de primer orden,
es importante tener en cuenta la noción de velocidades ca-
racteŕısticas y modos caracterı́sticos de propagación. Estos

permiten entender si un problema de valores iniciales es bien
planteado o no, adeḿas de la utilidad que tienen dichos ele-
mentos para imponer condiciones de frontera correctamente.
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Apéndice A

Aqúı se presenta una prueba de estabilidad para el esquema
de discretizacíon (14) y las restricciones del factor CFL.

En esta prueba se estudia el crecimiento del error con el
tiempo. Aśı a t = 0 en x ∈ [0, N∆x] se considera que el
error en cada punto del dominio espacial esej = e(j∆x).
Debido a que la aproximación en diferencias finitas (14) es
lineal bastaŕa con calcular la propagación del error para un
soloj. Se propone la expresión para el error con propagación
exponencial del error al tiempo inicial como

en
j = eiµj∆xeνkn = eiµj∆xξn (A.1)

donde parat = 0 se tieneej = eiµj∆x. Se proponeξ = eνk

y ν ∈ C, lo que permite que siν es imaginario el error so-
lamente oscilaŕa en el tiempo, pero no crecerá, y por el con-
trario, siν es real positivo el error crecerá exponencialmente.
El criterio de estabilidad se reduce a pedir que|ξ| ≤ 1 para
un esquema estable. De (14) se tiene que el error satisface la
misma ecuación queφ, por lo que eśutil introducir la expre-
sión (39) en (14):

en+1
j − 2en

j + en−1
j = ρ2(en

j+1 − 2en
j + en

j−1) ⇒

eiµj∆xξn

(
ξ − 2 +

1
ξ

= ρ2(eiν∆x − 2 + e−iν∆x)
)

⇒

ξ2 − 2ξA + 1 = 0 (A.2)

dondeρ=∆t/∆x y A=1 − 2ρ2 sin2(ν∆x/2). Las ráıces de
dicha ecuacíon son:ξ+=A+

√
A2 − 1 y ξ−=A−√A2 − 1.

Ahora, A ≤ 1 porque para todo valor deν se cumple
1 − 2ρ2 sin2(ν∆x/2) ≤ 1. Se tienen pues dos casos i)
|A| ≤ 1, lo que implica que|ξ+| = |ξ−| = 1, y basta pa-
ra inidicar que el esquema es estable, y ii)A < −1, lo que
implica que|ξ−| > 1, lo cual basta para que el esquema sea
inestable.

Entonces hay solamente una condición que se debe
cumplir para que el esquema sea estable,|A| ≤ 1, o
sea−1 ≤ 1− 2ρ2 sin2(ν∆x/2) ≤ 1, siendo la primera de-
sigualdad láunica que implica una restricción sobre el valor
en ρ, a saber, para que el esquema sea estable es necesario
queρ2 ≤ 1.
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Finalmente, retomando la notación de la discretización
se tiene que el factor CFL está sometido a la restricción
∆t/∆x ≤ 1. El lector puede usar el código para resolver

la ecuacíon de onda con distintos valores del factor CFL y
verificar en la pŕacticaésta condicíon de estabilidad.
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