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El oscilador repulsivo se caracteriza por tener un potencial ¢14@)e aciia como barrera; es de los pocos sistemasiitos cuya soludin

es expicita. Muestra varios aspectos interesantes debido a que la barrera de potencial separa sus estados en acagtameguéedibran

la barrera por tener enéegpositiva, de aquellos con en@agegativa, los cuales parcialmente se reflejan y parcialmente se trasmiteé¥sa trav
de ella. El espectro de enéag es doble, pues los estados se pueden mover a la derecha o la izquierdmaligamos este sistema en su
espacio fase @ntico mediante la funéh de Wigner y con la estrategia de usar matrice® ge2 para encontrar su evoldri en el tiempo,
factorizandola en una transformaci geongtrica y una diamica.

Descriptores:Oscilador repulsivo; transformadas éaitas; funddn de Wigner.

The repulsive oscillator is characterized for having a potential (z£/#at acts as a barrier; it is one of the few quantum systems whose
solution is explicit. It shows several interesting aspects due to the potential barrier which separates its states into those that classically
surmounts the barrier for having positive energy, from those with negative energy, which partially reflect and partially transmit through it.
The energy spectrum is double, since the states can move to the right or to the left. Here we analyze this system in quantum phase spac
through the Wigner function, with the strategy of usig< 2 matrices to find the time evolution, factorizing it into a geometric and a
dynamical transformation.

Keywords:Repulsive oscillator; inverted oscillator; canonical transforms; Wigner function.
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1. Introducciony proposito inestables [10,13] y siguen siendo de iB&por sus propie-
. . _ o ’ . dades geogtricas [14]. Nuestro tratamiento de las funcio-
El oscilador repulsivo, el oscilador aémico y la paricula li-  nes propias puede encontrarse ampliado en la Ref. 15, mien-

bre son tres sistemasanticos cuya simef es perfecta. Este  tras que su evoluoh en espacio fase éstontenido en varias
adjetivo no es aventurado para el oscilador@ito, ejem-  de |as fuentes mencionadas arriba. Ningesultado de los
plo carbnico del cual provienen los operadores de ascens@qu presentados es estrictamente nuevo, pero su desarrollo
descenso ytimero que permean la literatura en varios cammediantealgebra de matrices nos parece ser el camiae m
pos de la me@nica yoptica clanticas. Tami@in la paricula  natural y eficaz para describir este sistema.
libre, aunque parece ser un sistema muy simple, da significa- - g| hamiltoniano cisico del oscilador repulsivo es
do fisico a las series y transformadas de Fourier sobre las que
se basa mucho el atisis funcional en mateaticas. El tercer h(z,p) = Lp2 _Ve_ n, (1)
miembro de estefn de sistemas cuyo potencial es cudr 2m 2
co,azx? cuandox < 0, es el oscilador repulsivo. El propito  dondex € R es la distancia de la masaal centro del siste-
de este ensayo es presentarlo en sus ropassencillas e in- ma,p = mi € R es el momento lineal; un paémetro yn es
dicar algo de lo que podemos aprendeiétidanto enfisica  la enerd@a constante de movimiento; el potencialéesgpre-
como en mate@ticas. sentado en la Fig. 1a, como una barrera. Lasqadas con
Aun cuando este sistema no aparece prominentemente energa positiva ¢ > 0) pasaén por encima de esta barrera,
libros de meénica cié@ntica, el oscilador repulsivo —tan@isi ~ mientras que aquellas cuya eriergs negativar( < 0) se@an
llamado osciladoinvertido— esf siendo crecientemente in- reflejadas, tanto si vienen de la izquierda como de la derecha.
vestigado en la literatura. Vale decir que originalmente sé&n el espacio fase, cuyas coordenadao@as son posi-
tratd de un ejercicio para encontrar valores y funciones procion y momentqz, p) € 2 como se muestra en la Fig. 1b,
pias exactas [1], posteriormeréstas fueron estudiadas como las trayectorias de las pantilas determinadas por (1) son
soluciones separables de ecuaciones diferenciales [2,4], sujgipérbolas; ajustamos los @anetrosn = 1 = v para que
tas a transformadas damicas lineales [5] con propiedades éstas sean eqatieras. Resolviendo la ecuaside Newton

de auto-reproduceh [6] y como bases para representacio-conp = —V((—1/2)z?) = z obtenemosi = p = z y
nes integrales del grupo de Lorentz [7]. Sus aplicaciones & = = p, Cuya soluddn para tiempo € R es
la fisica como modelo para tuneleo a &awle una barrera .
; . ) . x(T) cosh7 sinh7)\ (7o
de potencial derivan de una tesis doctoral ycaitb de Bar- =1 . , 2)
p(T) sinh7 cosh7 )/ \ p,

ton [8], y del tratamiento en espacio fase mediante la imci
de Wigner hecho por &8azs y Voros [9]. Este modelo y va- conz, := z(0) y p, := p(0). Recordamos que bajo evo-
riantes deél han sido aplicados en la iguica de procesos lucion hamiltoniana, los elementos deea del espacio fase
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dx dp se conservan, por lo queste fluye como uniduido

P
incompresible a lo largo de lamkash(z, p) = constante. T P
P : g0 (z,p) N e
A diferencia del oscilador repulsivoadico, en el mode- Wi
lo cuantico las paftulas no son puntos en el espacio fase —_— A & ‘ //B/
X

de la Fig. 1, sino distribuciones de probabilidad que se ex-

¥t

tienden sobre todo el espacio. Bajo la deforraadR), estas

distribuciones perdan su forma; aquellas con soporte enlas g B' /]é/ : \
regiones) > 0 (|p| > |z|) salvaén la barrera,. mientras cuan- +7 é/@
don < 0 (|p| > |z|) esperamos ver reflex acompéada S

de una pequEa trasmisin a traes de la redin clasicamente  FIGURA 1. Movimiento de una paitula cksica en un potencial de
prohibida. El oscilador repulsivo antico presenta tamdm  oscilador repulsivo. a) En el espacio de configusaai las paricu-
otros febmenos interesantes: el momento crece linealmentis se mueven a la izquierdal (y B) o a la derechad’ y B).
con la distancia, la frecuencia espacial de osdlacle sus Aduellas con eneig positiva (4, A’, 77 > 0) superan la barrera de

funciones de onda crecelinealmente, en lo que se caracte- Potencial (pabola punteada) y confian su movimiento; aglas
X L} . P . / . .

riza como un ‘trino’ €hirp) ~ ei@’/2 Asi, mientras que el con energa negativa B’.B 0 < 0) se reflejan. b) ,En espacio
fase(z, p) las trayectorias son arcos de &ipola. Paitulas con

analisis de Fourier trata con ondas de frecuencia constante_ e p o
enerda positiva Ay A") se mueven en los cuadrantes superior e in-

9 - . .
como bas? pard”(%) el ?Sfp_ac'o de H'Ibert de funciones ‘?'e ferior; aquellas con enei@negativa B y B’) ocupan los cuadran-
cuadrado integrable , el alisis en érminos de bases con tri- e derecho e izquierdo. Lasimstas corresponden a trayectorias

nos es f’allgo 1as Complicado..PorFmdid'ura, si pretende_mos de partculas con eneign = 0, que llegan al punto de equilibrio
construir modelos computacionales discretos necesariamenifestabler = 0 = p parar — oo, 0 salen del.
finitos , encontraremos que dejar fuera la parte asa# del

trino puede llevar a errores n@mcos graves. pacio de configuradn = € R sobre funciones de onda dife-
Destacamos que los sistemas cagidos son tam@in de  renciables)(x) € £L*(R) por

interés para el modelo paraxial dedatica ondulatoria mo- idi(x)

nocromdética, cuyos fundamentos son esencialmentatid (XY)(x) = 2xp(z), (Py)(z) = 0 3)

cos a los de la mémica céntica, salvo que la constante de
Planck2rh se reemplaza por la longitud de ondaz R, . que cumplen la reladh de conmutadin de Heisenberg con
Los elementos &sicos de los sistemampticos son el vuelo 7 =1,
libre en espacio hom@geo y la lente delgada (‘de Fresnel’),

a los cuales podemos agregar lagagude onda arbmicas [X,P]:= AP - PX =il. )
y repulsivas. Esta8ltimas son poco comunes en laptica, Con estos operadoresdicos (ras 1) construimos sus
pero sus funciones de onda presentan propiedades bajo Pl ductos cuaditicos, asoéindolos con matrices como si-
pagacbn que son dignas de estudio. gue:

En la Sec. 2 prepararemos el terreno para tratar los sis-
temas cuadtticos mediantélgebra de matrices. El sistema HA ::}(Pz LAY o < 0 1 ) ®)
qgue desarrollamos ages unidimensional, de modo que las 2 -1 0 )’
matrices son dé x 2 y esin emparentadas con las de Pauli. 1 0 1
La evolucbn de funciones de onda bajo el oscilador repulsivo HE ::5(7?2 —X?) i < 10 > , (6)
se analiza enla Sec. 3, y en la Sec. 4 encontramos sus funcio-
nes propias; el doble espectro se divide en soluciones que se L _:17)2 o ( 0 1 ) 7
mueven a la derecha o a la izquierda. En la Sec. 5 analizamos ’ 0 0 )’

el movimiento de paquetes gaussianos centrados inicialmen- 1 1 0

te en cierta posiéin, momento y enefg, pero cuya distribu- HY == (XP +PX) i ( ) , (8)

cibn contiener, p, n € R, de modo que una ‘parte’ de ellas 2 0 -1

se trasmitia y otra se refleja@. Introducimos la funéin de T 5 0 0

Wigner en la Sec. 6 para describir el movimiento de paquetes H 5:52( i < 1 0 ) : ©)

gaussianos en el espacio fase bajo ladiita del oscilador

repulsivo usandalgebra de matrices. En la Sec. 7 indicamos ~ Aqui H* y ‘H® son, respectivamente, los hamil-

la extensbn del método de matrices a otros potenciales y patonianos canticos del oscilador arbmico y repulsivo;

guetes de onda como conclisi HE=1/2(HA + HE) es el hamiltoniano de la pactla li-
bre. Adicionalmente, tenemos los operaddigsque genera
cambio de escala como veremosHy = 1/2(H* — HF)

2. Lafamilia cuadratica gue genera trinos. En el modebgptico, este trino es la fa-
se impresa por una lente delgada sobre la fimcie onda,

Utilizaremos los operadores de Satiinger de posién X'y  mientras queH’” genera la propagam libre dada por la

momentdP de la meanica ci@ntica, representados en el es- transformada de Fresnel.

Rev. Mex. . 56 (1) (2010) 83-91
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Como $lo tres de los operadores (5)-(9) son linealmentg X € {4, R, L, S,T}) en (13)-(17) forma un grupo de Lie
independientes, todo operador cuiio puede representar- uniparanétrico [16], pues se cumplen

se como
M (1) )M X (13) = M¥ (114-73)

H = z2oH* + 21 HE + 29H®

MX0)=1, MX(1)'=M*(-7). (18)
. z 20+ 2
ARG ( —2 i 2 0722 ! ) (10)  Todos son subgrupos del grupo de matrice? de2,
conz, € R. Muy importante es el hecho que los conmuta- M = < a b >
dores entre estos operadores devuelven un operador del mis- c d

mo conjunto, manteniendo su correspondencia con 10S oy n determinanted — be — 1 que se llamI(2, %) —grupo
mutadores de las matrices asociadas. Comtnaameal y  ogpacial lineal en dos dimensiones reales (‘especial’ signifi-
conmutaddn son las dos de las tres operaciones que caragy que su determinante es la unidad). Similarmente, podemos
terlgan unalgebra de Lie [16] (la tercera, la |dgn.t|dad de Ja‘exponenciar cualquier operador cuatitro (10) y obtener el
cobi entre dobles conmutadores, se cumple aatmamente  ¢,nqrno uniparagtrico correspondiente representado por
aqu). Estas operaciones algebraicas y de grupo pueden realiy matriz exponenciada. Multiplicando elementos de distin-
zarse ya sea usqndo Iog operadores diferenciales o sus Corr%%'subgrupos podemos obtener cualquier elemento del grupo
pondientes matnces_.. Finalmente qnotamos que Iog Operad&impleto (sin embargo, por sencillo que paresH, ®) no
res (5)-(9) son hermitianos fas precisamente: esencialmente o5 e, |0 absoluto trivial, como veremogsnadelante).
auto-adjuntos e ()], mientras que todas las matrices son La evolucbn de los operadores de posisiy momen-
Imaginarias puras y con traza cero. _ to X, P bajo (13)-(17) se calculétilmente mediante la re-

La evolucbn en el tiempo de las funciones de ondap esentagin matricial. Para caddl € SI(2, ®) se define la

Y(z,7) — Y(x,7, + 7), 7 € R, generada por estos hamil- .- <tormada cabnica[17]
tonianos segn la ecuadn de Schidinger dependiente del

tiempo, C(MX (1)) := exp(—itHY), (19)
Hy(r) = idﬁ(:) : (11) cua acabn sobre los operadores es
’ -1
da lugar a una serie de Taylor: (§,>:c<z Z)(g>c<z Z)
27 d™a(T) -1
Y(To+7) =) ———|r=r, [ a b X
;::O nl dr =\ ¢ 4 P ) (20)
_ i LT(*Z‘H)"M%) SSdee notamos que del lado derecho escribimos la matriz
n=0 s 4
. -1
=: exp(—iTH)Y(7,). (12) M1 — < ccl Z ) _ ( _dc —ab ) (21)

La exponenciaéin de los operadores cuaticos (5)-(9) es- . . _ .

tara representada por la exponencial de las matrices como $i Motivo para invertir la etiqueta d&(M) respecto de su

gue: matriz actuante se hace evidente cuando concatenamos dos
de estas transformaciones recordando que preservan combi-

exp(—iTHA) « MA(7) = ( cosT smT) ., (13) haciones lineales:
—SInT7T COST

cmuetn) (5 ) et

elcirt) - %) (ST S4T). o
—comomy’ (5 e
exp(—itHE) o ME(7) = ( o ) (15) P
exp(_irH5) < MS(r) = ( e 0 ) a5) = M;lc(lvn)( ;ﬁ )C(M1)1 =M;'M;t ( ;( )
' 0 e
exp(—irHT) o MT (1) = < _17 (1) > a7 = (MMy)™! ( 722 ) (22)

Solo ad resultaC(M1)C(M3) = £C(M1Ms) en el or-
Cuandor es real, las matrices son reales y su de-den correcto —con la ambigdad insalvable del signo por-
terminante es la unidad. Cada conjur{fd/X(7)},cx  que (22) es cuadtica en lag’’s.
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De (20) sigue en particular que para= (1/4)x, la trans- Finalmente, cuando el operador diferencial exponenciado
formada cafnica de la matriz (13) rota entre el hamiltoniano es de segundo orden [18], como (13) y (14), se llama hiper-
del oscilador repulsivo y (menos) el operador de escala:  diferencial, y su acéin esintegral:

C(MA(iﬂ)>%(P2_X2)C(MA(iﬂ_))_1 (comyw) (@) ::[Rdx’C(x,m’;M(T))w(x'), (28)

= - LXP+PX). (23 dondgC(x,x’; M(7)) es el riicleo i'ntegral kerne) por de- .
terminar. Para encontrarlo, Moshinsky y Quesne [17] apli-
Las transformaciones (20) preservan el conmutadsico  caron (20) a (28) encontrando dos ecuaciones diferenciales

entre los operadores de poséieiy momento: simultaneas, cuya solumn normalizada es
1
. C( , /; ab ) —
P = (X, P] =i, w2 (C0) = Jomm
Se llaman transformaciones daricas porque conservan X exp (%(d@ﬂ — 2z’ + ax’z)). (29)

ad la estructura fundamental de la raeica céntica. Los
operadores y las matrices de esta gmtesion representacio- El factor de normalizadn y su fase,

nes homomorfas del gruggi(2, ). . exp (—i(lvr n 17rsignb)>
4 2
= , 30
V2mib 27 [b] (30)

3. Evolucion puntual e integral _ . . )
se determinan exigiendo que en’iehite M — 1, el nicleo

Existe una tercera realizéci del grupoSI(2,R) cuando integral (29) converja (en sentido apropiado) & tée Dirac,
actia sobre el espaci6?(®) de funciones de onda. Son las C(z,2"; 1) = d(z — a") =: 6.(x), para quec(1) = 1. En
transformadas cabnicas integrale§17], generadas por ope- €fecto, cuandgp| — 0 en el semiplano complejo Inm< 0,
radores diferenciales de segundo orden exponenciados [18} transformada integral limita a una transfornéacipun-
Esta acdn puede ser de tres tipos: Cuaridces un opera- tual (24)-(26) y su acéin es

dor diferencial de orden cero —cormoy sus potencias— se a 0 1 cx? x
genera solamente un factor de fase: {C ( ¢ 1/a ) w} (z) = 7a &P <Z%)¢(g)’ (31)
exp(iaX™) (z) = exp(iaz™) ¥(z), lo cual complementa (28).-(30). En particglar, de (29) nota-
mos que la transformada integral de Fourier es una transfor-
n€{0,1,2,...}. (24)  mada cafnica (por una fase):
Cuando el exponente es un operador diferencial de primer F =4 < 01 1 ) , (32)
orden su ac€in es punto-a-punto, como: -0

d puesto que el kernel integral es entoneeé“'/\/%. Las
aexp(iaP)y(x) = exp (a*)ip(x) = ¢(z4a), (25) transformadas cémicasC(M) son unitarias erC?(R) por-

dz que los exponentes son hermiteanos. Al igual que las ma-
1 d i i i i
exp(ia M)y (x) = exp (a[f 4 x—D@b(x) trlcc,es y los operadores hiperdiferenciales, las transformadas
dx carbnicas forman grupo.
= /2y (e%x), (26) En conclusbn, la evolucbn de una fun@n de on-

da cuanticay(x) bajo el potencial de oscilador repulsivo,
para trasladéin y cambio de escala respectivamente. Se lla€S& dada por (29) con el subgrupo (14),

man puntualesporque mapean cada puntodel argumento coshT sinhr

de la funcon en otro punto de la misma fulai. Traslacio- d(w,7)=C ( sinh7 cosht ) (@)

nes en el espacio fage,p) — (z + z,,p + p,) Se hacen -

con e / .(1 2

= —— | da’ expi| (2" + 7
Vamamh7 Jp PG
Ty, po = €xpli(poX — 2, P
: 3 ) x cothr — a:x’cschf)w(x’). (33)

= g~ i@oPo/? exp(ipoX) exp(—iz,P),
Este riicleo integralC(z, z'; M (7)) es lafuncion de Green
(T2 p, ) () = exp [ipo (33 - %xo)}lb(x—xo), (27)  del oscilador repulsivogsta determina que el desarrollo de
unaé de Dirac inicial sentada ep=z,, ¥, (z,0)=0,_(x),
donde hemos utilizado la reléeci de Baker-Campbell- esy,, (z,7)=C(z,x,;M%(7)). Notamos que este desarrollo
Hausdorff para desenredar la exponencial de una suma @s independiente de la enixg, a la cual ahora enfocaremos
operadores que no conmutan [19]. ahora nuestra aterami.
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4. Funciones propias del oscilador repulsivo pulsivo, las cuales quedan dadas por la integral

Las funciones propias del oscilador repulsivo son las que tie- -
nen energa 7 definida; son separables en una fase temporal no (@) = (C(M (_*”)w”’”)(x) (41)
exp(—inT) multiplicando a una funéin que resuelve la ecua- oin/4ia? /2
cion de Schipdinger independiente del tiempo, S — / d'|a' | 1/2—in
™
R 1 d2 2

H () = D) (E t+z )71’71(3”) =niy(x). (34) X exp 2(2 —V2za') (42)

Entre los nétodos para encontrar las soluciones, tenemos = c(n)D,1/2+in(o\/§e3i”/4x),
a mgzo la reladin (23), la cual implica que s, (x) resuel- e*i"/ge“"/‘*F(% —in)
ve (34), entonces con ¢(n):= E ;o (43)

() = (C(M (177))%)(9”)' (35) y ad hemos reemplazado un problema diferencial por uno
integral.

sea solucon de La integral (42) se encuentra en tablas [21]. El valor ab-

5 od 1N - _ soluto del integrando es asiticamente~ 1/./|z'| de modo
—Hty(x) = Z(I% + 5)%(@ =n¢y(z).  (86)  que esh en lafrontera de la integrabilidad €R(R), pero su
trino permite obtener el resultado finito (43), donBg(z)

Esta es una ecudxi diferencial de primer orden cuya so- es una fundn de cilindro parablico [22], la cual es una
lucibn puede encontrarse por inspéecies~ x~1'/2~  combinacdn lineal de funciones hiperge@ticas confluen-
n € R. Pero como la Ec. (36) es singular en= 0, sus  tesiFi(a;c;2). Con2u = —1 + in podemos escribirlas
soluciones e > 0y enz < 0 eséin desconectadas, de mo- como [22]

do que tenemodossoluciones que distinguiremos mediante
elindiceo € {+, -}, ia? /2

NG (a(u) o ( — %; —ixz)

+ B(p)ox 1F1(* /A;;il‘2)>, (44)

Do, (0V2e3™/4g) = c

o) i= —, /270, (37)

—
w

[\)
\)

donde x, son las funciones potencia truncadas de
Gel'fand [20],

R en z >0,
Tl 0 en z<0,

con los coeficientes

1
alp): = 2“1“(”—&—5) COS T4,
[ 0 en x>0, (38) o e _
=) 2 en oo Blp) : = STAWIIT (g ) sinm. (45)

El factor1/,/2m en (37) se determina para tener lanor-  gp |a Fig. 2 graficamos estas funciones propias para va-

r, = oe’,y € R, el producto escalar es vemos que la paitula libra la barrera; para < 0 la barre-
7 _ ra mayormente refleja su fudei de onda, aunque un poco
a(Vn,o Yy or) = (Yn,os Yy o0) tunelea a tra@s de la barrera y reaparece del otro lado. La

_ .- figura muestra que can= + la onda proviene de la izquier-
= 05,00 /§R datpy,o(2) Yy o(x)  (39)  da, mientras que cuando= — provenda de la derecha, ya

7 quey, _(x) = ¥, 4 (—x). Las funciones propias son en rea-
_ b0 d r lidad ondas estacionarias, pues bajo evain¢emporal 6lo
= yexp (iy(n —n) . ) :
277 R se multiplican porxp(—inT), y esto deja su valor absoluto
_ / invariante. Asinbticamente, las funciones de onda del osci-
= 60 0’6(77 n ) (40)

lador repulsivo trinan:

donde en (39) usamos la unitariedad de las transformadas
carbnicas, y un resultado conocido deladisis de Fourier Yye(z) e /?)/Ja] para |z| — oo,  (46)
en (40).

Finalmente recuperamos la fuboi original invirtien- y esén en la frontera (pero fuera) d& (%), como todas las
do (35) para obtener las funciones propias del oscilador rebases impropias de Dirac.

Rev. Mex. . 56 (1) (2010) 83-91
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A lly?? +(}C) guete gaussiano centrado en la pd@sici, y con momento
P, €n el espacio fase. Usado con soltura, esttodo es ras

transparente y sencillo que la integ@timediante la funéin
X de Green en (33). Sartambén aplicable a otras funciones
LA t-5~w'r.-“~"-f,-"."‘,’.- ';'If-":;zl-li"o > conectadas con los operadores catidos.

Wi A REREAA Comenzamos por hacer notar que (29) nos permite escri-
" bir las funciones gaussianas como transformadaénieas
complejasgde una de Dirac [18]:

1 T
exp (= 2, 47

\ ; s donde el ancho cuadltico w puede ser complejo pero debe
g T T ! " KRR S A BT IS | DAL O LA Pl LI H H A H
TR NS R T A SRR e REETTAVITA cumplir Rew > 0, y la normalizadn es tal que edrea bajo

la curva es la unidad,

/ dxGy(z) = 1.
. R

(UNTER TN B L

e e By S Es bien sabido que la transformada de Fourier de una gaus-
siana es otra gaussiana de ancho inverso. Para probarlo, po-
demos simplemente resolver la integral correspondiente o,
usando (32) y (48), efectuar dllculo multiplicando matrices

T —— de la siguiente manera:

weaw=ctle( % g )e( s T )alw

_ im/4 . 0 1
¢ Cp’0’<—1 —iw)

_ 1 Ly 1
_\/ﬂexp( pr)—\/aGl/w(p).

(48)

. 0 e
R s o e
1 e AR
bl

ar 3

ey Loy , i X i
R Agui ambas gaussianas tienen su centro en el origen; para
70 abordar el caso &s general, trasladaremos (48) la gaussiana

T original al punto(z,, p,) en el espacio fase mediante el ope-

rador de traslaén (27),

B T T T T W) i
l\f”ll AR AR Wl S o
RSy by 1y

G(w;mo, P ) : = Ty p, Gu) (2)

FIGURA 2. Funciones de onda propias del oscilador repulsivo imopa/2 ipo k

cuantico (41)-(44) con enefasn € {2.0,15,..., —2.0} y = T2 et G (w — o), (49)

o = + (movimiento a la derecha). Las partes real e imaginaria

se representan pdnkas rayadas y punteadas respectivamente, y ey @ €lla aplicaremos el operador de evotuciel oscilador
valor absoluto porihea corinua. repulsivo (14). Ha@ndolo con las matrices asociadas a las
transformadas c@micas evitaremos ebtculo integral (33).

5. Movimiento de paquetes gaussianos Abreviamos

Usaremos ahora el formalismo de matrices para calcular la R(7) = < cosh7 sinh7 )
evolucibn temporal de una funazh de onda dada por un pa- sinh7  cosht
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para escribir 4t po=0 N

10 010 10 -10

G (Wo; Toy Po; ¥, T) = R(T)G (W0} To, Po; T) =0 b
= R(7) Lz, p, R(=T)

10 -10

coshT sinhTt 1 —iw
x (€ (sinhT cosh T) ¢ <0 1 > 5] () (50) "

= To(r),p(7)

cosh7 sinh7 — iwy cosh T

x|¢ (sinhT cosh 7 — iwq sinh 7) 5] (@) (51) =3

FIGURA 3. Movimiento de paquetes de onda gaussianos (50) bajo
el potencial de oscilador repulsivoantico (56)-(60), con posion

donde el operador de traslanise transforma con

_ y ancho iniciales, = —4y w, = 1. Las columnas corresponden
R(7) (o = 2oP) R(=7) = p(r) X — 2(7) P, a energps centradas em, = —8, —6, 0, y +10 (con momentos
x(7) = x, cosh T + p, sinh 7, inicialesp, = 0, 2, 4 y 6). Los renglones corresponden a tiem-
posT =0, 1, 2, 3. Las partes real e imaginaria se representan por
p(T) = z,sinh 7 + p, cosh 7, (52)  linearayadas y punteadas, y el valor absolutoipeal corinua.

como en el modelo &kico (2). La transformada damica en | 3 parte real dev es positiva y nos indica el ancho del pi-
el segundo factor se compone multiplicando las matrices, qu€o principal de la funéin, mientras que la parte imaginaria

ahora reescribimos como la hace trinar, es decir oscilar con una frecuencia proporcio-
cosh7 sinh7 — iwq cosh T nal a su d(ljstan(gac al origen. El desarrollo enlelé!emspcldev
sinhr  coshr — iwp sinh 7 paquetes de onda gaussianos se muestra en la Fig. 3 [15]. Va-

le recordar que estos paquetes contienen todas lasianerg
B ( a(T) 0 ) ( 1 —iwi(T) ) (53) n € R, gaussianamente centradas en la dasfigvariante)
o\ elr) 1/ —idwi(7) 0 1 no = 1/2(p? — x2). Cuando esta endiges positiva, el pa-
- . guete mayormente atraviesa la barrera; cuando es negativa,
factorizzndolo en una transforma&ci puntual (31) y una

‘ ! mayormente se refleja.
transformada compleja (48) con paretros

a(r) = cosh, ¢(r) =sinhr, 6. Representaddn en espacio fase @ntico
w1(T) = w, + i tanh 7. (54) . 3 .
La vista mas completa y transparente de las funciones de on-
Actuando sobre 14 de Dirac en (52), resulta da cianticasy(x) se pinta en el espacio fase, cuyas coorde-
nadas son posiéh y momenta(z, p), mediante su funén
G(Wo; To, Po; T, T) de WignerW (¢|z, p), definida por [23],
_ a(r) 0
= {7;’(7)? < o(r) 1/a(r) )GWI(T):|(x) (55) ¢z, p)
1 —7.
_ exp(i ¢(1)z2/2a(T)) T : / dyv(z — ,y (et Sy) e (60)
= To(r)p(r) Ja(r) Gmm(r(ﬂ) (56)
T Entre sus muchas propiedades —que no listaremdg 24ju
= z(n)p(m) Gy (@) (57) eshn la de ser una funn real y covariante bajo traslacio-
VeoshT —iw, sinh 7 nes y transformadas camicas reales del espacio fase [25];
j -1 Adaptando la notadi, éstas son
_ exp[lp(T) (1. 21.(7—))} GW(T) (Jf _ .1:(7')), (58) p
v/coshT —iw, sinh T . .
| W (T |(2)) =W (e[ (2)).  (6D)
dondex(7) y p(r) estin dadas en (53) y el factor gaussiano
tiene un ancho complejo, W(C(M) " (Z)> _ W<¢ ‘ M*l(;)). 62)
() = o) La funcion de Wigner de | iana (48 h
1a(r) —ic(m)or(7) a funcion de Wigner de la gaussiana (48) con ancho

o complejow = Rew + ilmw (Rew > 0) puede ser calcu-
_ Wo cosh7 +1i Sth. (59) lada con la ayuda de (49), como transformada de Fourier del
cosh T — iw, sinh 7 integrando gaussiano, para obtener:
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X\:/// \\\-_:7 \\\:-// este centro se mowvesobre(xz(7), p(7)) exactamente como
en (53), pero cambiana forma de la funéin. Para encontrar-
la, descomponemos la matriz de evoarciepulsivaR (7) en
un factor georatrico (31) como antes, y un factor de movi-
miento arndnico (13), ab

At A ma cosh+ sinhr

S S S ( sinh7 coshr )
_{ a(7) 0 cost’  sint’
> ) > - < e(t) 1/a(t) ) ( —sin7t’  cosT’ (64)
Mediantealgebra elemental obtenemos entonces
inh h
tan7’ =tanh7, a(7)= o T = (30577/'7
S T COS T
sinh7 sint’  coshT cos7’
= = - . 65
< ( ( e(r) cos T’ * cosh T sin 7/ sinh 7 (65)
ComoHA W, (x) = (n+1/2) V¥, (x), el operador del factor
E i G T T derecho en (65)&o multiplica la funcén de onda del osci-
FIGURA 4. Curvas de nivel en el espacio fase de la fonade Wig- lador arndnico por una fase,

ner de la gaussiana (58) con ancho inicial= 1, moviéndose bajo
el potencial de oscilador repulsivo. Las columnas tienen posiciones A/ s " 1
y rgomentos inicialesxo,pog): (—4,2), (—4,4),y (72,4)? con (€ (MA()) ¥n) () = exp <_ZT (n+2)> Un(2),
enerdas centradas ep, = —12, 0,y 12 respectivamente. Los ren- (66)
glones corresponden a tiempos= 0, 1, 2.
mientras que el factor izquierdo es ge&nto y produce un
cambio de escala y un trino dado por (31), es decir

1

W(Go|2.p) = o—ee e i)
. 271'\/71';&0 . (R(T) \Ifn) (z) = W%(wm
<o (“pes  reli/) P Res) Y e A e

Esta es una gaussiana en espacio fase con ah¢PRBsw en

z'y 1/2Re(1/w) enp; sus valores constantes forman elip- dondea(7), ¢(7) y 7/(7) eséin dados en (66), y(7), p(7)

ses que pueden ser referidas a sus ejes principales medi@® (2) y (53). De esta manera tenemos una expresgrra-

te una rotadin deangulod, contan 26 = 2lmw/(|w|? — 1). day explcita del movimiento y transformain de los estados

A partir de este resultado y (58) podemos hacer ieipl Propios de oscilador aramico bajo potencial repulsivo.

to el movimiento de la gaussiana (56) en espacio fase; pa- Esta estrategia se puede extender para encontrar la evolu-
ra ello es suficiente reemplazar en (64) — z—ax(7) cion en el tiempo las funciones propias de cualquier potencial
y p — p—p(r) sedin (53),w — w(r) sedin (60), y cuadatico bajo otro potencial cuaatico (13)-(15). Tami&@n
tomar en cuenta el cuadrado absoluto del prefactor cofi¢ puede extender al plano complejo para describir la difu-
Rew(T) = w,/(cosh? 7 + wZsinh? 7). En la Fig. 4 mostra- sion de calor mediante (15) con — 7. Y se puede ex-
mos las curvas de nivel de la fubcide Wigner de esta gaus- tender nas para incluir un cuarto potencial, el dédzalibre
siana que evoluciona bajo el potencial de oscilador repulsivé:on €l hamiltoniand /2P 4 X'y sus funciones propias de

la cual podemos comparar con el movimientasito en la  Airy bajo cualquiera de los tres potenciales anteriores [15].
Fig. 1b. De esta manera evitamos élculo directo de las integrales

de Green (33) y vemos una clara sepdrgintre los factores

. . geongtricos y diramicos de la evolubn.
7. Extensionesy conclusiones

Nuestra estrategia de usar matrices para encontrar la evAgradecimientos

lucion de funciones de onda no se reduce a gaussianas en

osciladores repulsivos. Por ejemplo, si el paquete inicial edgradezco al Qum. Guillermo Kibtzsch (ICF-UNAM,
una funcén propia del hamiltoniano de oscilador @&mnico  Cuernavaca) por su apoyo imprescindible con las figuras, y el
H4 en (5), es decir una funmn Hermite-gaussiand,, (z) apoyo recibido de los proyectéptica Matenatica PAPIIT-

con energan + 1/2 [13], inicialmente centrada ex,, p, ), UNAM IN-105008 y SEP-CONACYT 79899.
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