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El oscilador repulsivo se caracteriza por tener un potencial (-1/2)x2 que act́ua como barrera; es de los pocos sistemas cuánticos cuya solución
es expĺıcita. Muestra varios aspectos interesantes debido a que la barrera de potencial separa sus estados en aquellos que clásicamente libran
la barrera por tener energı́a positiva, de aquellos con energı́a negativa, los cuales parcialmente se reflejan y parcialmente se trasmiten a través
de ella. El espectro de energı́as es doble, pues los estados se pueden mover a la derecha o la izquierda. Aquı́ analizamos este sistema en su
espacio fase cúantico mediante la función de Wigner y con la estrategia de usar matrices de2× 2 para encontrar su evolución en el tiempo,
factoriźandola en una transformación geoḿetrica y una dińamica.

Descriptores:Oscilador repulsivo; transformadas canónicas; funcíon de Wigner.

The repulsive oscillator is characterized for having a potential (-1/2)x2 that acts as a barrier; it is one of the few quantum systems whose
solution is explicit. It shows several interesting aspects due to the potential barrier which separates its states into those that classically
surmounts the barrier for having positive energy, from those with negative energy, which partially reflect and partially transmit through it.
The energy spectrum is double, since the states can move to the right or to the left. Here we analyze this system in quantum phase space
through the Wigner function, with the strategy of using2 × 2 matrices to find the time evolution, factorizing it into a geometric and a
dynamical transformation.
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1. Introducción y propósito

El oscilador repulsivo, el oscilador armónico y la part́ıcula li-
bre son tres sistemas cuánticos cuya simetrı́a es perfecta. Este
adjetivo no es aventurado para el oscilador armónico, ejem-
plo cańonico del cual provienen los operadores de ascenso,
descenso y ńumero que permean la literatura en varios cam-
pos de la mećanica yóptica cúanticas. También la part́ıcula
libre, aunque parece ser un sistema muy simple, da significa-
do f́ısico a las series y transformadas de Fourier sobre las que
se basa mucho el análisis funcional en mateḿaticas. El tercer
miembro de este trı́o de sistemas cuyo potencial es cuadráti-
co,αx2 cuandoα < 0, es el oscilador repulsivo. El propósito
de este ensayo es presentarlo en sus ropas más sencillas e in-
dicar algo de lo que podemos aprender deél, tanto en f́ısica
como en mateḿaticas.

Aun cuando este sistema no aparece prominentemente en
libros de mećanica cúantica, el oscilador repulsivo —también
llamado osciladorinvertido— est́a siendo crecientemente in-
vestigado en la literatura. Vale decir que originalmente se
trató de un ejercicio para encontrar valores y funciones pro-
pias exactas [1], posteriormenteéstas fueron estudiadas como
soluciones separables de ecuaciones diferenciales [2,4], suje-
tas a transformadas canónicas lineales [5] con propiedades
de auto-reproducción [6] y como bases para representacio-
nes integrales del grupo de Lorentz [7]. Sus aplicaciones a
la fı́sica como modelo para tuneleo a través de una barrera
de potencial derivan de una tesis doctoral y artı́culo de Bar-
ton [8], y del tratamiento en espacio fase mediante la función
de Wigner hecho por B́alázs y Voros [9]. Este modelo y va-
riantes deél han sido aplicados en la quı́mica de procesos

inestables [10,13] y siguen siendo de interés por sus propie-
dades geoḿetricas [14]. Nuestro tratamiento de las funcio-
nes propias puede encontrarse ampliado en la Ref. 15, mien-
tras que su evolución en espacio fase está contenido en varias
de las fuentes mencionadas arriba. Ningún resultado de los
aqúı presentados es estrictamente nuevo, pero su desarrollo
medianteálgebra de matrices nos parece ser el camino más
natural y eficaz para describir este sistema.

El hamiltoniano cĺasico del oscilador repulsivo es

h(x, p) =
1

2m
p2 − v

2
x2 = η, (1)

dondex ∈ < es la distancia de la masam al centro del siste-
ma,p = mẋ ∈ < es el momento lineal,v un paŕametro yη es
la enerǵıa constante de movimiento; el potencial está repre-
sentado en la Fig. 1a, como una barrera. Las partı́culas con
enerǵıa positiva (η > 0) pasaŕan por encima de esta barrera,
mientras que aquellas cuya energı́a es negativa (η < 0) seŕan
reflejadas, tanto si vienen de la izquierda como de la derecha.
En el espacio fase, cuyas coordenadas canónicas son posi-
ción y momento(x, p) ∈ <2 como se muestra en la Fig. 1b,
las trayectorias de las partı́culas determinadas por (1) son
hipérbolas; ajustamos los parámetrosm = 1 = v para que
éstas sean equiláteras. Resolviendo la ecuación de Newton
con ṗ = −∇((−1/2)x2) = x obtenemos̈x = ṗ = x y
p̈ = ẋ = p, cuya solucíon para tiempoτ ∈ < es

(
x(τ)
p(τ)

)
=

(
cosh τ sinh τ
sinh τ cosh τ

)(
xo

po

)
, (2)

con xo := x(0) y po := p(0). Recordamos que bajo evo-
lución hamiltoniana, los elementos deárea del espacio fase
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dx dp se conservan, por lo quéeste fluye como un lı́quido
incompresible a lo largo de las lı́neash(x, p) = constante.

A diferencia del oscilador repulsivo clásico, en el mode-
lo cuántico las partı́culas no son puntos en el espacio fase
de la Fig. 1, sino distribuciones de probabilidad que se ex-
tienden sobre todo el espacio. Bajo la deformación (2), estas
distribuciones perderán su forma; aquellas con soporte en las
regionesη > 0 (|p| > |x|) salvaŕan la barrera, mientras cuan-
do η < 0 (|p| > |x|) esperamos ver reflexión acompãnada
de una pequẽna trasmisíon a trav́es de la regíon cĺasicamente
prohibida. El oscilador repulsivo cuántico presenta también
otros feńomenos interesantes: el momento crece linealmente
con la distancia, la frecuencia espacial de oscilación de sus
funciones de onda crecerá linealmente, en lo que se caracte-
riza como un ‘trino’ (chirp) ∼ eix2/2. Aśı, mientras que el
ańalisis de Fourier trata con ondas de frecuencia constante
como base paraL2(<) el espacio de Hilbert de funciones de
cuadrado integrable , el análisis en t́erminos de bases con tri-
nos es algo ḿas complicado. Por añadidura, si pretendemos
construir modelos computacionales discretos necesariamente
finitos , encontraremos que dejar fuera la parte asintótica del
trino puede llevar a errores numéricos graves.

Destacamos que los sistemas cuadráticos son también de
inteŕes para el modelo paraxial de laóptica ondulatoria mo-
nocroḿatica, cuyos fundamentos son esencialmente idénti-
cos a los de la mecánica cúantica, salvo que la constante de
Planck2π~ se reemplaza por la longitud de ondaλ ∈ <+.
Los elementos b́asicos de los sistemasópticos son el vuelo
libre en espacio homogéneo y la lente delgada (‘de Fresnel’),
a los cuales podemos agregar las guı́as de onda arḿonicas
y repulsivas. Estaśultimas son poco comunes en la práctica,
pero sus funciones de onda presentan propiedades bajo pro-
pagacíon que son dignas de estudio.

En la Sec. 2 prepararemos el terreno para tratar los sis-
temas cuadŕaticos mediantéalgebra de matrices. El sistema
que desarrollamos aquı́ es unidimensional, de modo que las
matrices son de2× 2 y est́an emparentadas con las de Pauli.
La evolucíon de funciones de onda bajo el oscilador repulsivo
se analiza en la Sec. 3, y en la Sec. 4 encontramos sus funcio-
nes propias; el doble espectro se divide en soluciones que se
mueven a la derecha o a la izquierda. En la Sec. 5 analizamos
el movimiento de paquetes gaussianos centrados inicialmen-
te en cierta posición, momento y energı́a, pero cuya distribu-
ción contienex, p, η ∈ <, de modo que una ‘parte’ de ellas
se trasmitiŕa y otra se reflejará. Introducimos la función de
Wigner en la Sec. 6 para describir el movimiento de paquetes
gaussianos en el espacio fase bajo la dinámica del oscilador
repulsivo usandóalgebra de matrices. En la Sec. 7 indicamos
la extensíon del ḿetodo de matrices a otros potenciales y pa-
quetes de onda como conclusión.

2. La familia cuadrática

Utilizaremos los operadores de Schrödinger de posiciónX y
momentoP de la mećanica cúantica, representados en el es-

FIGURA 1. Movimiento de una partı́cula cĺasica en un potencial de
oscilador repulsivo. a) En el espacio de configuraciónx las part́ıcu-
las se mueven a la izquierda (A y B) o a la derecha (A′ y B′).
Aquellas con energı́a positiva (A, A′, η > 0) superan la barrera de
potencial (paŕabola punteada) y continúan su movimiento; aquéllas
con enerǵıa negativa (B, B′, η < 0) se reflejan. b) En espacio
fase(x, p) las trayectorias son arcos de hipérbola. Part́ıculas con
enerǵıa positiva (A y A′) se mueven en los cuadrantes superior e in-
ferior; aquellas con energı́a negativa (B y B′) ocupan los cuadran-
tes derecho e izquierdo. Las ası́ntotas corresponden a trayectorias
de part́ıculas con energı́a η = 0, que llegan al punto de equilibrio
inestablex = 0 = p paraτ →∞, o salen déel.

pacio de configuración x ∈ < sobre funciones de onda dife-
renciablesψ(x) ∈ L2(<) por

(Xψ)(x) = xψ(x), (Pψ)(x) =
−idψ(x)

dx
, (3)

que cumplen la relación de conmutación de Heisenberg con
~ = 1,

[X ,P] := XP − PX = i1. (4)

Con estos operadores básicos (ḿas 1 ) construimos sus
productos cuadráticos, asociándolos con matrices como si-
gue:

HA :=
1
2
(P2 + X 2) ↔ i

(
0 1
−1 0

)
, (5)

HR :=
1
2
(P2 −X 2) ↔ i

(
0 1
1 0

)
, (6)

HL :=
1
2
P2 ↔ i

(
0 1
0 0

)
, (7)

HS :=
1
2
(XP + PX ) ↔ i

(
1 0
0 −1

)
, (8)

HT :=
1
2
X 2 ↔ i

(
0 0
−1 0

)
. (9)

Aqúı HA y HR son, respectivamente, los hamil-
tonianos cúanticos del oscilador arḿonico y repulsivo;
HL=1/2(HA + HR) es el hamiltoniano de la partı́cula li-
bre. Adicionalmente, tenemos los operadoresHS que genera
cambio de escala como veremos, yHT = 1/2(HA − HR)
que genera trinos. En el modeloóptico, este trino es la fa-
se impresa por una lente delgada sobre la función de onda,
mientras queHL genera la propagación libre dada por la
transformada de Fresnel.

Rev. Mex. F́ıs. 56 (1) (2010) 83–91



EL OSCILADOR REPULSIVO 85

Como śolo tres de los operadores (5)-(9) son linealmente
independientes, todo operador cuadrático puede representar-
se como

H = z0HA + z1HR + z2HS

↔ i

(
z2 z0 + z1

−z0 + z1 −z2

)
(10)

con zα ∈ <. Muy importante es el hecho que los conmuta-
dores entre estos operadores devuelven un operador del mis-
mo conjunto, manteniendo su correspondencia con los con-
mutadores de las matrices asociadas. Combinación lineal y
conmutacíon son las dos de las tres operaciones que carac-
terizan unálgebra de Lie [16] (la tercera, la identidad de Ja-
cobi entre dobles conmutadores, se cumple automáticamente
aqúı). Estas operaciones algebraicas y de grupo pueden reali-
zarse ya sea usando los operadores diferenciales o sus corres-
pondientes matrices. Finalmente anotamos que los operado-
res (5)-(9) son hermitianos [ḿas precisamente: esencialmente
auto-adjuntos enL2(<)], mientras que todas las matrices son
imaginarias puras y con traza cero.

La evolucíon en el tiempo de las funciones de onda
ψ(x, τo) → ψ(x, τo + τ), τ ∈ <, generada por estos hamil-
tonianos seǵun la ecuacíon de Schr̈odinger dependiente del
tiempo,

Hψ(τ) = i
dψ(τ)

dτ
, (11)

da lugar a una serie de Taylor:

ψ(τo + τ) =
∞∑

n=0

τn

n!
dnψ(τ)

dτn
|τ=τo

=
∞∑

n=0

τn

n!
(−iH)nψ(τo)

=: exp(−iτH)ψ(τo). (12)

La exponenciación de los operadores cuadráticos (5)-(9) es-
taŕa representada por la exponencial de las matrices como si-
gue:

exp(−iτHA) ↔MA(τ) :=
(

cos τ sin τ
− sin τ cos τ

)
, (13)

exp(−iτHR) ↔MR(τ) :=
(

cosh τ sinh τ
sinh τ cosh τ

)
, (14)

exp(−iτHL) ↔ML(τ) :=
(

1 τ
0 1

)
(15)

exp(−iτHS ) ↔MS (τ) :=
(

eτ 0
0 e−τ

)
(16)

exp(−iτHT ) ↔MT (τ) :=
(

1 0
−τ 1

)
(17)

Cuando τ es real, las matrices son reales y su de-
terminante es la unidad. Cada conjunto{MX(τ)}τ∈<

(X ∈ {A,R, L, S, T}) en (13)-(17) forma un grupo de Lie
uniparaḿetrico [16], pues se cumplen

MX(τ1)MX(τ2) = MX(τ1+τ2)

MX(0) = 1, MX(τ)−1 = MX(−τ). (18)

Todos son subgrupos del grupo de matrices de2× 2,

M =
(

a b
c d

)

con determinantead−bc = 1, que se llamaSl(2,<) —grupo
especial lineal en dos dimensiones reales (‘especial’ signifi-
ca que su determinante es la unidad). Similarmente, podemos
exponenciar cualquier operador cuadrático (10) y obtener el
subgrupo uniparaḿetrico correspondiente representado por
su matriz exponenciada. Multiplicando elementos de distin-
tos subgrupos podemos obtener cualquier elemento del grupo
completo (sin embargo, por sencillo que parezca,Sl(2,<) no
es en lo absoluto trivial, como veremos más adelante).

La evolucíon de los operadores de posición y momen-
to X , P bajo (13)-(17) se calcula fácilmente mediante la re-
presentacíon matricial. Para cadaM ∈ Sl(2,<) se define la
transformada cańonica[17]

C(MX(τ)) := exp(−iτHX), (19)

cuya accíon sobre los operadores es
( X ′
P ′

)
= C

(
a b
c d

)( X
P

)
C

(
a b
c d

)−1

=
(

a b
c d

)−1 ( X
P

)
, (20)

donde notamos que del lado derecho escribimos la matrizin-
versa,

M−1 =
(

a b
c d

)−1

=
(

d −b
−c a

)
(21)

El motivo para invertir la etiqueta deC(M) respecto de su
matriz actuante se hace evidente cuando concatenamos dos
de estas transformaciones recordando que preservan combi-
naciones lineales:

C(M1)C(M2)
( X
P

)
C(M2)−1C(M1)−1

= C(M1)M−1
2

( X
P

)
C(M1)−1

= M−1
2 C(M1)

( X
P

)
C(M1)−1 = M−1

2 M−1
1

( X
P

)

= (M1M2)−1

( X
P

)
(22)

Sólo aśı resultaC(M1) C(M2) = ±C (M1M2) en el or-
den correcto —con la ambigüedad insalvable del signo por-
que (22) es cuadrática en lasC’s.
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De (20) sigue en particular que paraτ = (1/4)π, la trans-
formada cańonica de la matriz (13) rota entre el hamiltoniano
del oscilador repulsivo y (menos) el operador de escala:

C
(

MA
(

1
4π

) )
1
2 (P2 −X 2)C

(
MA

(
1
4π

) )−1

= − 1
2 (XP + PX ). (23)

Las transformaciones (20) preservan el conmutador básico
entre los operadores de posición y momento:

[X ′,P ′] = [X ,P] = i1.

Se llaman transformaciones canónicas porque conservan
aśı la estructura fundamental de la mecánica cúantica. Los
operadores y las matrices de esta sección son representacio-
nes homomorfas del grupoSl(2,<).

3. Evolución puntual e integral

Existe una tercera realización del grupoSl(2,<) cuando
act́ua sobre el espacioL2(<) de funciones de onda. Son las
transformadas cańonicas integrales[17], generadas por ope-
radores diferenciales de segundo orden exponenciados [18].
Esta accíon puede ser de tres tipos: CuandoH es un opera-
dor diferencial de orden cero —comoX y sus potencias— se
genera solamente un factor de fase:

exp(iαXn)ψ(x) = exp(iαxn)ψ(x),

n ∈ {0, 1, 2, . . .}. (24)

Cuando el exponente es un operador diferencial de primer
orden su acción es punto-a-punto, como:

a exp(iαP)ψ(x) = exp
(
α

d

dx

)
ψ(x) = ψ(x+α), (25)

exp(iαHS)ψ(x) = exp
(
α
[1
2

+ x
d

dx

])
ψ(x)

= eα/2ψ(eαx), (26)

para traslacíon y cambio de escala respectivamente. Se lla-
manpuntualesporque mapean cada puntox del argumento
de la funcíon en otro punto de la misma función. Traslacio-
nes en el espacio fase(x, p) 7→ (x + xo, p + po) se hacen
con

Txo,po := exp[i(poX − xoP)]

= e−ixopo/2 exp(ipoX ) exp(−ixoP),

(Txo,poψ)(x) = exp
[
ipo

(
x− 1

2xo

)]
ψ(x−xo), (27)

donde hemos utilizado la relación de Baker-Campbell-
Hausdorff para desenredar la exponencial de una suma de
operadores que no conmutan [19].

Finalmente, cuando el operador diferencial exponenciado
es de segundo orden [18], como (13) y (14), se llama hiper-
diferencial, y su acción esintegral:

(
C(M)ψ

)
(x) :=

∫

<
dx′C(x, x′; M(τ))ψ(x′), (28)

dondeC(x, x′; M(τ)) es el ńucleo integral (kernel) por de-
terminar. Para encontrarlo, Moshinsky y Quesne [17] apli-
caron (20) a (28) encontrando dos ecuaciones diferenciales
simult́aneas, cuya solución normalizada es

C
(
x, x′;

(
a b
c d

))
=

1√
2πib

× exp
( i

2b
(dx2 − 2xx′ + ax′2)

)
. (29)

El factor de normalización y su fase,

1√
2πib

:=
exp

(
−i( 1

4π + 1
2π signb)

)
√

2π |b| , (30)

se determinan exigiendo que en el lı́mite M → 1, el núcleo
integral (29) converja (en sentido apropiado) a laδ de Dirac,
C(x, x′; 1) = δ(x − x′) =: δx′(x), para queC(1) = 1 . En
efecto, cuando|b| → 0 en el semiplano complejo Imb < 0,
la transformada integral limita a una transformación pun-
tual (24)-(26) y su acción es

[
C

(
a 0
c 1/a

)
ψ

]
(x) =

1√
a

exp
(
i
cx2

2a

)
ψ

(x

a

)
, (31)

lo cual complementa (28)-(30). En particular, de (29) nota-
mos que la transformada integral de Fourier es una transfor-
mada cańonica (por una fase):

F = eiπ/4C
(

0 1
−1 0

)
, (32)

puesto que el kernel integral es entoncese−ixx′/
√

2π. Las
transformadas canónicasC(M) son unitarias enL2(<) por-
que los exponentes son hermiteanos. Al igual que las ma-
trices y los operadores hiperdiferenciales, las transformadas
cańonicas forman grupo.

En conclusíon, la evolucíon de una funcíon de on-
da cúanticaψ(x) bajo el potencial de oscilador repulsivo,
est́a dada por (29) con el subgrupo (14),

ψ(x, τ) = C
(

cosh τ sinh τ
sinh τ cosh τ

)
ψ(x)

=
e−iπ/4

√
2π sinh τ

∫

<
dx′ exp i

(1
2
(x2 + x′2)

× cothτ − xx′cschτ
)
ψ(x′). (33)

Este ńucleo integralC(x, x′; MR(τ)) es lafunción de Green
del oscilador repulsivo;́esta determina que el desarrollo de
unaδ de Dirac inicial sentada enx=xo, ψxo(x, 0)=δxo(x),
esψxo(x, τ)=C(x, xo; MR(τ)). Notamos que este desarrollo
es independiente de la energı́aη, a la cual ahora enfocaremos
ahora nuestra atención.
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4. Funciones propias del oscilador repulsivo

Las funciones propias del oscilador repulsivo son las que tie-
nen enerǵıa η definida; son separables en una fase temporal
exp(−iητ) multiplicando a una función que resuelve la ecua-
ción de Schr̈odinger independiente del tiempo,

HR ψη(x) := −1
2

( d2

dx2
+ x2

)
ψη(x) = η ψη(x). (34)

Entre los ḿetodos para encontrar las soluciones, tenemos
a mano la relación (23), la cual implica que siψη(x) resuel-
ve (34), entonces

ψ̄η(x) :=
(
C(MA(

1
4
π))ψη

)
(x). (35)

seŕa solucíon de

−HSψ̄η(x) = i
(
x

d

dx
+

1
2

)
ψ̄η(x) = η ψ̄η(x). (36)

Ésta es una ecuación diferencial de primer orden cuya so-
lución puede encontrarse por inspección: es∼ x−1/2−iη,
η ∈ <. Pero como la Ec. (36) es singular enx = 0, sus
soluciones enx > 0 y enx < 0 est́an desconectadas, de mo-
do que tenemosdossoluciones que distinguiremos mediante
el ı́ndiceσ ∈ {+,−},

ψ̄η,σ(x) :=
1√
2π

x−1/2−iη
σ , (37)

donde x± son las funciones potencia truncadas de
Gel’fand [20],

x+ :=
{

x en x > 0,
0 en x < 0,

x− :=
{

0 en x > 0,
−x en x < 0,

(38)

El factor1/
√

2π en (37) se determina para tener la nor-
malizacíon de Dirac enL2(<); bajo el cambio de variable
xσ = σey, y ∈ <, el producto escalar es

a(ψη,σ, ψη′,σ′) = (ψ̄η,σ, ψ̄η′,σ′)

= δσ,σ′

∫

<σ

dxψ̄η,σ(x)∗ψ̄η′,σ(x) (39)

=
δσ,σ′

2π

∫

<
dy exp

(
iy(η′ − η)

)

= δσ,σ′δ(η − η′), (40)

donde en (39) usamos la unitariedad de las transformadas
cańonicas, y un resultado conocido del análisis de Fourier
en (40).

Finalmente recuperamos la función original invirtien-
do (35) para obtener las funciones propias del oscilador re-

pulsivo, las cuales quedan dadas por la integral

ψη,σ(x) =
(
C(MA(−1

4
π)ψ̄η,σ

)
(x) (41)

=
e−iπ/4eix2/2

23/4π

∫

<σ

dx′|x′|−1/2−iη

× exp i(
1
2
x′2 −

√
2xx′) (42)

= c(η)D−1/2+iη(σ
√

2e3iπ/4x),

con c(η) :=
e−iπ/8eπη/4Γ( 1

2 − iη)
23/4π

, (43)

y aśı hemos reemplazado un problema diferencial por uno
integral.

La integral (42) se encuentra en tablas [21]. El valor ab-
soluto del integrando es asintóticamente∼ 1/

√|x′| de modo
que est́a en la frontera de la integrabilidad enL2(<), pero su
trino permite obtener el resultado finito (43), dondeDν(z)
es una funcíon de cilindro parab́olico [22], la cual es una
combinacíon lineal de funciones hipergeométricas confluen-
tes 1F1(a; c; z). Con 2µ := − 1

2 + iη podemos escribirlas
como [22]

D2µ(σ
√

2 e3iπ/4x) =
eix2/2

√
π

(
α(µ) 1F1

(
− µ;

1
2
;−ix2

)

+ β(µ)σx 1F1

(1
2
− µ;

3
2
;−ix2

))
, (44)

con los coeficientes

α(µ) : = 2µΓ(µ+
1
2
) cos πµ,

β(µ) : = e3iπ/42µ+1Γ(µ+1) sin πµ. (45)

En la Fig. 2 graficamos estas funciones propias para va-
lores escogidos de la energı́aη y σ = + [15]. Cuandoη > 0
vemos que la partı́cula libra la barrera; paraη < 0 la barre-
ra mayormente refleja su función de onda, aunque un poco
tunelea a trav́es de la barrera y reaparece del otro lado. La
figura muestra que conσ = + la onda proviene de la izquier-
da, mientras que cuandoσ = − provendŕa de la derecha, ya
queψη,−(x) = ψη,+(−x). Las funciones propias son en rea-
lidad ondas estacionarias, pues bajo evolución temporal śolo
se multiplican porexp(−iητ), y esto deja su valor absoluto
invariante. Asint́oticamente, las funciones de onda del osci-
lador repulsivo trinan:

ψη,±(x) ∝ eix2/2/
√
|x| para |x| → ∞, (46)

y est́an en la frontera (pero fuera) deL2(<), como todas las
bases impropias de Dirac.
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FIGURA 2. Funciones de onda propias del oscilador repulsivo
cuántico (41)-(44) con energı́as η ∈ {2.0, 1.5, . . . , −2.0} y
σ = + (movimiento a la derecha). Las partes real e imaginaria
se representan por lı́neas rayadas y punteadas respectivamente, y el
valor absoluto por lı́nea cont́ınua.

5. Movimiento de paquetes gaussianos

Usaremos ahora el formalismo de matrices para calcular la
evolucíon temporal de una función de onda dada por un pa-

quete gaussiano centrado en la posición xo y con momento
po en el espacio fase. Usado con soltura, este método es ḿas
transparente y sencillo que la integración mediante la función
de Green en (33). Será tambíen aplicable a otras funciones
conectadas con los operadores cuadráticos.

Comenzamos por hacer notar que (29) nos permite escri-
bir las funciones gaussianas como transformadas canónicas
complejasde unaδ de Dirac [18]:

Gω(x) :=

[
C

(
1 −iω
0 1

)
δ0

]
(x)

= C

(
x, 0;

(
1 −iω
0 1

) )

=
1√
2πω

exp
(
− x2

2ω

)
, (47)

donde el ancho cuadrático ω puede ser complejo pero debe
cumplir Rew > 0, y la normalizacíon es tal que eĺarea bajo
la curva es la unidad,

∫

<
dxGω(x) = 1.

Es bien sabido que la transformada de Fourier de una gaus-
siana es otra gaussiana de ancho inverso. Para probarlo, po-
demos simplemente resolver la integral correspondiente o,
usando (32) y (48), efectuar el cálculo multiplicando matrices
de la siguiente manera:

(FGω)(p) = eiπ/4

[
C

(
0 1
−1 0

)
C

(
1 −iω
0 1

)
δ0

]
(p)

= eiπ/4 C

(
p, 0;

(
0 1
−1 −iω

) )

=
1√
2π

exp(−1
2
ωp2) =

1√
ω

G1/ω(p). (48)

Aqúı ambas gaussianas tienen su centro en el origen; para
abordar el caso ḿas general, trasladaremos (48) la gaussiana
original al punto(xo, po) en el espacio fase mediante el ope-
rador de traslación (27),

G(ω; xo, po; x) : = (Txo,poGω)(x)

= e−ixopo/2 eipox Gω(x− xo), (49)

y a ella aplicaremos el operador de evolución del oscilador
repulsivo (14). Hacíendolo con las matrices asociadas a las
transformadas canónicas evitaremos el cálculo integral (33).

Abreviamos

R(τ) := C
(

cosh τ sinh τ
sinh τ cosh τ

)
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para escribir

G(ωo; xo, po;x, τ) := R(τ)G(ωo;xo, po; x)

= R(τ)Txo,poR(−τ)

×
[
C

(
cosh τ sinh τ
sinh τ cosh τ

)
C

(
1 −iω
0 1

)
δ

]
(x) (50)

= Tx(τ),p(τ)

×
[
C

(
cosh τ sinh τ − iω0 cosh τ
sinh τ cosh τ − iω0 sinh τ

)
δ

]
(x) (51)

donde el operador de traslación se transforma con

R(τ) (poX − xoP)R(−τ) = p(τ)X − x(τ)P,

x(τ) = xo cosh τ + po sinh τ,

p(τ) = xo sinh τ + po cosh τ, (52)

como en el modelo clásico (2). La transformada canónica en
el segundo factor se compone multiplicando las matrices, que
ahora reescribimos como

(
cosh τ sinh τ − iω0 cosh τ
sinh τ cosh τ − iω0 sinh τ

)

=
(

a(τ) 0
c(τ) 1/− iω1(τ)

)(
1 −iω1(τ)
0 1

)
(53)

factoriźandolo en una transformación puntual (31) y una
transformada compleja (48) con parámetros

a(τ) = cosh τ, c(τ) = sinh τ,

ω1(τ) = ωo + i tanh τ. (54)

Actuando sobre laδ de Dirac en (52), resulta

G(ωo;xo, po; x, τ)

=
[
Tx(τ),p(τ)C

(
a(τ) 0
c(τ) 1/a(τ)

)
Gω1(τ)

]
(x) (55)

= Tx(τ),p(τ)
exp(i c(τ)x2/2a(τ))√

a(τ)
Gω1(τ)

( x

a(τ)

)
(56)

=
Tx(τ),p(τ)√

cosh τ − iωo sinh τ
Gω(τ)(x) (57)

=
exp[i p(τ) (x− 1

2x(τ))]√
cosh τ − i ωo sinh τ

Gω(τ)(x− x(τ)), (58)

dondex(τ) y p(τ) est́an dadas en (53) y el factor gaussiano
tiene un ancho complejo,

ω(τ) =
ω1(τ) a(τ)

1/a(τ)− i c(τ) ω1(τ)

=
ωo cosh τ + i sinh τ

cosh τ − iωo sinh τ
. (59)

FIGURA 3. Movimiento de paquetes de onda gaussianos (50) bajo
el potencial de oscilador repulsivo cuántico (56)-(60), con posición
y ancho inicialesxo = −4 y ωo = 1. Las columnas corresponden
a enerǵıas centradas enηo = −8, −6, 0, y +10 (con momentos
inicialespo = 0, 2, 4 y 6). Los renglones corresponden a tiem-
posτ = 0, 1, 2, 3. Las partes real e imaginaria se representan por
lı́nea rayadas y punteadas, y el valor absoluto por lı́nea cont́ınua.

La parte real deω es positiva y nos indica el ancho del pi-
co principal de la funcíon, mientras que la parte imaginaria
la hace trinar, es decir oscilar con una frecuencia proporcio-
nal a su distanciax al origen. El desarrollo en el tiempo de
paquetes de onda gaussianos se muestra en la Fig. 3 [15]. Va-
le recordar que estos paquetes contienen todas las energı́as
η ∈ <, gaussianamente centradas en la energı́a (invariante)
ηo := 1/2(p2

o − x2
o). Cuando esta energı́a es positiva, el pa-

quete mayormente atraviesa la barrera; cuando es negativa,
mayormente se refleja.

6. Representacíon en espacio fase cúantico

La vista ḿas completa y transparente de las funciones de on-
da cúanticasψ(x) se pinta en el espacio fase, cuyas coorde-
nadas son posición y momento(x, p), mediante su función
de WignerW (ψ|x, p), definida por [23],

W (ψ |x, p)

:=
1
2π

∫

<
dy ψ(x− 1

2
y)∗ψ(x +

1
2
y) e−ipy. (60)

Entre sus muchas propiedades —que no listaremos aquı́ [24]
est́an la de ser una función real y covariante bajo traslacio-
nes y transformadas canónicas reales del espacio fase [25];
Adaptando la notación, éstas son

aW
(
Txo,poψ

∣∣∣(x
p )

)
= W

(
ψ

∣∣∣ (x−xo

p−po
)
)
, (61)

W
(
C(M)ψ

∣∣∣ (x
p )

)
= W

(
ψ

∣∣∣ M−1(x
p )

)
. (62)

La función de Wigner de la gaussiana (48) con ancho
complejoω = Reω + iIm ω (Reω > 0) puede ser calcu-
lada con la ayuda de (49), como transformada de Fourier del
integrando gaussiano, para obtener:
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FIGURA 4. Curvas de nivel en el espacio fase de la función de Wig-
ner de la gaussiana (58) con ancho inicialωo = 1, moviéndose bajo
el potencial de oscilador repulsivo. Las columnas tienen posiciones
y momentos iniciales(xo, po) = (−4, 2), (−4, 4), y (−2, 4), con
enerǵıas centradas enηo = −12, 0, y 12 respectivamente. Los ren-
glones corresponden a tiemposτ = 0, 1, 2.

W (Gω |x, p) =
1

2π
√

πReω

× exp
(
− x2

Reω
− p2

Re(1/ω)
+ 2xp

Im ω

Reω

)
. (63)

Ésta es una gaussiana en espacio fase con anchos1/2Reω en
x y 1/2 Re(1/ω) en p; sus valores constantes forman elip-
ses que pueden ser referidas a sus ejes principales median-
te una rotacíon deánguloθ, contan 2θ = 2Imω/(|ω|2 − 1).
A partir de este resultado y (58) podemos hacer explı́ci-
to el movimiento de la gaussiana (56) en espacio fase; pa-
ra ello es suficiente reemplazar en (64)x 7→ x−x(τ)
y p 7→ p−p(τ) seǵun (53), ω 7→ ω(τ) seǵun (60), y
tomar en cuenta el cuadrado absoluto del prefactor con
Reω(τ) = ωo/(cosh2 τ + ω2

o sinh2 τ). En la Fig. 4 mostra-
mos las curvas de nivel de la función de Wigner de esta gaus-
siana que evoluciona bajo el potencial de oscilador repulsivo,
la cual podemos comparar con el movimiento clásico en la
Fig. 1b.

7. Extensiones y conclusiones

Nuestra estrategia de usar matrices para encontrar la evo-
lución de funciones de onda no se reduce a gaussianas en
osciladores repulsivos. Por ejemplo, si el paquete inicial es
una funcíon propia del hamiltoniano de oscilador armónico
HA en (5), es decir una función Hermite-gaussianaΨn(x)
con enerǵıa n + 1/2 [13], inicialmente centrada en(xo, po),

este centro se moverá sobre(x(τ), p(τ)) exactamente como
en (53), pero cambiará la forma de la función. Para encontrar-
la, descomponemos la matriz de evolución repulsivaR(τ) en
un factor geoḿetrico (31) como antes, y un factor de movi-
miento arḿonico (13), aśı:

(
cosh τ sinh τ
sinh τ cosh τ

)

=
(

a(τ) 0
c(τ) 1/a(τ)

)(
cos τ ′ sin τ ′

− sin τ ′ cos τ ′

)
(64)

Medianteálgebra elemental obtenemos entonces

tan τ ′ = tanh τ, a(τ) =
sinh τ

sin τ ′
=

cosh τ

cos τ ′
,

c(τ) =
sinh τ

cos τ ′
+

sin τ ′

cosh τ
=

cosh τ

sin τ ′
− cos τ ′

sinh τ
. (65)

ComoHA Ψn(x) = (n+1/2)Ψn(x), el operador del factor
derecho en (65) śolo multiplica la funcíon de onda del osci-
lador arḿonico por una fase,

(C (
MA(τ ′)

)
Ψn

)
(x) = exp

(
−iτ ′

(
n+

1
2

))
Ψn(x),

(66)

mientras que el factor izquierdo es geométrico y produce un
cambio de escala y un trino dado por (31), es decir

(
R(τ)Ψn

)
(x) =

e−iτ ′(n+ 1
2 )

√
a(τ)

Tx(τ),p(τ)

× exp
(

i
c(τ)x2

2a(τ)

)
Ψn

(
x

a(τ)

)
, (67)

dondea(τ), c(τ) y τ ′(τ) est́an dados en (66), yx(τ), p(τ)
por (2) y (53). De esta manera tenemos una expresión cerra-
da y expĺıcita del movimiento y transformación de los estados
propios de oscilador arḿonico bajo potencial repulsivo.

Esta estrategia se puede extender para encontrar la evolu-
ción en el tiempo las funciones propias de cualquier potencial
cuadŕatico bajo otro potencial cuadrático (13)-(15). También
se puede extender al plano complejo para describir la difu-
sión de calor mediante (15) conτ 7→ iτ̄ . Y se puede ex-
tender ḿas para incluir un cuarto potencial, el de caı́da libre
con el hamiltoniano1/2P2 + X y sus funciones propias de
Airy bajo cualquiera de los tres potenciales anteriores [15].
De esta manera evitamos el cálculo directo de las integrales
de Green (33) y vemos una clara separación entre los factores
geoḿetricos y dińamicos de la evolución.
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