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En este trabajo estudiamos algunas propiedadascest y diamicas del modelo introducido por Blume, Emery y Griffiths, considerando
interacciones de largo alcandgste es un modelo exactamente soluble tanto en el ensemblgi@@eomo en el microc@mico, calculamos

la funcion de partiobn carbnica y a tra@s deésta lasiheas de transion de fase. Derivamos la ecuauicirética para la evoludn temporal

de la magnetizadn a traes de la ecuaén maestra del sistema bajo la@imica de Glauber, estudiando las propiedades de esta @cLrcs
enfocamos en el comportamiento del sistema como nos aproximamos al fdtiotg abservando el fénimeno de alentamientoitico. Ad,

este modelo representa un ejemplo bastante interesante donde todas estas propieatiziesy(estimicas) pueden estudiarse de manera
exacta, y que presenta un diagrama de fasesnno que el tradicional modelo de Ising, representando un ejemplo con mucho potencial para
cursos deifica estatstica.

Descriptoresinteracciones de largo alcance; transiciones de fase; écuaaestra.

We study the static and dynamic properties of the BEG model with long-range interactions. This model is exactly solvable both in the
canonical and in the microcanonical ensembles, we obtain the canonical partition function and the phase transition lines. Also, we study
the dynamic properties through the master equation within the Glauber dynamics. We have derived and studied the kinetic equation for the
magnetization, we observed the critical slowing down phenomenon near the critical point. Thus, this model represents a very interesting
example, where it is possible to study all these phenomena, moreover it has a richer phase diagram than the Ising model, so it can be a nice
example as part of the courses of statistical physics.
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1. Introduccion para calcular las cantidades de igtenecesarias para el es-
tudio de las propiedades termodimicas de los sistemas bajo

Los ejemplos y problemas dentro de los cursasidps de consideradn. . .

fisica estaitistica pueden dividirse dsicamente en dos: Debemos mencionar que este modelo es un ejemplo den-
muy simples o extremadamente complicados [1]. Los primel™© de unaarea de |nvest|gapn bastante reciente, enfocada
ros siendociles de resolver con lagdnicas Bsicas apren- @ 108 sistemas que poseen interacciones de largo alcance, y
didas en este curso y ldgtimos requiriendoécnicas muy ~Para los cuales se ha encontrado que para algunos sistemas,
sofisticadas, como por ejempléchicas de tedas de cam- los ensembl_es estmﬁsupos no son eqU|vaIerJt§s [3-5], d_ando
po. Adends, los ejemplos sencilloiptcamente no poseen la ugar, por ejemplo, a sistemas con calor egpEEnegativo
riqueza de femenos tan interesantes como los efectos cogdentro del ensemble microdamico [S], o a una rica varie-
perativos, dando lugar a transiciones de fase, excepto clargad de febmenos diamicos, como la existencia de estados
por el famoso modelo de Ising en la aproxingacide campo cuasi-estacionarios que decaen muy lentamente al equilibrio
medio. Por ello, resulta interesante tener a la mano otro mdermodiramico [6-9]. La existencia de sistemas con calor es-
delo que muestre esa riqueza y que adlepermita ser estu- Pedfico negativo tiene consecuencias muy interesantes, por

diado tanto desde el punto de vistaétisb como didmico. ejemplo, el contactosrmico entre dos sistemaseiuticos de
este tipo, a la misma temperatura, induce un cambio irrever-

Aqw nos enfocamos en un modelo cuyas promedadegi le en el estado macrdsgico de ellos, dando lugar a una
esfticas pueden ser obtenidas de manera exacta, tanto en,

i L L. L folacion de la ley cero de la termodimica [10,11].
ensemble microca@mico como en el camico, cuya diami-
ca puede estudiarse con el uso de la ecumniaestra bajo
el esquema de Glauber [2],iapermitiendo cerrar elicculo 2. E|l modelo y sus propiedades e&ticas
didactico sobre el estudio de las propiedades mabmsas a
través de las herramientas de 1si€a estatbtica. Adenas es  El modelo a estudiar fue introducido por Blume, Emery y
necesario decir que este modelo es abraimple que posee Griffiths en 1971 [12] y es conocido como el modelo BEG.
transiciones de fase de primer y segundo orden [3]. Por otrBste modelo fue creado con el objetivo de reproducir el com-
lado, este modelo aungue siendo exactamente soluble, pgrertamiento de mezclas de HgHe* en estadaifjuido. Este
mite mostrar la necesidad del uso de herramientasrnoas sistema (la mezcla de helio) es bastante interesante, ya que
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muestra transiciones de fase continuas (tramsisuperflui-  carbnica es [1]
da) y transiciones de fase de primer orden (sepanade

. . i : — —-BH{S}
fases). Los experimentos Hah mostrado la existencia de Z= Ze
una Inea de transiciones de fase continuase@d lambda) y {s}
una inea de transiciones dlscqr_\tlnuas, la cual converge con _ Z SBATY S24 L (S N, 5)? 3)
la linea lambda en un punto tritico [12]. EI modelo, aun- P ’
N

gue siendo un modelo de espines, reproduce bastante bien

este comportamiento en su diagrama de fases y agrd@l donde la suma es sobre todas las configuraciones del sis-

estudio de las propiedades del modelo se pudieron entend@ma. Debido alé@rmino ferromagatico, el cual acopla los

varios comportamientos del sistema experimental que tratatgrados de libertad del sistema, no es posible realizar la su-

de representar. ma directamente. La manera de desacoplar a los espines
Aqui consideraremos una vedsi con interacciones de €S utilizando una versn de la transforma6n de Hubbard-

largo alcance del modelo original [3]. Primero definamos queStratonovich [6], definida por la siguiente identidad:

gueremos decir con interacciones de largo alcance: un siste- . >

s . s a2 a = ~
ma de _pan’culas cuya interacén entre ellad/(r) decae a ot — (7) 2 / p—am®=Mm g (4)
distancias grandes conid ~ r— cona < d, donded es la ™

— 00

dimenson del espacio en el que el sistemage, es un siste-
ma con interacciones de largo alcance. Ejemplos: el potenci&ltilizando esta identidad con

gravitacional y el potencial dipolo-dipolo en tres dimensio- N
nes, el potencial de interaéci entre vortices de un fluido M = /BJZSZ'
incompresible en 2-d [13], etc. El caso especial de sistemas i=1

para los cuales la interaéei es de alcance infinitax(= 0),

son llamadogipo campo medioEntonces, pensemos en una

malla en una dimengn, donde en cadaévtice hay un edp

gue puede tomar los valorés= 0, £1, el hamiltoniano que 2 (Nﬁj) 1/2 7 IRV
= —= e

y 2a = NfJ, e intercambiando la integral y las sumas en (3),
obtenemos

define al modelo e&tdado por o

— 00

N 2
J N 2 N
H=A E S7 - IN (E Si) ) 1) X ( E e PAL = Si—BIm iy Si) dm. (5)

donde N es el rumero de espinesl > (0 es la constante Los terminos dentro del péntESiS en la Ec. (5) se desaco-
de acoplamiento ferromagtica yA > 0 es la constante de Plan, por lo que las sumas pueden ser hecheitniente:
aco_plam|ento aun campo externo. Podemos ver que la inter- Z —BAYN, S BImy Y, S,
accibn ferromagatica, el érmino .

N

(Z Si)2 = Z SiS; + cte, Z ﬁ o —BASZ—BImS;

73 S;...8N i=1
es de alcance infinito, ya que la intensidad entre cualquier par N
de espines@o depende del estado de los espines pero no de = Z e~ PBAS?—BImS
la distancia entre ellos, es deecir= 0 en este caso. Como =041
mencionamos, este modelo muestra transiciones de fase tan- N
to continuas como de primer orden; las transiciones son entre = (1 +2e7PA cosh(ﬁJm)) . (6)

una fase ferromaggticam # 0 (a temperaturas bajas), yuna . | I siqui )
fase paramaggticam — 0 (a temperaturas altas); donde Asi, la Ec. (5) queda expresada de la siguiente manera:

es el paametro de orden (magnetizan) y es definido por N@J 12 NBJ
7=\ P | Ty

: )

m =

| X
D5
i=1

2|

+ Nln (1 +2e7PA cosh(ﬁJm))} dm,; (7

Ahora calcularemos la enéeglibre F(3) a tra\es de la
funcion de particbn carbnica, SF(5) = —In Z(8), donde  notemos que en elrhite N — oo, el primer factor de la
8 = 1/kgpT es el inverso de la temperatur&y es la cons- ecuacdn anterior contribuye a la enéeglibre por paricula,
tante de Boltzmann. Por defintei, la funcén de particbn  f(5) = F(8)/N con un €rmino que es despreciable, por lo
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gue en estdinite podemos escribir a la furdri de particbn
carbnica como

2(8) = 7

con la funcén ¢(m; 3, A) dada por

B8J

o(m; B,A) = 7m2 —In(1 + 2¢772 cosh(BJm)). (9)

Ahora, esta integral puede ser realizada poré&tbao de pun-
to silla, ya que estamos considerandoiglite de N muy
grande [14,15], dsla enerdga libre caidnica por paiitula es

BF(B) = min g(m: 5, A),

donde hemos omitido la dependencia sobre la constinte

e*N‘ﬁ(m;ﬁ’A)dm,

(8)

(10)

porque, sin perdida de generalidad, de aqui en adelante co

sideraremos/ = 1. Ya con la expre$in de la enefg libre
podemos calcular cualquier propiedad derivad&sta, co-
mo la energa por paricula o la entrofa, entre otras propie-
dades [1].

A. RAMIREZ-HERNANDEZ

De la Ec. (11) vemos que el estado paraniigo,
meq = 0, €S una soluéin posible, y esta seestable si se sa-
tisface la condi@n (12). Ahora, como mencionamaos arriba,
este sistema posee uiiada de transiciones de fase continuas
en el plano(3, A), en este caso el panetro de orden cam-
bia suavemente de un valor cero a un valor distinto de cero
€como nos acercamos a la temperaturoa, a$, es de espe-
rar que el estade., = 0, pase suavemente de ufimmo a
un maximo de la fundn ¢, por lo que para un conjunto de
valores de la temperatura inver8g la constante\, se debe
de satisfacer
1
Be=1+ §eﬁcAC, (13)
obtenida de (12) para el estado parangigo, con la con-
dicion de que la desigualdad sea convertida en una igualdad
A.cero, ak la Ec. (13) define dihea de transiciones de fase
continuas.
Para el caso de las transiciones de primer orden, tenemos
que obtener las dos soluciones de (k)= 0y m # 0,y
evaluar la eneiig libre (10); el puntd3;, A;) donde ambas

Antes de avanzar, daigamonos un momento en las tres€nerdas libres son iguales marca el punto de traosidie fa-
(ltimas ecuaciones. Primero debemos mencionar que, de he€ de primer orden [1]. Aspodemos obtener el diagrama de

cho, la variablen en la Ec. (10) es la magnetizaaidefinida
en la Ec. (2). Para ver que esto eg as lugar de utilizar la
identidad (4), pudimos haber hecho uso de la fondDel-
ta de Diracé(M — > S;) y sus propiedades. Degmiten-
driamos que utilizar la representaniintegral de esta fun-

fases completo deste modelo en el plar(@, A), utilizando
para ello rutinas nu#éricas lasicas para resolver el conjunto
de ecuaciones auto-consistentes involucradas. Lagrozs|

de transiabn de fase (primer y segundo orden) se juntan en
un punto conocido como punto triico, para localizar este

cion, e intercambiar las integrales y las sumas resultanteBUNtO €s necesario hacer una expamsieq(m; §, A) para

Finalmente tendamos que rotar el contorno de integati

valores den pequéios, alrededor del estado paramétigo,

despiés de lo cual, obtentimos el mismo resultado para la OPteniendo:

enerda libre. Identificado el significaddsico de la variable

m en las ecuaciones anteriores, ahora identifiquemos el sig-

nificado fisico de la fundn ¢. De la Ec. (10) vemos que la
enerda libre esh relacionada al valor mimo de¢ sobre la
variable macrosipicam, as podemos interpretar @ como
una ener@ libre asociada a cada estado madbpsmm, cu-
yo extremo identifica al estado de equilibrio del sistefmes
conocida como enefg libre generalizada o enéaglibre de
Landau [1].

Ahora nos enfocaremos en el diagrama de fases. Comc &

mencionamos arriba, la variable es la magnetizadn del
sistema, vemos que para un conjunto de valoreg gle),

la magnetizad@n de equilibrion.,, seé aquella que minimi-
ze ¢, de la expredin para esta funon, obtenemos que esta
cantidad satisface la ecuanide auto-consistencia,

2sinh(Bmeq)

eq — 5 11
Mea = A 2 cosh(fmeq) (11)
adends para que sea unimmo se debe de satisfacer,
B 23ePA cosh(Bme,)
1 + 2e=P4 cosh(fmeq)
4 —2B8A h2 .
4 Apesinh (Bmeg) (12)

[1 4 2e=P2 cosh(Bmey)]?

¢ = ¢ + A(B, A)m*+B(B, Aym* + O(m"),

0.6
0.5
0.4

T F \

0.3
B Meg # 0 ]

0.1

0.5

FIGURA 1. Diagrama de fases del modelo BEG con interacciones
de largo alcance. Larlea a trozos indica las transiciones de segun-
do orden, laihea continua indica las transiciones de primer orden
y el punto indica la localizabin del punto tricitico.
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] 1 T 1 * J = 1 Si(t),(i = 1...N), las cuales pueden tomar un conjunto
discreto o continuo de valores, y transitan entre ellos como el

0.8 ; — . ..
a) 1 tiempo transcurre. La transém dentro de este esquema cam-
s | bia solamente el valor de un ésp@ la vez, como por ejemplo,
Meq _ S; — S, y ocurre tanto por la interadmi con los espines del

— sistema como por la interaéei con el béo termico asociado
8 al ensemble camico.

La ecuaddn maestra es

0.4

0.7 0.8 dP({S},t) R R
— | | T = Y (w8 = 8PS} St
I | i=1 g,
08— — 5
I ] —wi(Si = S)PUS}. )] (14)
0.6 — ] =
Meq: 7 l dondew;(S; — S;) es la probabilidad de transagi por uni-
S 7 dad de tiempo, de que el éap cambie de estado. Esta fun-
il | cion debe de satisfacer varios requerimientos, a decir: debe
L i | ser positiva definida, debe estar normalizada y debe satisfa-
S . | . ] : cer la condiddn de balance detallado [16]. Matatitamente
S 02 T B3 et hablando, estas condiciones se escriben como
FIGURA 2. Magnetizaddn como funddn de la temperatura, del (a &
modelo BEG con interacciones de largo alcancedAay= 0.2 y wi(Si — 5i) 20, (15)
b) A = 0.47. > wil S — i) =1, (16)
el punto tricitico (84, At ), satisfaced (B, Avri) =0y Si
B(Btri, Atri) = 0[1], queda al lector realizar esto y encon- w;(S; — g.) P,({S;zi} g.)
trar queBy; = 3y Ay = In(4)/3. = e 17)
q tri y tre wz(Sz — S,L) PO({S})

En la Fig. 1 mostramos el diagrama de fases obtenido
por resolver el conjunto de ecuaciones auto-consistentes de I C
manera nurarica. Indicamos ladrieas de transioh de pri- siendoP,({S}) = Z™"exp(~(H({5})) la distribucon de

mer y segundo orden, iasomo el punto tridtico en el plano e_c]uilibrio del sistema en el ensemt_)!e taito (la d_is_tribu- .
(A,T), conkg = 1. En la Fig. 2 mostramos las curvas de |a CiON de E_’;olt_zmann). Para Ia_probabllldad de_tranS|C|on elegi-
magnetizaén como fundn de la temperatura para dos valo- mos la S|gU|ent(_a forma funcional, la cual satisface los reque-
res de la constantt, una dentro de la regn de transiciones rimientos mencionados [16]:

continuas (Fig. 2a) y la otra donde la trangities disconti- R .

nua (Fig. 2b). Es necesario comentar que, experimentalmen- wi(S; — S;) = Q; tem PHUS =15, (18)

te, la variable medida es la capacidad déilcs, y del com-

portamiento de ella como fur@m de la temperatura, es la que dondeQ); esta definida a trés de la condiéin de normaliza-
llevo a descubrir la existencia de las transiciones de fase. Peion referida arriba.

ello, dejamos al lector, calcular esta cantidad haciendo uso de  Anora, podemos definir a las siguientes cantidades:

las relaciones termodamicas conocidas (ver por ejemplo la

Ref. 1, o cualquier texto de maaica estaidtica) y las rutinas

numéricas apropiadas. my,(t) = ; Sk P({S},1), (19)
S

3. Las propiedades diamicas Cj.k(t) =) Sj... 8 P({S},1), (20)
{s}

Ahora estudiaremos las propiedades adiicas del mo-

delo BEG, para ello haremos uso de la ecbacimaes- la primera ecuadn define a la magnetizai local y la se-

tra, la cual rige la evolubn temporal de la probabilidad gunda a las correlaciones entre los espinesk, como fun-
P({S},t), de que el sistema se encuentre en la configuraeion del tiempo. A tragés de la ecuadh maestra podemos
cion {S} = {S:...Sn} al tiempot [1]. Nos enfocare- deducir ecuaciones dticas para estas cantidades, para ello
mos en la diamica introducida por Glauber para la@mi- tomamos la derivada temporal de las ecuaciones anteriores y
ca en el ensemble canico [2]. En la diramica de Glau- utilizamos la ecuadin maestra, ilustramos la dedumeisolo

ber, consideramos a las funciones easicas del tiempo param(t), yaque para la otra cantidad se procede de manera

Rev. Mex. 5. 56 (1) (2010) 92-97



96 A. RAMIREZ-HERNANDEZ

similar. Entonces, final, a$, la ecuaddn cirética queda
dmi (1) aP({(S} 1) O
mp = — g
dt DS dt DS
(s} (s} ) )
N ) D] Sewnl(Sk — Sk) | P{S},t). (24)
X ZZ {W(Si — Si)P({Sjzi}, 5 t) {Sh\ S,
=S Ahora, calculamos las expresiones dentro de loémiar
—wi(S; — 8;)P{S} t)} 1) sis con ayuda de las ecuaciones que definen a la probabilidad
o ’ T de transiddn y la energa del sistema,
ahora podemos dividir las sumas en desrtinos, aquellos 3 3 2511&1(%)
. . . > Spwi(Sk — k) = 5 e (29
coni # k y los otros con = k. Veamos a losé@rminos con B ePA=2N + 2 cosh(55E)

1 #£ Kk,
dondeM,;, = Z#k S;, ahora, si usamos el hecho de que pa-
) N N ra interacciones de largo alcance la aproxirhaae campo
(£ k) =) S Z Z [wi(sﬁ — S)P({Sjzi},Si,t) medio es valida en eirite N — oo [17], entonces la magne-
sy 7k s tizacion local sea la magnetizadin por paricula del sistema
—wi(S; — S.)P({S} tﬂ completo, asobtenemos la siguiente ecuacideterminista
e ¢ ’ para la magnetizagn promedio por paitula,

_ ) dm 2 sinh(Bm)
- Z i Z ( Z {WZ(Sz s a ~ Mt + 2cosh(fm)’ (20)

{Six:}  i#k \g, 5,

Por lo tanto, el punto fijen* de esta ecuabn satisface

. 2sinh(Bm™*)
m =
eBA + 2 cosh(Bm*)’

X({Sj?fi}a Siat)fwi(si - S‘JP({S},t)}) (22)
(27)

podemos notar que la exprésidentro del p@ntesis mas ex- como podemos ver, es la misma ecoacide auto-
terno se anula, ya que sumamos sobre todos los valores de lzansistencia obtenida en el estudio de las propiedadats-est
variablesS; y S;, ad la contribucon de estosarminos es nu-  cas del modelo. Debemos notar que la Ec. (26) puede ser ob-
la. Para los otrogrminos, tenida a traés del gradiente de la engéadibre de Landau, lo
gue indica que la déamica hace que la enéeglibre de Lan-
) . . dau tienda a su valor niimo en la direcd@n de néximo cam-
(i=k)= ZZSk [wk(sk = Sk)P({ Sk} Sk t) bio. Con esta consideraxti, tenemos una equivalencia entre
{5} s una soluaddn termodiamicamente estable {nimo deg), y
—wi(Sk — S)P{S} ,t)} :;oi;)gg?; Igl(lzr.ta;rzné():.amente estable (alcanzada a tiempos lar
Ahora podemos extraer informaci acerca del compor-

= ZZ Sewr(Sk — Sk)P({ Sz}, Sk t) tamiento di@mico del sistema ante fluctuaciones. Para ello
{5} 5 nos enfocaremos en la fase paran@iga, cuyo punto fijo es
_ Z SeP({8},1) = —mu(t) m* = 0, y hagamos un dlisis de la estabilidad lineal alre-

dedor de esta solum. Ad, consideremos & = m* + dm,

{s} L L
R la evolucbn lineal de esta desvidni esta gobernada por la
+ 30D Sewe(Sk — Sk) siguiente ecuadi:
{Si1} 84,8k d(6m) 28
- = —1)dm, (28)
x P({Sj#k}, Sk, t) = —my(t) dt 2 4 eBA

A . la solucbn a este problema éstlada povm(t) = dm(0)er
) D Skwe(Sk — Se) | P({S},1), (23)  ydonde
{S} \ S 23
(25 ).
en donde hemos separado lésninos y utilizado la condi-
cion de normalizadin al pasar de laiiea uno a la dos, e Notemos en particular que el estado parangtigo es esta-

intercambiado los indices de las sumas de la tres méml ble siempre que. < 0 y seé inestable cuando esta cantidad
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cambie de signo, assi la transicbn es continua, entonces perturbaddn tardara muchsimo en decaer al estado de equi-
existiran valores de? y A para los cuales = 0, es decir librio del sistema (estado param&gico), este feomeno es
B =1+ (1/2)e’? se satisface. A®sta sd la inea de tran-  conocido como alentamientoitico.
siciones de fase de segundo orden, la cual fue ya obtenida
desde el pundo de vista atto a traes del comportamiento
de la enert libre del sistema. Adeas, podemos interpretar 4. Conclusiones
a

2 4 efA Presentamos el estudio de las propiedadésieas y diami-
2283+ ePA cas de un modelo con interacciones de largo alcance que es
soluble y que representa un ejemplo muy ilustrativo para los
cursos deikica estatstica.

r=\"1=

como el tiempo de relaja@n de la fluctuadin 6m hacia el
estado estable paramagico. Ahora veamos@mo se com-
porta este tiempo de relajéci como nos acercamos al punto
critico 8. = 1/kpT. desde la fase paramagfita. Para ello Lo
seaf = f, — 63 tal que0 < 63 < 1, entonces hacien- Agradecimientos
do las expansiones correspondientes para este valorfique

obtenemos el comportamiento asiito, Agradezco al CONACYT por el apoyo brindado a &awe
. la beca posdoctoral 92637. Tarabideseo agradecer al Dr.
T~ (T=Te) (29)  saul Herfndez y a la Dra. Consuelo Gaor la lectura
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