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En este trabajo estudiamos algunas propiedades estáticas y dińamicas del modelo introducido por Blume, Emery y Griffiths, considerando
interacciones de largo alcance.Éste es un modelo exactamente soluble tanto en el ensemble canónico como en el microcanónico, calculamos
la función de particíon cańonica y a trav́es déesta las ĺıneas de transición de fase. Derivamos la ecuación cińetica para la evolución temporal
de la magnetización a trav́es de la ecuación maestra del sistema bajo la dinámica de Glauber, estudiando las propiedades de esta ecuación, nos
enfocamos en el comportamiento del sistema como nos aproximamos al punto crı́tico, observando el feńomeno de alentamiento crı́tico. Aśı,
este modelo representa un ejemplo bastante interesante donde todas estas propiedades (estáticas y dińamicas) pueden estudiarse de manera
exacta, y que presenta un diagrama de fases más rico que el tradicional modelo de Ising, representando un ejemplo con mucho potencial para
cursos de f́ısica estad́ıstica.

Descriptores:Interacciones de largo alcance; transiciones de fase; ecuación maestra.

We study the static and dynamic properties of the BEG model with long-range interactions. This model is exactly solvable both in the
canonical and in the microcanonical ensembles, we obtain the canonical partition function and the phase transition lines. Also, we study
the dynamic properties through the master equation within the Glauber dynamics. We have derived and studied the kinetic equation for the
magnetization, we observed the critical slowing down phenomenon near the critical point. Thus, this model represents a very interesting
example, where it is possible to study all these phenomena, moreover it has a richer phase diagram than the Ising model, so it can be a nice
example as part of the courses of statistical physics.
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1. Introducción

Los ejemplos y problemas dentro de los cursos básicos de
fı́sica estad́ıstistica pueden dividirse básicamente en dos:
muy simples o extremadamente complicados [1]. Los prime-
ros siendo f́aciles de resolver con las técnicas b́asicas apren-
didas en este curso y lośultimos requiriendo t́ecnicas muy
sofisticadas, como por ejemplo, técnicas de teorı́as de cam-
po. Adeḿas, los ejemplos sencillos tı́picamente no poseen la
riqueza de feńomenos tan interesantes como los efectos coo-
perativos, dando lugar a transiciones de fase, excepto claro,
por el famoso modelo de Ising en la aproximación de campo
medio. Por ello, resulta interesante tener a la mano otro mo-
delo que muestre esa riqueza y que además permita ser estu-
diado tanto desde el punto de vista estático como dińamico.

Aqúı nos enfocamos en un modelo cuyas propiedades
est́aticas pueden ser obtenidas de manera exacta, tanto en el
ensemble microcanónico como en el cańonico, cuya dińami-
ca puede estudiarse con el uso de la ecuación maestra bajo
el esquema de Glauber [2], ası́, permitiendo cerrar el cı́rculo
didáctico sobre el estudio de las propiedades macroscópicas a
través de las herramientas de la fı́sica estad́ıstica. Adeḿas es
necesario decir que este modelo es el más simple que posee
transiciones de fase de primer y segundo orden [3]. Por otro
lado, este modelo aunque siendo exactamente soluble, per-
mite mostrar la necesidad del uso de herramientas numéricas

para calcular las cantidades de interés necesarias para el es-
tudio de las propiedades termodinámicas de los sistemas bajo
consideracíon.

Debemos mencionar que este modelo es un ejemplo den-
tro de unaárea de investigación bastante reciente, enfocada
a los sistemas que poseen interacciones de largo alcance, y
para los cuales se ha encontrado que para algunos sistemas,
los ensembles estadı́stisticos no son equivalentes [3-5], dando
lugar, por ejemplo, a sistemas con calor especı́fico negativo
dentro del ensemble microcanónico [5], o a una rica varie-
dad de feńomenos dińamicos, como la existencia de estados
cuasi-estacionarios que decaen muy lentamente al equilibrio
termodińamico [6-9]. La existencia de sistemas con calor es-
pećıfico negativo tiene consecuencias muy interesantes, por
ejemplo, el contacto térmico entre dos sistemas idénticos de
este tipo, a la misma temperatura, induce un cambio irrever-
sible en el estado macroscópico de ellos, dando lugar a una
violación de la ley cero de la termodinámica [10,11].

2. El modelo y sus propiedades estáticas

El modelo a estudiar fue introducido por Blume, Emery y
Griffiths en 1971 [12] y es conocido como el modelo BEG.
Este modelo fue creado con el objetivo de reproducir el com-
portamiento de mezclas de He3 y He4 en estado lı́quido. Este
sistema (la mezcla de helio) es bastante interesante, ya que
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muestra transiciones de fase continuas (transición superflui-
da) y transiciones de fase de primer orden (separación de
fases). Los experimentos habı́an mostrado la existencia de
una ĺınea de transiciones de fase continuas (lı́nea lambda) y
una ĺınea de transiciones discontinuas, la cual converge con
la lı́nea lambda en un punto tricrı́tico [12]. El modelo, aun-
que siendo un modelo de espines, reproduce bastante bien
este comportamiento en su diagrama de fases y a través del
estudio de las propiedades del modelo se pudieron entender
varios comportamientos del sistema experimental que trataba
de representar.

Aqúı consideraremos una versión con interacciones de
largo alcance del modelo original [3]. Primero definamos que
queremos decir con interacciones de largo alcance: un siste-
ma de part́ıculas cuya interacción entre ellasU(r) decae a
distancias grandes comoU ∼ r−α conα ≤ d, donded es la
dimensíon del espacio en el que el sistemavive, es un siste-
ma con interacciones de largo alcance. Ejemplos: el potencial
gravitacional y el potencial dipolo-dipolo en tres dimensio-
nes, el potencial de interacción entre vortices de un fluido
incompresible en 2-d [13], etc. El caso especial de sistemas
para los cuales la interacción es de alcance infinito (α = 0),
son llamadostipo campo medio. Entonces, pensemos en una
malla en una dimensión, donde en cada vértice hay un espı́n
que puede tomar los valoresS = 0,±1, el hamiltoniano que
define al modelo está dado por

H = ∆
N∑

i=1

S2
i −

J

2N

(
N∑

i=1

Si

)2

, (1)

dondeN es el ńumero de espines,J > 0 es la constante
de acoplamiento ferromagnética y∆ > 0 es la constante de
acoplamiento a un campo externo. Podemos ver que la inter-
accíon ferromagńetica, el t́ermino

( ∑

i

Si

)2

=
∑

i 6=j

SiSj + cte,

es de alcance infinito, ya que la intensidad entre cualquier par
de espines śolo depende del estado de los espines pero no de
la distancia entre ellos, es decirα = 0 en este caso. Como
mencionamos, este modelo muestra transiciones de fase tan-
to continuas como de primer orden; las transiciones son entre
una fase ferromagnéticam 6= 0 (a temperaturas bajas), y una
fase paramagńeticam = 0 (a temperaturas altas); dondem
es el paŕametro de orden (magnetización) y est́a definido por

m =

∣∣∣∣∣
1
N

N∑

i=1

Si

∣∣∣∣∣ . (2)

Ahora calcularemos la energı́a libreF (β) a trav́es de la
función de particíon cańonica,βF (β) = − ln Z(β), donde
β = 1/kBT es el inverso de la temperatura ykB es la cons-
tante de Boltzmann. Por definición, la funcíon de particíon

cańonica es [1]

Z =
∑

{S}
e−βH{S}

=
∑

S1...SN

e−β∆
∑N

i=1 S2
i + βJ

2N (∑N
i=1 Si)2

, (3)

donde la suma es sobre todas las configuraciones del sis-
tema. Debido al t́ermino ferromagńetico, el cual acopla los
grados de libertad del sistema, no es posible realizar la su-
ma directamente. La manera de desacoplar a los espines
es utilizando una versión de la transformación de Hubbard-
Stratonovich [6], definida por la siguiente identidad:

e
M̃2
4a =

( a

π

) 1
2

∞∫

−∞
e−am2−M̃mdm. (4)

Utilizando esta identidad con

M̃ = βJ

N∑

i=1

Si

y 2a = NβJ , e intercambiando la integral y las sumas en (3),
obtenemos

Z =
(

NβJ

2π

)1/2
∞∫

−∞
e−

NβJ
2 m2

×
( ∑

S1...SN

e−β∆
∑N

i=1 S2
i−βJm

∑N
i=1 Si

)
dm. (5)

Los t́erminos dentro del paréntesis en la Ec. (5) se desaco-
plan, por lo que las sumas pueden ser hechas fácilmente:

∑

S1...SN

e−β∆
∑N

i=1 S2
i−βJm

∑N
i=1 Si

=
∑

S1...SN

N∏

i=1

e−β∆S2
i−βJmSi

=


 ∑

S=0,±1

e−β∆S2−βJmS




N

=
(
1 + 2e−β∆ cosh(βJm)

)N
. (6)

Aśı, la Ec. (5) queda expresada de la siguiente manera:

Z =
(

NβJ

2π

)1/2
∞∫

−∞
exp

[
− NβJ

2
m2

+ N ln
(
1 + 2e−β∆ cosh(βJm)

)]
dm; (7)

notemos que en el lı́mite N → ∞, el primer factor de la
ecuacíon anterior contribuye a la energı́a libre por part́ıcula,
f(β) = F (β)/N con un t́ermino que es despreciable, por lo
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que en este lı́mite podemos escribir a la función de particíon
cańonica como

Z(β) =

∞∫

−∞
e−Nφ(m;β,∆)dm, (8)

con la funcíonφ(m; β, ∆) dada por

φ(m;β, ∆) =
βJ

2
m2 − ln(1 + 2e−β∆ cosh(βJm)). (9)

Ahora, esta integral puede ser realizada por el método de pun-
to silla, ya que estamos considerando el lı́mite deN muy
grande [14,15], ası́, la enerǵıa libre cańonica por part́ıcula es

βf(β) = mı́n
m

φ(m;β, ∆), (10)

donde hemos omitido la dependencia sobre la constanteJ ,
porque, sin perdida de generalidad, de aqui en adelante con-
sideraremosJ = 1. Ya con la expresión de la enerǵıa libre
podemos calcular cualquier propiedad derivada deésta, co-
mo la enerǵıa por part́ıcula o la entroṕıa, entre otras propie-
dades [1].

Antes de avanzar, deténgamonos un momento en las tres
últimas ecuaciones. Primero debemos mencionar que, de he-
cho, la variablem en la Ec. (10) es la magnetización definida
en la Ec. (2). Para ver que esto es ası́, en lugar de utilizar la
identidad (4), pudimos haber hecho uso de la función Del-
ta de Diracδ(M − ∑

Si) y sus propiedades. Después ten-
dŕıamos que utilizar la representación integral de esta fun-
ción, e intercambiar las integrales y las sumas resultantes.
Finalmente tendrı́amos que rotar el contorno de integración,
despúes de lo cual, obtendrı́amos el mismo resultado para la
enerǵıa libre. Identificado el significado fı́sico de la variable
m en las ecuaciones anteriores, ahora identifiquemos el sig-
nificado f́ısico de la funcíon φ. De la Ec. (10) vemos que la
enerǵıa libre est́a relacionada al valor ḿınimo deφ sobre la
variable macrosćopicam, aśı podemos interpretar aφ como
una enerǵıa libre asociada a cada estado macroscópicom, cu-
yo extremo identifica al estado de equilibrio del sistema.φ es
conocida como energı́a libre generalizada o energı́a libre de
Landau [1].

Ahora nos enfocaremos en el diagrama de fases. Como
mencionamos arriba, la variablem es la magnetización del
sistema, vemos que para un conjunto de valores deβ y ∆,
la magnetizacíon de equilibriomeq, seŕa aquella que minimi-
zeφ, de la expresíon para esta función, obtenemos que esta
cantidad satisface la ecuación de auto-consistencia,

meq =
2 sinh(βmeq)

eβ∆ + 2 cosh(βmeq)
, (11)

adeḿas para que sea un mı́nimo se debe de satisfacer,

1− 2βe−β∆ cosh(βmeq)
1 + 2e−β∆ cosh(βmeq)

+
4βe−2β∆ sinh2(βmeq)

[1 + 2e−β∆ cosh(βmeq)]2
> 0. (12)

De la Ec. (11) vemos que el estado paramagnético,
meq = 0, es una solución posible, y esta será estable si se sa-
tisface la condicíon (12). Ahora, como mencionamos arriba,
este sistema posee una lı́nea de transiciones de fase continuas
en el plano(β, ∆), en este caso el parámetro de orden cam-
bia suavemente de un valor cero a un valor distinto de cero
como nos acercamos a la temperatura crı́tica, aśı, es de espe-
rar que el estadomeq = 0, pase suavemente de un mı́nimo a
un máximo de la funcíon φ, por lo que para un conjunto de
valores de la temperatura inversaβ y la constante∆, se debe
de satisfacer

βc = 1 +
1
2
eβc∆c , (13)

obtenida de (12) para el estado paramagnético, con la con-
dición de que la desigualdad sea convertida en una igualdad
a cero, aśı, la Ec. (13) define a lı́nea de transiciones de fase
continuas.

Para el caso de las transiciones de primer orden, tenemos
que obtener las dos soluciones de (11),m = 0 y m 6= 0, y
evaluar la enerǵıa libre (10); el punto(βt,∆t) donde ambas
enerǵıas libres son iguales marca el punto de transición de fa-
se de primer orden [1]. Ası́, podemos obtener el diagrama de
fases completo déeste modelo en el plano(β, ∆), utilizando
para ello rutinas nuḿericas b́asicas para resolver el conjunto
de ecuaciones auto-consistentes involucradas. Las dos lı́neas
de transicíon de fase (primer y segundo orden) se juntan en
un punto conocido como punto tricrı́tico, para localizar este
punto es necesario hacer una expansión deφ(m; β, ∆) para
valores dem pequẽnos, alrededor del estado paramagnético,
obteniendo:

φ = φo + A(β, ∆)m2+B(β, ∆)m4 + O(m6),

FIGURA 1. Diagrama de fases del modelo BEG con interacciones
de largo alcance. La lı́nea a trozos indica las transiciones de segun-
do orden, la ĺınea continua indica las transiciones de primer orden
y el punto indica la localización del punto tricŕıtico.
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FIGURA 2. Magnetizacíon como funcíon de la temperatura, del
modelo BEG con interacciones de largo alcance. a)∆ = 0.2 y
b) ∆ = 0.47.

el punto tricŕıtico (βtri, ∆tri), satisfaceA(βtri, ∆tri) = 0 y
B(βtri, ∆tri) = 0 [1], queda al lector realizar esto y encon-
trar queβtri = 3 y ∆tri = ln(4)/3.

En la Fig. 1 mostramos el diagrama de fases obtenido
por resolver el conjunto de ecuaciones auto-consistentes de
manera nuḿerica. Indicamos las lı́neas de transición de pri-
mer y segundo orden, ası́ como el punto tricŕıtico en el plano
(∆, T ), conkB = 1. En la Fig. 2 mostramos las curvas de la
magnetizacíon como funcíon de la temperatura para dos valo-
res de la constante∆, una dentro de la región de transiciones
continuas (Fig. 2a) y la otra donde la transición es disconti-
nua (Fig. 2b). Es necesario comentar que, experimentalmen-
te, la variable medida es la capacidad calorı́fica, y del com-
portamiento de ella como función de la temperatura, es la que
llevo a descubrir la existencia de las transiciones de fase. Por
ello, dejamos al lector, calcular esta cantidad haciendo uso de
las relaciones termodinámicas conocidas (ver por ejemplo la
Ref. 1, o cualquier texto de mecánica estad́ıstica) y las rutinas
numéricas apropiadas.

3. Las propiedades dińamicas

Ahora estudiaremos las propiedades dinámicas del mo-
delo BEG, para ello haremos uso de la ecuación maes-
tra, la cual rige la evolución temporal de la probabilidad
P ({S} , t), de que el sistema se encuentre en la configura-
ción {S} = {S1 . . . SN} al tiempo t [1]. Nos enfocare-
mos en la dińamica introducida por Glauber para la dinámi-
ca en el ensemble canónico [2]. En la dińamica de Glau-
ber, consideramos a las funciones estocásticas del tiempo

Si(t), (i = 1 . . . N), las cuales pueden tomar un conjunto
discreto o continuo de valores, y transitan entre ellos como el
tiempo transcurre. La transición dentro de este esquema cam-
bia solamente el valor de un espı́n a la vez, como por ejemplo,
Sj → Ŝj , y ocurre tanto por la interacción con los espines del
sistema como por la interacción con el bãno t́ermico asociado
al ensemble cańonico.

La ecuacíon maestra es

dP ({S} , t)
dt

=
N∑

i=1

∑

Ŝi

[
wi(Ŝi → Si)P ({Sj 6=i} , Ŝi, t)

−wi(Si → Ŝi)P ({S} , t)
]
, (14)

dondewi(Si → Ŝi) es la probabilidad de transición por uni-
dad de tiempo, de que el espı́n i cambie de estado. Esta fun-
ción debe de satisfacer varios requerimientos, a decir: debe
ser positiva definida, debe estar normalizada y debe satisfa-
cer la condicíon de balance detallado [16]. Matemáticamente
hablando, estas condiciones se escriben como

wi(Si → Ŝi) ≥ 0, (15)
∑

Ŝi

wi(Si → Ŝi) = 1, (16)

wi(Si → Ŝi)
wi(Ŝi → Si)

=
Po({Sj 6=i} , Ŝi)

Po({S}) , (17)

siendoPo({S}) = Z−1exp(−βH({S})) la distribucíon de
equilibrio del sistema en el ensemble canónico (la distribu-
ción de Boltzmann). Para la probabilidad de transicion elegi-
mos la siguiente forma funcional, la cual satisface los reque-
rimientos mencionados [16]:

wi(Si → Ŝi) = Q−1
i e−βH({Sj 6=i},Ŝi), (18)

dondeQi esta definida a través de la condición de normaliza-
ción referida arriba.

Ahora, podemos definir a las siguientes cantidades:

mk(t) =
∑

{S}
Sk P ({S} , t), (19)

Cj...k(t) =
∑

{S}
Sj . . . Sk P ({S} , t), (20)

la primera ecuación define a la magnetización local y la se-
gunda a las correlaciones entre los espinesj . . . k, como fun-
ción del tiempo. A trav́es de la ecuación maestra podemos
deducir ecuaciones cinéticas para estas cantidades, para ello
tomamos la derivada temporal de las ecuaciones anteriores y
utilizamos la ecuación maestra, ilustramos la deducción solo
paramk(t), ya que para la otra cantidad se procede de manera
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similar. Entonces,

dmk(t)
dt

=
∑

{S}
Sk

dP ({S} , t)
dt

=
∑

{S}
Sk

×
N∑

i=1

∑

Ŝi

[
wi(Ŝi → Si)P ({Sj 6=i} , Ŝi, t)

−wi(Si → Ŝi)P ({S} , t)
]
, (21)

ahora podemos dividir las sumas en dos términos, aquellos
con i 6= k y los otros coni = k. Veamos a los términos con
i 6= k,

(i 6= k) =
∑

{S}
Sk

∑

i 6=k

∑

Ŝi

[
wi(Ŝi → Si)P ({Sj 6=i} , Ŝi, t)

−wi(Si → Ŝi)P ({S} , t)
]

=
∑

{Sl 6=i}
Sk

∑

i 6=k

( ∑

Si,Ŝi

[
wi(Ŝi → Si)P

×({Sj 6=i}, Ŝi, t)−wi(Si → Ŝi)P ({S}, t)
])

(22)

podemos notar que la expresión dentro del paréntesis mas ex-
terno se anula, ya que sumamos sobre todos los valores de las
variablesSi y Ŝi, aśı la contribucíon de estos términos es nu-
la. Para los otros términos,

(i = k) =
∑

{S}

∑

Ŝk

Sk

[
wk(Ŝk → Sk)P ({Sj 6=k} , Ŝk, t)

−wk(Sk → Ŝk)P ({S} , t)
]

=
∑

{S}

∑

Ŝk

Skwk(Ŝk → Sk)P ({Sj 6=k} , Ŝk, t)

−
∑

{S}
SkP ({S} , t) = −mk(t)

+
∑

{Sl 6=k}

∑

Ŝk,Sk

Skwk(Ŝk → Sk)

× P ({Sj 6=k} , Ŝk, t) = −mk(t)

+
∑

{S}


∑

Ŝk

Ŝkwk(Sk → Ŝk)


 P ({S} , t), (23)

en donde hemos separado los términos y utilizado la condi-
ción de normalización al pasar de la lı́nea uno a la dos, e
intercambiado los indices de las sumas de la tres a la lı́nea

final, aśı, la ecuacíon cińetica queda

dmk(t)
dt

= −mk(t)

+
∑

{S}


∑

Ŝk

Ŝkwk(Sk → Ŝk)


 P ({S} , t). (24)

Ahora, calculamos las expresiones dentro de los parénte-
sis con ayuda de las ecuaciones que definen a la probabilidad
de transicíon y la enerǵıa del sistema,

∑

Ŝk

Ŝkwk(Sk → Ŝk) =
2 sinh(βMk

N )

eβ∆− β
2N + 2 cosh(βMk

N )
, (25)

dondeMk =
∑

i 6=k Si, ahora, si usamos el hecho de que pa-
ra interacciones de largo alcance la aproximación de campo
medio es valida en el lı́miteN →∞ [17], entonces la magne-
tización local seŕa la magnetización por part́ıcula del sistema
completo, aśı obtenemos la siguiente ecuación determinista
para la magnetización promedio por partı́cula,

dm

dt
= −m +

2 sinh(βm)
eβ∆ + 2 cosh(βm)

. (26)

Por lo tanto, el punto fijom∗ de esta ecuación satisface

m∗ =
2 sinh(βm∗)

eβ∆ + 2 cosh(βm∗)
, (27)

como podemos ver, es la misma ecuación de auto-
consistencia obtenida en el estudio de las propiedades estáti-
cas del modelo. Debemos notar que la Ec. (26) puede ser ob-
tenida a trav́es del gradiente de la energı́a libre de Landau, lo
que indica que la dińamica hace que la energı́a libre de Lan-
dau tienda a su valor minı́mo en la direccíon de ḿaximo cam-
bio. Con esta consideración, tenemos una equivalencia entre
una solucíon termodińamicamente estable (mı́nimo deφ), y
la solucíon dińamicamente estable (alcanzada a tiempos lar-
gos) de la Ec. (26).

Ahora podemos extraer información acerca del compor-
tamiento dińamico del sistema ante fluctuaciones. Para ello
nos enfocaremos en la fase paramagnética, cuyo punto fijo es
m∗ = 0, y hagamos un análisis de la estabilidad lineal alre-
dedor de esta solución. Aśı, consideremos am = m∗ + δm,
la evolucíon lineal de esta desviación esta gobernada por la
siguiente ecuación:

d(δm)
dt

=
(

2β

2 + eβ∆
− 1

)
δm, (28)

la solucíon a este problema está dada porδm(t) = δm(0)eλt

y donde

λ =
(

2β

2 + eβ∆
− 1

)
.

Notemos en particular que el estado paramagnético es esta-
ble siempre queλ < 0 y seŕa inestable cuando esta cantidad
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cambie de signo, ası́, si la transicíon es continua, entonces
existiŕan valores deβ y ∆ para los cualesλ = 0, es decir
β = 1 + (1/2)eβ∆ se satisface. Ası́ ésta seŕa la ĺınea de tran-
siciones de fase de segundo orden, la cual fue ya obtenida
desde el pundo de vista estático a trav́es del comportamiento
de la enerǵıa libre del sistema. Adeḿas, podemos interpretar
a

τ =|λ|−1 =
2 + eβ∆

2− 2β + eβ∆

como el tiempo de relajación de la fluctuacíon δm hacia el
estado estable paramagnético. Ahora veamos cómo se com-
porta este tiempo de relajación como nos acercamos al punto
cŕıtico βc = 1/kBTc desde la fase paramagnética. Para ello
seaβ = βc − δβ tal que0 < δβ ¿ 1, entonces hacien-
do las expansiones correspondientes para este valor pequeño,
obtenemos el comportamiento asintótico,

τ ∼ (T − Tc)−1. (29)

Básicamente, esta expresión nos dice que conforme nos acer-
camos al punto de transición de fase de segundo orden, una

perturbacíon tardaŕıa much́ısimo en decaer al estado de equi-
librio del sistema (estado paramagnético), este feńomeno es
conocido como alentamiento crı́tico.

4. Conclusiones

Presentamos el estudio de las propiedades estáticas y dińami-
cas de un modelo con interacciones de largo alcance que es
soluble y que representa un ejemplo muy ilustrativo para los
cursos de f́ısica estad́ıstica.
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