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e-mail: juvenal@fis.unam.mx

Recibido el 18 de septiembre de 2009; aceptado el 18 de enero de 2010

En este artı́culo mostramos ćomo se extiende la definición de la transformada discreta de Fourier (DFT) al introducir una fraccionalización
(FrDFT) deésta. La transformada FrDFT se define como una potencia real de la matriz unitaria que define a la DFT, de tal forma que se
garantiza la aditividad entre potencias al aplicar dos FrDFT consecutivas. Además describimos algunas de las bases en las cuales es posible
definir la FrDFT, mostramos gráficamente ćomo esta fraccionalización se contrae a su equivalente continuo la transformada fraccional integral
de Fourier (FrIFT).

Descriptores:Transformada de Fourier finita; transformada fraccionaria de Fourier; análisis de sẽnales.

In this paper we show how to extend the definition of the Finite Fourier Transform (DFT) as we introduce a fractionalization (FrDFT) of
them, the FrDFT transform is defined as a real power of the unitary matrix that defines the DFT, of such form that additivity between powers
is guaranteed when applying two different FrDFTs, also we describe some of the bases in which it is possible to define the FrDFT, we
graphically show how this fractionalization contracts to its continuous equivalent the Fractional Integral Fourier Transform (FrIFT).
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1. Introducción

La transformada integral de Fourier (IFT) tiene en la actuali-
dad ḿutliples aplicaciones en distintasáreas de la ciencia y la
ingenieŕıa, tales como la teorı́a de ńumeros, la combinatoria,
la teoŕıa de la probabilidad, la estadı́stica, arreglośopticos, la
propagacíon de ondas, el procesamiento de señales, entre mu-
chas otras; por esta razón su estudio es de gran importancia
para el desarrollo cientı́fico y tecnoĺogico.

Como herramienta matemática se utiliza para convertir
funciones cuadrado integrables, definidas en un dominio real,
llamado por lo general dominio temporal, a otras funciones
definidas en otro dominio real llamado dominio de frecuen-
cias; con esta transformación se pueden analizar funciones
continuas en el dominio de frecuencias en busca de propie-
dades adicionales que no se ven fácilmente en el dominio
temporal de la función.

Geoḿetricamente la IFT se puede interpretar como la ro-
tación de una funcíon de distribucíon (construida con base
en la funcíon original) enπ/2 radianes en el espacio tiempo-
frecuencia, un espacio definido por dos ejes ortogonales, uno
correspondiente al dominio original de la función (eje tem-
poral), y otro correspondiente al dominio de la función trans-
formada con la IFT (eje de frecuencias). Debido a esta in-
terpretacíon geoḿetrica se ha sugerido extender la definición
de la IFT a una transformación que realice rotaciones en las
funciones de distribución enángulos intermedios entre0 y
2π. Tal transformacíon se conoce como transformada frac-
cionaria integral de Fourier (FrIFT); el proceso para definir
la FrIFT se conoce como fraccionalización de la IFT,ésta
fue definida primeramente por Condon [1], y posteriormente
fue introducida por Namias [2] en conexión con ciertos pro-
blemas en mećanica cúantica. Otras construcciones para la
FrIFT se pueden encontrar en la Ref 3.

El tratamiento de funciones utilizando la transformada de
Fourier no śolo se limita a funciones continuas, también es
posible definir una transformada discreta de Fourier (DFT)
ańaloga a la IFT para el estudio de funciones discretas, es de-
cir, funciones que toman valores en ciertos puntos igualmente
espaciados, estáultima transformacíon es muyútil en f́ısica
experimental e ingenierı́a. De la misma forma, también se
puede considerar un análogo discreto para la FrIFT; tal trans-
formacíon se conoce como transformada fraccionaria discreta
de Fourier (FrDFT). En la literatura se encuentran varios ca-
minos para definir la FrDFT, una revisión completa déestos
se puede ver en la Ref 3.

En este artı́culo nos centraremos en el estudio de la
FrDFT, estudiaremos su construcción, sus propiedades y su
semejanza con la FrIFT. El artı́culo se organiza de la siguien-
te forma: En la Sec 2 se introducen brevemente la IFT junto
con la fraccionalización (FrIFT); en la Sec. 3 se introducen la
transformada finita de Fourier (DFT) y su fraccionalización
(FrDFT), en la Sec. 4 se describen las bases más comunes
con las cuales se puede escribir la FrDFT; finalmente en la
Sec. 5 discutimos las propiedades que comparten la FrIFT y
la FrDFT tomando en cuenta gráficas del valor absoluto y el
argumento de los elementos de ambas, ası́ como la evolucíon
de cada una sobre señales de prueba rectángulares, esto con
la finalidad de verificar la contracción de la FrDFT hacia la
FrIFT.

2. Transformada integral de Fourier y su
fraccionalización

Comencemos definiendo a una señal como una función real
de variable realf : R→ R, para la cual se cumple
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∫

R
|f (x)|2 dx < ∞. (1)

Dicha sẽnal debe tener un número finito de discontinuidades
acotadas (e.g.el pulso cuadrado) y satisfacer la condición de
Lipschitz. Al dominio original de la función se le suele lla-
mar dominio temporal de la señal. Para este tipo de señales la
IFT se define mediante la transformación integral

f̃(x′) = F {f (x)} =
∫

R
F (x, x′)f(x)dx, (2)

F (x, x′) =
1√
2π

exp(−ixx′), (3)

donde (3) es el ńucleo de Fourier. La función que se obtiene
de aplicar (2) se suele decir que está definida en el dominio
de frecuencias. A lo largo de este artı́culo utilizaremos til-
des para marcar las variables que pertenecen al dominio de
frecuencias, mientras que las variables sin tilde pertenecerán
al dominio temporal. Otros dominios entre los cuales la IFT
transforma funciones pueden ser: momento y posición,ángu-
lo y momento angular, tiempo y energı́a.

Lo usual en el tratamiento de señales es aplicar la trans-
formada (2) a una señal f(x), realizar operaciones sobre la
nueva sẽnal f̃(x′) y regresar al dominio original, mediante la
transformacíon inversa

f(x) = F−1
{

f̃(x′)
}

=
∫

R
F−1(x, x′)f̃(x′)dx, (4)

F−1(x, x′) =
1√
2π

exp(ixx′). (5)

Como se puede observar la IFT es un mapeo invertible; siem-
pre es posible regresar dẽf(x′) en el dominio de las fre-
cuencias af(x) en el dominio temporal utilizando la expre-
sión (4).

La finalidad de aplicar la transformada (2) a una señal
es estudiarla en un nuevo dominio, el cual muestre propieda-
des adicionales que no se ven en el dominio original; ası́ por
ejemplo cuando se analizan imágenes utilizando transforma-
da de Fourier, la imagen original se transforma a otra ima-
gen en un nuevo dominio de frecuencias en el cual se pueden
realizar operaciones sobreésta; como por ejemplo, descar-
tar cierta informacíon para limpiar la imagen o aplicar filtros
para transformarla, por esta razón en algunos casos las ope-
raciones que se realizan en el dominio de frecuencias sobre
la función f̃(x′) modificanésta de tal forma que la función
que se obtiene al aplicar (4) no es la función original sino una
función aproximada a la original.

Para la transformación (2) es posible introducir sus eigen-
funciones utilizando las funciones de Hermite-Gauss:

Ψk (x) =
Hk (x) exp(−x2/2)√

2kk!
√

π
,

∫

R
Ψm (x)Ψn (x) dx = δm,n, (6)

dondeHk (x) son los polinomios de Hermite definidos me-
diante las relaciones de recurrencia

H0 (x) = 1, H1 (x) = 2x,

Hn+1 (x) = 2xHn (x)− 2nHn−1 (x) . (7)

Las funciones de Hermite-Gauss (6) satisfacen la ecuación
∫

R
F (x, x′)Ψk (x′) dx′ = (−i)kΨk (x) , (8)

por lo tanto son eigenfunciones del la IFT con eigenvalor
(−i)k; adeḿas forman una base completa en la cual pode-
mos escribir desarrollos de señales.

La función de distribucíon de Wigner es una herramien-
ta con muchas aplicaciones en mecánica cúantica, nos per-
mite estudiar la cuantización de variables clásicas, la evolu-
ción de operadores en el espacio de Hilbert utilizando fun-
ciones reales sobre un espacio de fase continuo, además es
útil para estudiar el comportamiento clásico de algunos sis-
temas cúanticos en el lı́mite ~ → 0 [17]. En este artı́culo
utilizaremos la funcíon de distribucíon de Wigner como una
herramienta para representar el estado cuántico de un siste-
maf (x) = 〈x| f〉 como una funcíon de 2 variables sobre el
espacio de fasex− x′. La funcíon de distribucíon de Wigner
para una sẽnalf (x) se define mediante la integral

Wf (x, x′) =
1
2π

∫

R
f (x− y/2)∗

× e−iyx′f (x + y/2) dy, (9)

la cual est́a definida sobre puntos(x, x′) ∈ R2 en el espa-
cio tiempo-frecuencia, dondex es una variable de tiempo que
marca al eje horizontal yx′ es una variable de frecuencia que
marca al eje vertical.

Para dar una interpretación geoḿetrica a la IFT utilizando
funciones de distribución de Wigner sustituyamos las funcio-
nesf (x) en (9) por sus transformadas (inversas) de Fourier:

f (x) =
1√
2π

∫

R
eiy′xf̃ (y′) dy′, (10)

haciendo esto obtenemos

Wf (x, x′)=
1
2π

∫

R
f̃ (x′−y/2)∗ eiyxf̃ (x′+y/2) dy. (11)

De esta expresión observamos que la función de distribucíon
de Wigner para la función f (x) es parecida a la función de
distribucíon de Wigner para la función f̃ (x′) (ciertamente las
funciones f (x) y f̃ (x′) son distintas) realizando el cambio
de variables

x → −x′, x′ → x, (12)

Este cambio de variables corresponde a una rotación deπ/2
radianes en el espacio tiempo-frecuencia, debido a esto la IFT
se interpreta como una transformación que rota la función de
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distribucíon Wf (x, x′) en el espacio tiempo-frecuencia en
π/2 radianes. Una transformación del tipo (12) se conoce
comúnmente como transformación cańonica, ya que no al-
tera la estructura de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi [5].
La propiedad que tiene la IFT de realizar una transformación
cańonica en las coordenadas de la función de distribucíon de
Wigner es muy importante, dado que permite expresarla uti-
lizando el formalismo de transformaciones canónicas linea-
les [15].

Geoḿetricamente la FrIFT se puede introducir como
una transformación que rota a la función de distribucíon de
Wigner (9) en el espacio tiempo-frecuencia en unángulo
α = µπ/2, µ ∈ R, esto es

WFµ{f(x)} (x, x′) = Wf(x) (x cos (µπ/2)− x′ sin (µπ/2) ,

x sin (µπ/2) + x′ cos (µπ/2)) , (13)

dondeFµ {f (x)} representa la FrIFT de la señal f (x). De
esta interpretación esperamos que la FrIFT sea de tal forma
que

Fµ1 {Fµ2 {f (x)}} = Fµ1+µ2 {f (x)} . (14)

Otra interpretacíon que se suele dar a la FrIFT es la de
ser una potencia real del operador IFT. En el cálculo fraccio-
nal se estudia la posibilidad de definir potencias arbitrarias de
un operador diferencial o integral. Consideremos el siguien-
te ejemplo: una potencia entera de un operador diferencial
D̂ = d/dx o integral

Ĵ =
∫

dx

se define como la aplicación sucesiva del mismo operador,
esto es,

D̂n =
dn

dxn
,

Ĵn =
∫ ∫

· · ·
∫

dx(1)dx(2) . . . dx(n)︸ ︷︷ ︸
n−veces

n ∈ Z+. (15)

De esta forma, un operador fraccional se interpreta como una
potencia real o compleja de los operadoresD̂ o Ĵ ; para ilus-
trar lo anterior consideremos el operador integralĴ . Podemos
preguntarnos si tiene sentido la expresión

√
Ĵ = Ĵ1/2, de tal

forma queĴ1/2Ĵ1/2 = Ĵ , es decir, que al aplicar dos veces el
operador

√
Ĵ a una funcíon se obtiene el mismo efecto que la

aplicacíon usual dêJ . En este sentido, la FrIFT es una trans-
formacíon lineal que permite definir una especie de IFT a la
µ-ésima potencia, dondeµ es un ńumero real.

En éste art́ıculo introduciremos la FrIFT como lo ha rea-
lizado Namias [2], la FrIFT se introduce mediante la trans-
formacíon integral

fµ (x′) =
∫

R
Fµ (x, x′) f (x) dx, (16)

dondeFµ (x, x′) es el ńucleo de la FrIFT y es tal que la ac-
ción de la FrIFT sobre las funciones de Hermite-Gauss es

∫

R
Fµ (x, x′) Ψk (x) dx = (−i)kµ Ψk (x′) . (17)

Es decir, las eigenfunciones de la FrIFT son las funciones de
Hemite-Gauss, adeḿas como podemos observar la Ec. (17) se
reduce a la Ec. (8) cuandoµ ∈ {0, 1, 2, 3} , lo anterior indica
que la FrIFT debe coincidir con la IFT paraµ ∈ {0, 1, 2, 3}.
Para determinar la forma que tiene el núcleoFµ (x, x′) de-
sarrollemos una señal arbitrariaf (x) utilizando la base de
funciones de Hermite-Gauss, esto es,

f (x) =
∞∑

k=0

CkΨk (x) , (18)

Ck =
∫

R
f (x)Ψk (x) dx. (19)

Si aplicamos la FrIFT definida en la Ec. (16) sobre la señal
(18) obtenemos

∫

R
Fµ (x, x′) f (x) dx =

∞∑

k=0

Ck

∫

R

Fµ (x, x′) Ψk (x) dx

=
∞∑

k=0

Ck (−i)kµ Ψk (x′)

=
∫

R

∞∑

k=0

Ψk (x) (−i)kµ Ψk (x′) f (x) dx (20)

de donde identificamos el núcleo de la FrIFT como

Fµ (x, x′) =
∞∑

k=0

Ψk (x) (−i)kµ Ψk (x′) . (21)

Una representación más coḿun de este ńucleo es

Fµ(x, x′) =
exp {iπ [µ/2− sign (sin (πµ/2))] /2}√

2π |sin (πµ/2)|

× exp
{

i
x2 + x′2

2
cot (πµ/2)− ixx′ csc (πµ/2)

}
, (22)

cuya demostración se puede encontrar en la Ref 3.
Cuandoµ toma los valores enteros0, 2 y 4 la expre-

sión (22) debe sustituirse por

F0(x, x′) = δ (x− x′) = F4(x, x′),

F2(x, x′) = δ (x + x′) , (23)

de tal forma que valores enteros deµ en (22) coinciden con
aplicaciones sucesivas de la IFT sobre una señal f (x), cla-
ramente el ńucleo (22) tiene como lı́mites las Ecs. (23) pa-
ra estos valores enteros deµ. Una propiedad importante del
núcleo (22) es que satisface la Ec. (14), lo cual está en con-
cordancia con la interpretación de una rotación que realiza la
FrIFT sobre una función de distribucíon de Wigner, adeḿas
de esto el parámetroµ es ćıclico módulo4.
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3. Transformada finita de Fourier y su
fraccionalización

En general se puede hacer uso de la IFT siempre que la señal
dependa de una variable continua. En el caso cuando la varia-
ble de inteŕes est́a restringida a un intervalo discreto equies-
paciado es posible introducir una transformación ańaloga a la
IFT llamada transformada finita de Fourier (DFT); las señales
sobre las que se aplica esta transformación son funciones
f(t) para las cualest toma valores finitos equiespaciados
t0, t1, ..., tN−1, dondetp − tp+1 es constante para todo en-
terop entre0 y N − 2.

La DFT se define mediante la matriz

F = ‖Fm,m′‖,

Fm,m′ =
1√
N

exp
(−2πi

N
mm′

)
,

0 < m,m′ < N − 1, (24)

la cual es siḿetrica, unitaria y períodica en suśındices con
periodoN . Las distintas potencias de (24) son

(
F2

)
m,m′ = δm,−m′ ,

(
F3

)
m,m′ = (F)m,−m′ ,

(
F4

)
m,m′ = δm,m′ . (25)

La DFT se aplica a señales discretas, una señal dis-
creta puede ser escrita como un vector columna
v = [f (t0) , ..., f (tN−1)]

> en CN . La DFT transforma
sẽnales discretasv ∈ CN en el dominio temporal a señales
discretas̃v ∈ CN en el dominio de frecuencias mediante la
operacíon

ṽ = Fv, (26)

siendoésta el ańalogo finito de la Ec. (2); adeḿas en virtud
de queF es unitaria, la expresión (26) es invertible y nos per-
mite definir una transformada inversa de FourierF−1 = F3,
para la cual

v = F−1ṽ, (27)

es el ańalogo de (4).
Los eigenvalores de la expresión (24) son las4 ráıces de

la identidadexp (−πin/2) = (−i)n, n = 0, 1, 2, 3. Debi-
do a la multiplicidad de los eigenvalores (para dimensiones
N > 4) el espacio vectorial formado por todos los eigenvec-
tores de (24) puede ser dividido en4 subespaciosϕn cada uno
de dimensíonNn, n = 0, 1, 2, 3 (N = N0 +N1 +N2 +N3),
donde cada vectorv(n,j) del subespacioϕn ( el supeŕındicej
numera el eigenvector dentro del subespacioϕn y corre des-
de0 hastaNn − 1) tienen el eigenvalor(−i)n. En la Tabla I
se muestra la dimensión de estos subespacios como función
deN .

La función de distribucíon Wigner para sistemas discre-
tos presenta problemas en su interpretación geoḿetrica, en

TABLE I. Dimensíon de los subespaciosN0,N1,N2 y N3.

Dimensíon Dimensíon de los subespacios

N N0 N1 N2 N3 tr(F) det(F)

4J J + 1 J J J − 1 1 + i −i(−1)J

4J + 1 J + 1 J J J 1 (−1)J

4J + 2 J + 1 J J + 1 J 0 −(−1)J

4J + 3 J + 1 J + 1 J + 1 J −i i(−1)J

estos sistemas dicha función se introduce de forma consisten-
te únicamente cuando la dimensión del sistema es un número
primo a una potencia entera, ya que cuando esto no suce-
de existen problemas con la interpretación de la probabilidad
marginal al sumar por una linea en el espacio de fase. Este
inconveniente sobre la dimensión del sistema conlleva a que,
para estos sistemas, no existe un orden natural en los elemen-
tos del campo finito que enumera los ejes del espacio de fase
discreto. Por esta razón, una rotacíon en el espacio de fase
puede resultar engañosa o no estar bien definida [7], debido a
esto, el sentido que daremos en este artı́culo a la transformada
fraccional discreta de Fourier (FrDFT) será la de una poten-
cia real de la matriz que define a la DFT, en analogı́a con la
interpretacíon de la FrIFT como una potencia real de un ope-
rador diferencial. Adeḿas de esto seguiremos esperando un
ańalogo discreto de la Ec. (14) para la FrDFT. Laµ-ésima
FrDFT de una sẽnal discretav, la cual denotamos comõvµ,
puede ser definida multiplicandov con laµ-ésima potencia
real de la matriz que define la DFT,

ṽµ = Fµv. (28)

Aśı por ejemplo, cuandoµ es el racional de dos números en-
terosµ = p/q, Fµ es simplemente lap-ésima potencia de
F1/q, donde estóultimo es laq-ésima ráız deF, es decir, la
matriz cuyaq-ésima potencia esF. Ciertamente la forma que
tieneFµ no esúnica, ya que la potencia real de una matriz
no es uńıvoca, para definir una FrDFT de forma consisten-
te y con sentido fı́sico haremos uso de los subespacios que
forman los vectores propios de la DFT.

Escribamos la ecuación para los vectores propios de (24)
como

Fv(n,j) = (−i)n v(n,j). (29)

Para cada subespacioϕn podemos definir un proyector hacia
ese subespacio como

Pn =
Nn−1∑

j=0

v(n,j)v̄(n,j)>, (30)

dondev̄(n,j) es un vector de la base dual,i.e.

v̄(n,j)>v(n′,j′) = δn,n′δj,j′ . (31)

Para los proyectores (30) se pueden verificar las relaciones

Pn =
3∑

k=0

(−i)nkFk, PnPn′ = δn,n′Pn. (32)
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De las Ecs. (32) y (31) podemos deducir la expresión

Fν =
3∑

n=0

exp
(−i 1

2πνn
)
Pn, (33)

válida para cualquierν entero.
La FrDFT se puede definir mediante la Ec. (33) permi-

tiendo que los valores que tomaν sean cualquier ńumero real.
Más áun debido a la forma de (33) elı́ndiceν toma valores
modulo4, de la misma forma en que lo hace la FrIFT. Hacien-
do uso de (31) podemos expresar los elementos matriciales de
la FrDFT como

(Fν)m,m′ =
3∑

n=0

Nϕn−1∑

j=0

v(n,j)
m

× exp
[−i 1

2πν (4j + n)
]
v̄
(n,j)
m′ , (34)

dondev(n,j)
m son las componentes del vectorv(n,j).

Una propiedad importante que se deriva de (31) y (34) es

Fν1Fν2 = Fν1+ν2 , (35)

la cual es el ańalogo discreto de (14). Esta propiedad nos per-
mite interpretar a las matricesFν como un subgrupo cı́clico
deSL (N,C) que depende de los eigenvectoresv(n,j), para-
metrizado por uńındice continuoν modulo4.

La Ec. (34) seŕa la que utilizaremos como definición para
la FrDFT, cabe recalcar que existen otras formas de definir
una FrDFT [4], sin embargóestas no tienen las propiedades,
geoḿetricas que mostraremos en la Sec. 5. Como se puede
observar, la Ec. (34) depende fuertemente de la elección de
los eigenvectoresv(n,j) de la matriz DFT, debido a esto la
FrDFT no esúnica. Los eigenvectoresv(n,j) se pueden ele-
gir de tal forma que formen una base completa, no necesa-
riamente ortogonal, en el caso cuando los vectoresv(n,j) son
ortonormales (principalmente nos interesa la ortonormalidad
dentro de cada subespacioϕn, ya que los vectores entre di-
ferentes subespacios son ortogonales) la transformación (34)
es unitaria y se le puede dar una interpretación f́ısica en vez
de puramente mateḿatica.

Como es de esperarse la Ec. (34) coincide con las
Ecs. (25) cuandoν toma valores enteros independientemente
de los eigenvectoresv(n,j) que se elijan.

4. Bases para la transformada fraccionaria fi-
nita de Fourier

Como se menciońo en la seccíon anterior la forma de la
FrDFT depende fuertemente de los eigenvectores de la matriz
DFT, éstos no sońunicos, ya que siempre se puede encontrar
una transformación unitaria que transforméestos sin alterar
la estructura de la ecuación de eigenvalores. En esta sección
haremos mención de algunos de los conjuntos de eigenvec-
tores ḿas importantes que pueden ser utilizados para definir
una FrDFT.

4.1. Eigenvectores de Hermite-Gauss muestreados

Los eigenvectores que mostraremos en esta subsección son
vectores que son aproximadamente eigenvectores de la DFT,
tales vectores no son una base muy adecuada para definir la
FrDFT, sin embargo, la forma de calcular estos es muy senci-
lla y la aproximacíon que se obtiene con ellos es buena para
valores grandes deN , como ya hemos visto en la Sec. 2,
los estados propios de la IFT son las funciones de Hermite-
Gauss (6), debido a esto podemos proponer como primera
aproximacíon las funciones de Hermite-Gauss evaluadas en
algunos valores equiespaciados de su dominio para definir
los eigenvectores de (24), para esto definamos las funciones

φ(k)
m = Ψk

(√
2π

N
m

)
, k = 0, 1, . . . , N − 1, (36)

a las cuales se les conoce comúnmente como funciones de
Hermite-Gauss muestreadas. Los vectores

φk = {φk(−(N − 1)/2), . . . , φk((N − 1)/2)},

k ∈ Z+ son aproximadamente eigenvectores de la DFT, el
error es pequẽno para valores pequeños dek y valores gran-
des deN , si tomamos los primerosN vectores podemos for-
mar aproximadamente una base para la DFT. Al conjunto for-
mado por los vectores{φ0, φ1, . . . , φN−1} se le conoce co-
mo base de Taipei [8]. Dicha base no es ortogonal, sólo los
vectores con paridad(−1)k son ortogonales con los vectores
de paridad−(−1)k [4], sin embargo los estados de más baja
enerǵıa (k <

√
N ) pueden considerarse quasi-ortogonales,

para estos el producto punto entre dos de ellos distintos es
casi cero. Esta base no es periódica ni enk ni enm; aśı como
tampoco se garantiza queφ(k)

m tengank cambios de signos
conforme variam tal como lo hace la función continua [4].

4.2. Eigenvectores de Mehta

Los estados propios del operador DFT (24) han sido encon-
trados de forma analı́tica por Mehta [9], las componentes de
estos son copias desplazadas de las funciones de Hermite-
Gauss (6) evaluadas en ciertos valores,

µk (m) =
∞∑

l=−∞
Ψk

(√
2π

N
[m + lN ]

)
, k ∈ Z+. (37)

Utilizando la f́ormula de suma de Poisson [10] se puede ve-
rificar que las funcionesµk (m) satisfacen la ecuación de ei-
genvalores

N−1∑
m=0

Fm,m′µk (m) = (−i)k
µk (m′) , (38)

por lo que los vectoresµk = [µk (0) , ..., µk (N − 1)]> son
eigenvectores del operador DFT (24) con eigenvalor(−i)k.
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El conjunto de eigenvectores{µ0, µ1, ..., µN−1} forman una
base completa no ortogonal a la cual se le conoce como ba-
se de Mehta. Los eigenvectoresµk de la base de Mehta no
est́an normalizados ni son ortogonales, una FrDFT definida
con estos eigenvectores no será unitaria para valores deν que
no sean enteros. Sin embargo podemos construir una FrDFT
unitaria ortogonalizando los eigenvectores de Mehtaµk con
el procedimiento de Gramm–Schmidt, debido a lo comple-
jo de la expresíon (37) no es posible obtener una expresión
anaĺıtica sencilla para los eigenvectores de la base de Mehta
ya ortonormalizados, pese a esto numéricamente son fáciles
de calcular. En la Fig. 1 mostramos gráficas de densidad para
estos vectores.

4.3. Eigenvectores de Harper

Existe otro conjuntos de eigenvectores de la DFT que pode-
mos utilizar para definir la Ec. (34),éstos son los eigenvecto-
res del hamiltoniano de Harper [11,12,13]

H = −1
2

[
∆ + ∆̃

]
, (39)

donde∆ es el operador de segunda diferencia definido me-
diante la matriz circulante

∆ = circ(−2, 1, 0, ..., 0, 1) , (40)

y ∆̃ es el operador de segunda diferencia transformado me-
diante la DFT (̃∆ = F∆F−1). El hamiltoniano (39) con-
muta con (24), por lo tanto ambas matrices tienen un con-
junto coḿun de eigenvectores, el cual puede diagonalizarlas
simult́aneamente, esto es,

Hφk = λkφk, Fφk = (−i)n
φk. (41)

Al conjunto{φ0, φ1, ..., φN−1} de eigenvectores se le llama
base de Ankara [11–13]. Los eigenvectores de la base de An-
kara son ortogonales y no degenerados para dimensionesN
que no son un ḿultiplo de 4. Los eigenvectoresφk del ha-
miltoniano (39) no pueden ser calculados analı́ticamente para
N > 4 por lo que tienen que ser calculados numéricamente,
debido a esto la relación entre el eigenvectorφk y el eigenva-
lor de Fourier(−i)n no se conoce hasta que no se calculen los
eigenvectores. En la Fig. 2 se muestra la gráfica de densidad
para estos estados.

FIGURA 1. Gráficas de densidad de la base de Mehta paraN = 64.
La figura de la izquierda: Cadak-ésima columna de la matriz re-
presenta las componentes de los vectoresµk en escala de grises,
donde el color blanco es el valor máximo, el gris es cero y el negro
es el valor ḿınimo. La figura del centro: Cada elemento(p, q) de la
matriz representa el productoµ>p µq. La figura de la derecha: Cada
k-ésima columna de la matriz representa las componentes de los
vectoresµk ortonormalizados.

FIGURA 2. Gráfica de densidad para la base de Harper paraN =
64, cada columna de la matriz representa las componentes de cada
eigenvector del hamiltoniano (39).

5. Comparacíon entre la transformada frac-
cionaria finita e integral de Fourier

En la presente sección veremos una comparación entre el
núcleo para la FrIFT (22) y el de la FrDFT (34), haremos esta
comparacíon en el ĺımite cuandoN tiende a infinito, en este
lı́mite el ńucleo (34) debe coincidir con el núcleo (22) hacien-
do una contracción [14]. Para contraer una transformada fini-
ta lo que se suele hacer es cambiar losı́ndicesm y m′ de sus
elementos matriciales, por las variablesxm = m

√
2π/N ,

x′m = m′√2π/N y tomar el ĺımite N → ∞. En este ĺımi-
te las variablesxm, x′m tienden a las variables continuasx,
x′, ya que la diferencia entre una variablexm+1 y xm es del
orden1/

√
N , aśı mismo el intervalo por el que se suma cre-

ce como
√

N , de esta forma una transformada finita se con-
traeŕa a una transformada integral. Ası́ por ejemplo podemos
contraer la DFT haciendo el cambio de variables anterior-
mente mencionado y calcular el lı́mite N → ∞ para obte-
ner de esta forma la IFT. La aplicación de la DFT sobre una
sẽnal discretaf (m) definida sobre los puntos equiespacia-
dosm = − (N − 1) /2, . . . , (N − 1) /2, se puede escribir
como

1√
N

(N−1)/2∑

m=−(N−1)/2

exp
(−2πimm′

N

)
f (m) (42)

=
1√
2π

N/2∑

m=−N/2

e−ixmx′mg
(
xm

√
N/2π

)
∆xm,
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donde∆xm = xm+1 − xm =
√

2π/N y hemos remplazado
la función originalf (m) por la funcíon escaĺon

g (x) = f (m) , m ≤ x < m + 1, (43)

aśı se cubre completamente el intervalo(
− (N − 1)

2
,
(N − 1)

2

)
,

si suponemos que en el lı́mite N → ∞ la función escaĺon
g (x) converge a una función Riemann-integrable en todo el
dominio real podemos sustituir

∫
dx en vez de

∑
∆x, cabe

mencionar quef (m) debe de hacerse cero para los valores
extremosm = ±N/2, si estas condiciones se satisfacen po-
demos escribir el lı́mite

ĺım
N→∞

1√
2π

N/2∑

m′=−N/2

e−ixmx′mf
(
xm

√
N/(2π)

)
∆xm

=
1√
2π

∫

R
exp(−ixx′)h(x)dx, (44)

dondeh(x) = ĺımN→∞ g
(
xm

√
N/(2π)

)
, el camino segui-

do en este ejemplo muestra como se puede contraer una trans-
formacíon finita a una transformación integral, una discusión
completa sobre las propiedades que debe satisfacerf (m) pa-
ra obtener el lı́mite anterior se encuentra en la Ref. 15.

El mismo procedimiento de contracción se puede aplicar
a la FrDFT, sin embargo, ya queésta depende fuertemente
de la eleccíon de los eigenvaloresv(n,j) de la DFT pueden
existir distintas contracciones de la FrDFT hacia la FrIFT. La
única base para la que “en teorı́a” podemos haceŕeste proce-
so de forma analı́tica es la base de Mehta, ya que la base de
Harper śolo puede ser obtenida de forma numérica, el proceso
de contraccíon debe de realizarse sobre FrDFTs unitarias pa-
ra aśı obtener una FrIFT unitaria, por esta razón es necesario
tomar la base de Mehta ortonormalizada para realizar tal con-
traccíon. Como se mencionó anteriormente, es prácticamente
imposible obtener expresiones analı́ticas sencillas de la ba-
se de Mehta ortonormalizada, debido a esto no nos es posible
mostrar analı́ticamente que la base de Mehta ortonormalizada
permite contraer la FrDFT a la FrIFT. En consecuencia, sólo
nos es posible hacer comparaciones gráficas de la FrDFT con
la base de Mehta ortonormalizada y la FrIFT, con el fin de ver
hasta qúe punto ambas transformaciones se comportan de la
misma forma para valores deN grandes.

Una propiedad notoria del núcleo (22) es que su valor ab-
soluto es constante para todo valor dex y x′ cuandoµ no es
un entero, adeḿas de esto la fase forma hipérbolas de fase
constante

(
x2 + x′2

)
cot (2µ/π)− 2xx′ csc(2µ/π) = K, (45)

en el planox− x′, tales hiṕerbolas son de la forma

1 =u2/a2 − v2/b2, (46)

a2 =K/ (2 csc(2µ/π) + cot (2µ/π)) , (47)

b2 =K/ (2 csc(2µ/π)− cot (2µ/π)) , (48)

rotadas uńanguloπ/4 con respecto al ejex, en el caso cuan-
do µ = 1 las hiṕerbolas son de la formaxx′ = K. En la
Fig. 3 se muestran gráficas de densidad en las que se obser-
va el valor absoluto y la fase de los elementos matriciales de
la FrDFT utilizando la base de Mehta ortonormalizada. Co-
mo se puede observar en estas figuras, el valor absoluto de los
elementos matriciales de la FrDFT no es constante para todos
los valores dem y m′, sólo en la parte central de las figuras
el valor absoluto se puede considerar constante, sin embargo
la fase de los elementos matriciales forma hipérbolas “ dis-
cretas” de fase constante muy similares a las que describe la
Ec. (45).

En el ańalisis de sẽnales es coḿun estudiar la acción de
la FrIFT sobre funciones “localizadas” en el dominio tempo-
ral, frecuentemente se estudian señales rect́angulo, una sẽnal
rect́angulo de anchoh se define como

FIGURA 3. Gráficas de densidad de los elementos matriciales de
la FrDFT paraN = 64, en estas figuras negro corresponde al va-
lor mı́nimo, y blanco al valor ḿaximo. En la primera columna se
muestra el valor absoluto de los elementos(Fν)m,m′ y en la se-
gunda columna el argumento de estos elementos, la primera fila
corresponde aν = 1, la segundaν = 3/4, la terceraν = 1/2 y la
últimaν = 1/4.
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FRACCIONALIZACIÓN DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 105

FIGURA 4. Evolución de una sẽnal rectangular de ancho10 uni-
dades paraN = 64. En la primera fila se muestran la se obtiene
transformando con la DFT. La segunda fila se muestran las trans-
formaciones de la señal original con la FrDFT definida con la base
de Mehta para valores deν = 3/4, ν = 1/2 y ν = 1/4 (de iz-
quierda a derecha). Láultima fila muestra la FrIFT de la señal con
valores deν = 3/4, ν = 1/2 y ν = 1/4 (de izquierda a derecha).

Rh (x) =





0, x < −h/2
1, −h/2 ≤ x ≤ h/2
0, x > h/2

. (49)

Para sistemas discretos también podemos estudiar la acción
de la FrDFT sobre un vector señal “rect́angulo”. Un vector
sẽnal “rect́angulo” es el vector

Rh = [0, 0, ..., 0, 1, 1, ..., 1, 1, 0, ..., 0, 0]> , (50)

donde los1′s est́an centrados a la mitad del vector y hay tan-
tos1′s como el anchoh (en este casoh es un entero) lo es-
pecifique. El vector (50) es una función discreta ańaloga a la
sẽnal rect́angulo (49). En la Fig. 4 se pueden observar dis-
tintas transformaciones de una señal rect́angulo (continua y
discreta), utilizando la FrDFT definida con la base de Meh-
ta ortonormal para la señal discreta y la FrIFT para la señal
continua, en dicha figura hemos hecho el cambio de escala√

2π/N en la FrDFT necesario para estudiar la contracción
de una transformación discreta. Como podemos observar tan-
to la versíon continua como la discreta tienen aproximada-
mente el mismo comportamiento, lo que nos permite suponer

que la FrDFT definida con la base de Mehta ortonormal se
contrae a la FrIFT.

6. Conclusiones

En el presente artı́culo hemos mostrado cómo se realiza la
fraccionalizacíon del operador DFT. Para sistemas discretos
la FrDFT se introduce de forma consistente utilizando la ex-
presíon (34), la cual se interpreta como una potencia real del
operador DFT (24), de tal forma que se preserva la aditivi-
dad entre potencias (35). Esta transformación depende fuer-
temente de la base formada por los eigenvectores del ope-
rador DFT que se elija. En este artı́culo hemos elegido los
eigenvectores de Mehta para definir dicha transformación.

Como se menciońo en el art́ıculo, la FrDFT se contrae
a la FrIFT en el ĺımite cuandoN tiende a infinito siempre
y cuando la base elegida para definir la FrDFT sea ortonor-
mal, debido a la forma complicada que tiene la base de Mehta
ortonormalizada no nos es posible calcular este lı́mite anaĺıti-
camente. Para resolver este inconveniente hemos hecho com-
paraciones gráficas entre el ńucleo de la FrIFT y el operador
FrDFT eligiendo un ńumero grande paraN ; en este artı́culo
hemos realizado gráficas de los valores absoluto y argumento
de elementos matriciales de la FrDFT, ası́ como la evolucíon
de una sẽnal “rect́angulo‘” utilizando la FrDFT (con un cam-
bio de escala) y la FrIFT. En los elementos matriciales de la
FrDFT hemos encontrado que el valor absoluto deéstos es
sólo constante en una pequeña regíon en el centro de la ma-
triz a diferencia de la FrIFT que es constante en todo el plano,
pese a esto, el argumento de los elementos matriciales forma
hipérbolas “discretas” muy parecidas a las hipérbolas de fase
constante (45) que presenta el núcleo de la FrIFT. Adeḿas de
esto, la evolucíon de sẽnales “rect́angulo” es muy parecida
en la FrDFT (con el cambio de escala

√
2π/N ) como en la

FrIFT, confirḿandonos la suposición de que la base de Mehta
ortogonalizada permite contraer la FrDFT hacia la FrIFT.
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