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En este aftulo mostramos@mo se extiende la definimn de la transformada discreta de Fourier (DFT) al introducir una fracciondlizaci
(FrDFT) deésta. La transformada FrDFT se define como una potencia real de la matriz unitaria que define a la DFT, de tal forma que se
garantiza la aditividad entre potencias al aplicar dos FrDFT consecutivas.aadiracribimos algunas de las bases en las cuales es posible
definir la FrDFT, mostramos gficamente @mo esta fraccionaliza@n se contrae a su equivalente continuo la transformada fraccional integral

de Fourier (FrIFT).

DescriptoresiTransformada de Fourier finita; transformada fraccionaria de Fouriglisede sBales.

In this paper we show how to extend the definition of the Finite Fourier Transform (DFT) as we introduce a fractionalization (FrDFT) of
them, the FrDFT transform is defined as a real power of the unitary matrix that defines the DFT, of such form that additivity between powers
is guaranteed when applying two different FrDFTs, also we describe some of the bases in which it is possible to define the FrDFT, we
graphically show how this fractionalization contracts to its continuous equivalent the Fractional Integral Fourier Transform (FrIFT).

Keywords:Finite Fourier transform; fractional Fourier transform; signal analisys.
PACS: 03.30.Nw; 02.20.Qs; 02.30.Em; 43.60.Uv

1. Introduccion El tratamiento de funciones utilizando la transformada de
Fourier no $lo se limita a funciones continuas, tar@bies
La transformada integral de Fourier (IFT) tiene en la actuali—posib|e definir una transformada discreta de Fourier (DFT)
dad mitliples aplicaciones en distintaseas de la cienciay la apgloga a la IFT para el estudio de funciones discretas, es de-
ingeniefa, tales como la tet de rimeros, la combinatoria, i, funciones que toman valores en ciertos puntos igualmente
la teoiia de la probabilidad, la estistica, arreglo$pticos, la  gspaciados, estdtima transformadin es muyutil en fisica
propagadn de ondas, el procesamiento dales, entre muU-  experimental e ingenie. De la misma forma, tamn se
chas otras; por esta 1@z su estudio es de gran importancia pyede considerar un alogo discreto para la FriFT; tal trans-
para el desarrollo ciefiico y tecnobgico. . formacin se conoce como transformada fraccionaria discreta
Como herramienta matetica se utiliza para convertir de Fourier (FrDFT). En la literatura se encuentran varios ca-

funciones cuadrado integrables, definidas en un dominio reghinos para definir la FrDFT, una revisi completa déstos

llamado por lo general dominio temporal, a otras funcionege puede ver en la Ref 3.
definidas en otro dominio real llamado dominio de frecuen- En este aftulo nos centraremos en el estudio de la
cias; con esta transformaci se pueden analizar funciones FrDFT, estudiaremos su construmej sus propiedades y su

continuas en el dominio de frec‘fef‘c'as en busca de .p,mp'%'emejanza con la FrIFT. El &tlo se organiza de la siguien-
dades adicionales que no se vétiimente en el dominio

¢ | de la fundi te forma: En la Sec 2 se introducen brevemente la IFT junto
emporal ge fa unan. . con la fraccionalizaéin (FrIFT); en la Sec. 3 se introducen la
Geonetricamente la IFT se puede interpretar como la ro

., . Lo : transformada finita de Fourier (DFT) y su fraccionalizaci
tacion de una fundn de distribudn (construida con base (FrDFT), en la Sec. 4 se describen las basés gomunes
con las cuales se puede escribir la FrDFT; finalmente en la
: L - R "Qec. 5 discutimos las propiedades que comparten la FriIFT y
correspondiente al doml_nlo original c_JIe_ la fwm(’eje M- |4 FrDFT tomando en cuentagjicas del valor absoluto y el
poral), y otro correspondiente al dominio de la fumrctrans- _argumento de los elementos de ambaisc@sio la evoludn

formada con la IFT (eje de frecuencias). Debido a estg iNge cada una sobrefsees de prueba remgulares, esto con

terpretacn georetrica se h,a.sugerldo .extender_ la defioici la finalidad de verificar la contradm de la FrDFT hacia la
de la IFT a una transformdmi que realice rotaciones en las FrIFT

funciones de distribubn enangulos intermedios entiey

2. Tal transformadn se conoce como transformada frac-

cionaria integral de Fourier (FrIFT); el proceso para definir . .

la FriFT se conoce como fraccionalizanide la IFT,esta 2. Iransformada integral de Fourier y su
fue definida primeramente por Condon [1], y posteriormente  fraccionalizacion

fue introducida por Namias [2] en conéxi con ciertos pro-

blemas en memica ciéntica. Otras construcciones para laComencemos definiendo a undiaecomo una fundn real
FrIFT se pueden encontrar en la Ref 3. de variable reaf : R — R, para la cual se cumple
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dondeH,, (x) son los polinomios de Hermite definidos me-
diante las relaciones de recurrencia

/R|f(a:)|2dx < 0. 1)

Dicha séial debe tener unimmero finito de discontinuidades
acotadasd.g.el pulso cuadrado) y satisfacer la conditde
Lipschitz. Al dominio original de la funén se le suele lla-
mar dominio temporal de laBal. Para este tipo defsales la
IFT se define mediante la transform@atiintegral

Hy(z)=1, H;(z)=2x,
H, 1 (z)=2zH, (z) —2nH,_1 (x). @)

Las funciones de Hermite-Gauss (6) satisfacen la eénaci

/ Fla,a )0y () d’ = (—)F 0y (),  (8)
~ R
o) =F (@) = [ P f@ds, @ o |
R por lo tanto son eigenfunciones del la IFT con eigenvalor
(—i)*; adena@s forman una base completa en la cual pode-
F(z,a') = N exp(—iza’), (3)  mos escribir desarrollos defaes.
La funcion de distribudn de Wigner es una herramien-
donde (3) es elircleo de Fourier. La funon que se obtiene ta con muchas ap“caciones en raeca C@ntica' nos per-
de aplicar (2) se suele decir queadefinida en el dominio  mjte estudiar la cuantizamn de variables &sicas, la evolu-
de frecuencias. A lo largo de esteienlo utilizaremos til-  cjon de operadores en el espacio de Hilbert utilizando fun-
des para marcar las variables que pertenecen al dominio @nes reales sobre un espacio de fase continuo, Zslem
frecuencias, mientras que las variables sin tilde pertedrcer (tj| para estudiar el comportamientdasico de algunos sis-
al dominio temporal. Otros dominios entre los cuales la IFTiyemas canticos en elimite i — 0 [17]. En este aftulo
transforma funciones pueden ser: momento y posj@ngu-  ytilizaremos la fundn de distribudgin de Wigner como una
lo y momento angular, tiempo y enéag herramienta para representar el estadantioo de un siste-
Lo usual en el tratamiento defsdes es aplicar la trans- ma f (z) = (z| f) como una fundn de 2 variables sobre el
formada (2) a una $el f(x), realizar operaciones sobre la gspacio de fase — z’. La funcidon de distribudn de Wigner

nueva s@al f(z’) y regresar al dominio original, mediante la para una sl f () se define mediante la integral
transformadn inversa

n_ L o *
fla) =7 {Fw} = [ P fadn, @ Wy @)= oo | fla=u/2
T (x4 y/2) dy, 9
F~ Yz 2') = L exp(izz’). (5) )
V2r

la cual esk definida sobre puntds:, 2’) € R? en el espa-

Como se puede observar la IFT es un mapeo invertible; sientio tiempo-frecuencia, dondees una variable de tiempo que

pre es posible regresar g€z’) en el dominio de las fre- marca al eje horizontaly’ es una variable de frecuencia que

cuencias & (z) en el dominio temporal utilizando la expre- marca al eje vertical.

sion (4). Para dar una interpret@ci geongtrica a la IFT utilizando
La finalidad de aplicar la transformada (2) a unaade funciones de distribubn de Wigner sustituyamos las funcio-

es estudiarla en un nuevo dominio, el cual muestre propiedaesf () en (9) por sus transformadas (inversas) de Fourier:

des adicionales que no se ven en el dominio origin&lpes

ejemplo cuando se analizan&genes utilizando transforma- f(z) = L / EYVEF () dy (10)

da de Fourier, la imagen original se transforma a otra ima- Ver Jr

gen en un nuevo domlnlo,de frecuencias en el cual se pued%%ciendo esto obtenemos

realizar operaciones sobésta; como por ejemplo, descar-

tar cierta informadn para Ilmplar la imagen o aplicar filtros 1 (z,2) _ 1 / Fa'—y/2)" v f (a'+y/2) dy. (11)

para transformarla, por esta tawzen algunos casos las ope- 21 Jr

raciones que se realizan en el dominio de frecuencias sobre 5 ob la fuitizi de distribud

la funcion f(z') modificanésta de tal forma que la furizi ge\(/a\lgta expreenlofse(\(amos quea u@g! el |s]:tr| 'L.JG;I”I

gue se obtiene al aplicar (4) no es la furcoriginal sino una € _|gn?r para fa funon f (@) es, parecida a fa funen de
distribucbn de Wigner para la fungn f (z’) (ciertamente las

funcion aproximada a la original. ) = . . .
Para la transformai (2) es posible introducir sus eigen- funciones f () y f (z’) son distintas) realizando el cambio
de variables

funciones utilizando las funciones de Hermite-Gauss:

_ Hy (2) exp(—z°/2) r— —a, ¥ —x, (12)
V2FkN /T . ) i )

Este cambio de variables corresponde a una rtedér /2

/ U, (2) Uy, (2) da = G, (6) radianesen el espacio tlempo-fref:ue_znua, debido aesto lalFT
se interpreta como una transform@tique rota la funéin de
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distribucbn Wy (z,z’) en el espacio tiempo-frecuencia en dondeF), (z,z’) es el riicleo de la FrIFT y es tal que la ac-
/2 radianes. Una transformaéei del tipo (12) se conoce cion de la FrIFT sobre las funciones de Hermite-Gauss es
comiunmente como transformaei carbnica, ya que no al-
tera la estructura de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi [5]. / Fy (z,2") Wy, (2) do = (i) Wy (). (17)
La propiedad que tiene la IFT de realizar una transforaraci R
carbnica en las coordenadas de la fumcie distribudn de  Es decir, las eigenfunciones de la FrIFT son las funciones de
Wigner es muy importante, dado que permite expresarla utHemite-Gauss, adeis como podemos observar la Ec. (17) se
lizando el formalismo de transformaciones @aitas linea- reduce ala Ec. (8) cuangoe {0,1, 2,3}, lo anterior indica
les [15]. que la FrIFT debe coincidir con la IFT pagac {0, 1,2, 3}.

Geonetricamente la FriFT se puede introducir comoPara determinar la forma que tiene éicteo F), (z, z') de-
una transformaéin que rota a la funén de distribudn de  sarrollemos una $@l arbitrariaf (=) utilizando la base de
Wigner (9) en el espacio tiempo-frecuencia enangulo  funciones de Hermite-Gauss, esto es,
a=pur/2, 1€ R, estoes

Z Cu¥y (z (18)

Wrnisayy (@,2") = Wy(y) (@ cos (ur/2) — 2’ sin (umr/2),

xsin (um/2) + ' cos (ur/2)), (13) Ci _/ f(z) Yy (z (19)

dondeF* {f (x)} representa la FrIFT de lafal f (x). De
esta interpretadn esperamos que la FrIFT sea de tal forma
que

Si aplicamos la FrIFT definida en la Ec. (16) sobre laade
(18) obtenemos

Fr{Fre{f(x)}} = Fotee {f(2)}.  (14) /]R Fy(z,2) f (z)dz = ;)Ck / Fu(z,2') ¥ (z) do
= R

Otra interpretadin que se suele dar a la FrIFT es la de

ser una potencia real del operador IFT. En&tualo fraccio- = Z C (_i)ku Uy, ()
nal se estudia la posibilidad de definir potencias arbitrarias de =0
un operador diferencial o integral. Consideremos el siguien- .
te ejemplo: una potencia entera de un operador diferencial ~ _— / Z Uy (2) (=)™ Uy (2) f (2) da (20)
D = d/dx o integral R o
7 /d de donde identificamos elinleo de la FrIFT como
= X
. N _ Z\Pk —)" W (@), (20)
se define como la aplicam sucesiva del mismo operador, P
esto es, L . .
Una representagn mas contin de este ircleo es
. dm . , .
D" = sy _ exp {im [u/2 — sign (sin (71/2))] /2}

F,(x,z
ul(z, ') 27 [sin (mp1/2)]

dan’
// /dx de® . dz™ nezt. (15) 22 4 22
X exp {i2 cot (mu/2) —ixa’ csc (71'/,6/2)} , (22)

n—uveces

De esta forma, un operador fraccional se interpreta como Un&,ya demostradh se puede encontrar en la Ref 3.

potencia real o compleja de los operadoDaeJ para ilus- Cuandoy toma los valores enterds 2 y 4 la expre-

trar lo anterior consideremos el operador Ttegﬁa‘Podemos sion (22) debe sustituirse por

preguntarnos si tiene sentido la expoesf J'/2 de tal

forma ques'/2J1/2 = J, es decir, que al aplicar dos veces el Fo(z,z') = 6 (x — 2') = Fy(x,2’),

opgrad(v)r\/} auna fundbn se obtle'ne el mismo efecto que la Fy(z,2') =6 (z +2), (23)

aplicacbn usual deJ. En este sentido, la FrIFT es una trans-

formacbn lineal que permite definir una especie de IFT a lade tal forma que valores enteros den (22) coinciden con

u-ésima potencia, dondees un fiimero real. aplicaciones sucesivas de la IFT sobre urfaké (x), cla-
En éste aiftulo introduciremos la FrIFT como lo ha rea- ramente el ficleo (22) tiene comdrhites las Ecs. (23) pa-

lizado Namias [2], la FrIFT se introduce mediante la trans+a estos valores enteros deUna propiedad importante del

formacbn integral nlcleo (22) es que satisface la Ec. (14), lo cugh est con-
cordancia con la interpretari de una rotadin que realiza la
fula) = / Fy (z,2) f () da, (16)  FrIFT sobre una funéin de distribuddn de Wigner, adeés
de esto el paametrou es dclico modulo4.
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3. Transformada finita de Fourier y su

fraccionalizacion TABLE |. Dimensbn de los subespacid$y, N1, N2 y Ns.
En general se puede hacer uso de la IFT siempre quééh se Dimensbn Dimensbn de los subespacios
dependa de una variable continua. En el caso cuando lavaria- NV No N1 N N3 tr(F) det(F)
ble de inteés esk restringida a un intervalo discreto equies- 4. J+1 J J o J=1 144 —i(=1)7
paciado es posible introducir una transforndacaréloga a la 4J+1 J+1  J J J 1 (-1)7
IFT IIamadatransform_adafmlta de Four[er (DFT); Iaqaies AJ+2 T4+l g T4l T 0 —(-1)’
sobre las que se aplica esta transfortiacson funciones o 5

4 +3 J+1 J+1 J+1  J - i(-1)

f(t) para las cuales toma valores finitos equiespaciados
to,t1,...,tn—1, dondet, — ¢, es constante para todo en-
teropentre0y N — 2.

La DFT se define mediante la matriz

estos sistemas dicha fubaise introduce de forma consisten-
te lnicamente cuando la dimefsidel sistema es urimero
primo a una potencia entera, ya que cuando esto no suce-

F=|Fmnml, de existen problemas con la interpretacde la probabilidad
. marginal al sumar por una linea en el espacio de fase. Este
F _ 1 ox (_27” mm/) inconveniente sobre la dimebsidel sistema conlleva a que,
m,m/’ p ) . .
VN N para estos sistemas, no existe un orden natural en los elemen.
0<m,m <N—1, (24) tos del campo finito que enumera los ejes del espacio de fase

discreto. Por esta réam, una rotadn en el espacio de fase
la cual es siratrica, unitaria y pefidica en susndices con puede resultar engasa o no estar bien definida [7], debido a

periodoN. Las distintas potencias de (24) son esto, el sentido que daremos en esfieald a la transformada
fraccional discreta de Fourier (FrDFT) &da de una poten-
(F?), o = Oy (F2) = (F) s cia real de la matriz que define a la DFT, en antdagpn la
" ’ interpretaddn de la FrIFT como una potencia real de un ope-
(F )m,m/ = Om,m’- (25) rador diferencial. Aderis de esto seguiremos esperando un

analogo discreto de la Ec. (14) para la FrDFT. L&sima

La DFT se aplica a smles discretas, una il dis- FrDFT de una s&al discretav, la cual denotamos coma
creta puede ser escrita como un vector columna ’ ’

v =[f (o) s f (ix-1)] en CV. La DFT transforma Puede ser definida multiplicandocon la;-esima potencia
sdiales discretas € CV en el dominio temporal a &ales q '
discretasv € C'V en el dominio de frecuencias mediante la v, = Ftv. (28)

operacbn . : . .
P Asi por ejemplo, cuandp es el racional de dosimeros en-

¥ =Fv, (26) terosp = p/q, F* es simplemente la-ésima potencia de
F'/4, donde estdiltimo es lag-ésima réz deF, es decir, la
siendoésta el aalogo finito de la Ec. (2); ade@s en virtud ~ matriz cuyag-ésima potencia €B. Ciertamente la forma que
de queF es unitaria, la expresh (26) es invertible y nos per- tieneF* no eslnica, ya que la potencia real de una matriz
mite definir una transformada inversa de FouRer = F?, no es uiivoca, para definir una FrDFT de forma consisten-

para la cual te y con sentidoiSico haremos uso de los subespacios que
forman los vectores propios de la DFT.
v=F3, (27) Escribamos la ecuamn para los vectores propios de (24)
como
es el aalogo de (4). _ _
Los eigenvalores de la exprési(24) son lagl raices de Fv(9) = (=i)" v(m9). (29)
la identidadexp (—min/2) = (—i)", n = 0,1,2,3. Debi-  para cada subespagig podemos definir un proyector hacia

do a la multiplicidad de los eigenvalores (para dimensionegse subespacio como

N > 4) el espacio vectorial formado por todos los eigenvec- N1

tores de (24) puede ser dividido €subespaciog,, cada uno P — Z V() g ()T (30)
de dimen®n N,,,n =0,1,2,3 (N = Ny + N1 + Ny + N3), " — ’

donde cada vectar™7) del subespacie,, ( el supemdice; _ =0

numera el eigenvector dentro del subespagiy corre des-  dondev(™7) es un vector de la base dui.

de0 hastanN,, — _1) tie,n_en el eigenvalo(r—z‘)”_. En la Tab[a I_ G Ty (n'd") = S0 1. (31)
se muestra la dimertsi de estos subespacios como fonci N _
deN. Para los proyectores (30) se pueden verificar las relaciones
La funcion de distribudin Wigner para sistemas discre- 3
tos presenta problemas en su interpréaaeongtrica, en P, = Z(*i)”ka, PP, =0pnwPn.  (32)
k=0
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De las Ecs. (32) y (31) podemos deducir la expesi 4.1. Eigenvectores de Hermite-Gauss muestreados
3
. Los eigenvectores que mostraremos en esta sulbseson
FY = —it P . .
Z;] XP ( Z27wn) v (33) vectores que son aproximadamente eigenvectores de la DFT,
—

tales vectores no son una base muy adecuada para definir la
valida para cualquier entero. FrDFT, sin embargo, la forma de calcular estos es muy senci-
La FrDFT se puede definir mediante la Ec. (33) permi-j|3 y |a aproximaddn que se obtiene con ellos es buena para
tiendo que los valores que toma&ean cualquierimeroreal.  yalores grandes d&/, como ya hemos visto en la Sec. 2,
Mas din debido a la forma de (33) @ldicer toma valores o5 estados propios de la IFT son las funciones de Hermite-
mOdu|04, de lamisma forma en que lo hace la FrIFT. HaCien-Gauss (6), debido a esto podemos proponer como primera
do uso de (31) podemos expresar los elementos matriciales ggroximacon las funciones de Hermite-Gauss evaluadas en

la FrDFT como algunos valores equiespaciados de su dominio para definir
3 Ng,—1 los eigenvectores de (24), para esto definamos las funciones
(Fu)m,m’ = Z Z U7(1’{Ll7j)
—0 = 2
=0 =0 } qb,(fj):\llk< §m> k=0,1,....,N—1, (36)
X exp [fi%m/ (45 + n)] 61(;,’]), (34)

a las cuales se les conoce dmmmente como funciones de

dondev{"?) son las componentes del vectdf). ,
germlte-Gauss muestreadas. Los vectores

Una propiedad importante que se derivade (31) y (34) e

o ={on(=(N —=1)/2), ..., (N —1)/2)},
FUFY2 — F"1+V2, (35)

k € ZT son aproximadamente eigenvectores de la DFT, el
la cual es el afilogo discreto de (14). Esta propiedad nos perarror es pequi para valores peqiies dek y valores gran-
mite interpretar a las matricd8” como un subgrupoiclico des deV, si tomamos los primera¥ vectores podemos for-
deSL (N, C) que depende de los eigenvectovés’), para-  mar aproximadamente una base para la DFT. Al conjunto for-
metrizado por unindice continua’ modulo4. mado por los vectore§p, ¢1, ..., ¢x_1} e le conoce co-

La Ec. (34) set la que utilizaremos como defindti para  mg pase de Taipei [8]. Dicha base no es ortogorit bs
la FrDFT, cabe recalcar que existen otras formas de definifectores con parida@-1)* son ortogonales con los vectores
una FrDFT [4], sin embargéstas no tienen las propiedades, de paridad-(—1)* [4], sin embargo los estados dégbaja
geonetricas que mostraremos en la Sec. 5. Como se pue%erga (- < v/N) pueden considerarse quasi-ortogonales,
observar, la Ec. (34) depende fuertemente de la éeat®  parg estos el producto punto entre dos de ellos distintos es
los eigenvectores (™7) de la matriz DFT, debido a esto la casi cero. Esta base no es pelica ni ent ni enm; ad como
FrDFT no edinica. Los eigenvectoras™/) se pueden ele- tampoco se garantiza qué" tengank cambios de signos

gir de tal forma que formen una base completa, No Necesgpniorme varian tal como lo hace la funén continua [4].
riamente ortogonal, en el caso cuando los vectefed) son

ortonormales (principalmente nos interesa la ortonormalidad 5 , q h
dentro de cada subespaciq, ya que los vectores entre di- 4.2. Eigenvectores de Mehta

ferentes subespacios son ortogonales) |a transfoom4g) Los estados propios del operador DFT (24) han sido encon-

es unitaria y se le puede dar una interprétadisica en vez .
y P P trados de forma anigica por Mehta [9], las componentes de

de puramente mateatica. . X .
P o estos son copias desplazadas de las funciones de Hermite-
Como es de esperarse la Ec. (34) coincide con Ia% )
auss (6) evaluadas en ciertos valores,

Ecs. (25) cuandeo toma valores enteros independientemente
de los eigenvectores™) que se elijan. i~ 5
ur (m) = E Uy (\/N[m—i—lN]), kezt. (37)

4. Bases para la transformada fraccionaria fi- I==o0
nita de Fourier Utilizando la brmula de suma de Poisson [10] se puede ve-
rificar que las funcioneg;, (m) satisfacen la ecuamn de ei-

Como se menciah en la secdn anterior la forma de la
FrDFT depende fuertemente de los eigenvectores de la mat
DFT, éstos no sofnicos, ya que siempre se puede encontrar N—1

una transformadin unitaria que transformestos sin alterar Z Foomr i (M) = (_i)’€ e (m'), (38)
la estructura de la ecudti de eigenvalores. En esta sécci m=0

haremos menodn de algunos de los conjuntos de eigenvec-

tores nas importantes que pueden ser utilizados para definjpor lo que los vectores;, = [ (0), ..., ur (N — 1)] " son
una FrDFT. eigenvectores del operador DFT (24) con eigenvaloir)k.

r(T:;Zenvalores
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El conjunto de eigenvectordg, 1, ..., iy—1 } forman una
base completa no ortogonal a la cual se le conoce como ba
se de Mehta. Los eigenvectorggde la base de Mehta no
esfin normalizados ni son ortogonales, una FrDFT definida
con estos eigenvectores no&eanitaria para valores deque

no sean enteros. Sin embargo podemos construir una FrDF”
unitaria ortogonalizando los eigenvectores de Mehtaon

el procedimiento de Gramm-Schmidt, debido a lo comple-
jo de la expregin (37) no es posible obtener una expoasi
analtica sencilla para los eigenvectores de la base de Mehte
ya ortonormalizados, pese a esto @imamente sonaciles '
de calcular. En la Fig. 1 mostramosaficas de densidad para
estos vectores.

4.3. Eigenvectores de Harper

Existe otro conjuntos de eigenvectores de la DFT que pode-
mos utilizar para definir la Ec. (34@stos son los eigenvecto-
res del hamiltoniano de Harper [11,12,13]

1 -

H= - [a+4], (39)
. . . FIGURA 2. Grafica de densidad para la base de Harper para

dondeA es el operador de segunda diferencia definido meg, cada columna de la matriz representa las componentes de cada

diante la matriz circulante eigenvector del hamiltoniano (39).
A =circ(-2,1,0,...,0,1), (40)

y A es el operador de segunda diferencia transformado me-

diante la DFT A = FAF ). El hamiltoniano (39) con- 5, Comparacbn entre la transformada frac-
muta con (24), por lo tanto ambas matrices tienen un con-  cjonaria finita e integral de Fourier

junto corrin de eigenvectores, el cual puede diagonalizarlas

simultaneamente, esto es , . L, .
' ' En la presente sedm veremos una comparaci entre el

Hoj, = Mook, Foy, = (=i)" ¢r. (41)  nlcleo parala FrIFT (22) y el de la FrDFT (34), haremos esta
Al conjunto {co, é1, .., o1} de eigenvectores se le llama CoMparadn en el Imite cuandaV tiende a infinito, en este

base de Ankara [11-13]. Los eigenvectores de la base de A{fmite el riicleo (34) debe coincidir con elinleo (22) hacien-
kara son ortogonales y no degenerados para dimensiénes do una contracoin [14]. Para contraer una transformada fini-
que no son un fitiplo de 4. Los eigenvectores,, del ha- (@0 que se suele hacer es cambiarifmscesm y i’ de sus
miltoniano (39) no pueden ser calculados #iw@mente para €lémentos matriciales, por las variables = m QW/Nv

N > 4 por lo que tienen que ser calculados rasicamente, ¥m = ™'\/27/N'y tomar el imite N' — oo. En esteiimi-
debido a esto la relamn entre el eigenvecter, y el eigenva- € las varlablegsm, a:;n tienden a las yarlables continuas
lor de Fourier —i)"™ no se conoce hasta que no se calculen log”» Ya que la diferencia entre una variablg ., y ,,, es del

eigenvectores. En la Fig. 2 se muestra fafiga de densidad ©rdenl/v N, ad mismo el intervalo por el que se suma cre-
para estos estados. ce comoyv/ N, de esta forma una transformada finita se con-

traeld a una transformada integral.i4mr ejemplo podemos
contraer la DFT haciendo el cambio de variables anterior-
mente mencionado y calcular élite N — oo para obte-
ner de esta forma la IFT. La aplicaai de la DFT sobre una
sehal discretaf (m) definida sobre los puntos equiespacia-
dosm = — (N —-1)/2,..., (N —1) /2, se puede escribir

el como
FIGURA 1.Graficas de densidad de la base de Mehta para 64.
La figura de la izquierda: Cadaésima columna de la matriz re- 1 (N_1)/2 —2mimm’
presenta las componentes de los vectargen escala de grises, \/_]_V Z €xXp (T) f(m) (42)
donde el color blanco es el valoaximo, el gris es cero y el negro m=—(N-1)/2
es el valor nmimo. La figura del centro: Cada elemerfitoq) de la N/2
matriz representa el produciq 1. La figura de la derecha: Cada 1 i
k-ésima columna de la matriz representa las componentes de los - Vor € "9 (mm\/ N/27T> Az,
vectoresu, ortonormalizados. m=—N/2
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dondeAz,, = x,,+1 — xm = v/27/N y hemos remplazado rotadas urdngulor/4 con respecto al eje, en el caso cuan-
la funcion original f (m) por la funcbn escadn do u = 1 las higerbolas son de la formaz’ = K. En la
Fig. 3 se muestran gficas de densidad en las que se obser-

g(@)=f(m), msz<m+tl, (43) va el valor absoluto y la fase de los elementos matriciales de

ad se cubre completamente el intervalo la FrDFT utilizando la base de Mehta ortonormalizada. Co-
(N-1) (N-1) mo se puede Ob_S(_ervar en estas figuras, el valor absoluto de los
(— 5 9 ) ) elementos matriciales de la FrDFT no es constante para todos

) o . los valores den y m’, sblo en la parte central de las figuras
si suponemos que en éfrlite N' — oo la funcion escadn  g| yalor absoluto se puede considerar constante, sin embargo
g (z) converge a una fungn Riemann-integrable en todo el |5 fase de los elementos matriciales formaéhipolas “ dis-

dominio real podemos sustitufrdz en vez de) - Az, cabe  cretas” de fase constante muy similares a las que describe la
mencionar quef (m) debe de hacerse cero para los valoresg¢ (45).

extremosn = +N/2, si estas condiciones se satisfacen po-

demos escribir eliinite En el ardlisis de sBales es coim estudiar la acon de
N2 la FrIFT sobre funciones “localizadas” en el dominio tempo-
1 o ral, frecuentemente se estudiafiaes redngulo, una seal
lim —— e~ EmTm (x vV N/(2m ) Az P s '
N—oo /27 m,ZN/Q J N/ (2) " rectingulo de anché se define como

= \/%/Rexp(—iwx')h(x)dx, (44)

dondeh(z) = limy—oo g (acm N/(27r)>, el camino segui-
do en este ejemplo muestra como se puede contraer una tran
formacbn finita a una transformam integral, una discusn
completa sobre las propiedades que debe satisfdeej pa-
ra obtener elimite anterior se encuentra en la Ref. 15.

El mismo procedimiento de contrabai se puede aplicar
a la FrDFT, sin embargo, ya qusta depende fuertemente
de la elecdn de los eigenvalores(™7) de la DFT pueden
existir distintas contracciones de la FrDFT hacia la FrIFT. La
Unica base para la que “en tesrpodemos hace¥ste proce-
so de forma anéica es la base de Mehta, ya que la base de "
Harper $lo puede ser obtenida de forma renca, el proceso
de contrac@n debe de realizarse sobre FrDFTs unitarias pa-
ra a$ obtener una FrIFT unitaria, por esta@azs necesario
tomar la base de Mehta ortonormalizada para realizar tal con-
traccbn. Como se mencid@nanteriormente, es @cticamente
imposible obtener expresiones dtiahs sencillas de la ba-
se de Mehta ortonormalizada, debido a esto no nos es posibl
mostrar anaticamente que la base de Mehta ortonormalizada
permite contraer la FrDFT a la FrIFT. En consecuendif s
nos es posible hacer comparacionégxfigas de la FrDFT con
la base de Mehta ortonormalizada y la FrIFT, con el fin de ver
hasta gé punto ambas transformaciones se comportan de le
misma forma para valores dé grandes.

Una propiedad notoria delicleo (22) es que su valor ab-
soluto es constante para todo valorade =’ cuandou no es
un entero, adefs de esto la fase forma kifpolas de fase
constante

(z® + 2") cot (2p/m) — 2z2 cse(2p/m) = K, (45)

en el planar— z’, tales higrbolas son de la forma

FIGURA 3. Graficas de densidad de los elementos matriciales de
la FIDFT paraN = 64, en estas figuras negro corresponde al va-

1 =u?/a® — 02/527 (46) lor minimo, y blanco al valor faximo. En la primera columna se
muestra el valor absoluto de los elementd¥),, , . v en la se-
a® =K/ (2csc(2u/m) + cot (2u/7)), (47)  gunda columna el argumento de estos elementos, la primera fila
corresponde & = 1, la segunda = 3/4, latercerav = 1/2yla
b? =K/ (2esc(2u/m) —cot (21/7)),  (48)  Gitimay — 14,
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FIGURA 4. Evolucibn de una s&al rectangular de anchi® uni-
dades pardv = 64. En la primera fila se muestran la se obtiene

transformando con la DFT. La segunda fila se muestran las trans

formaciones de la $®l original con la FrDFT definida con la base
de Mehta para valoresde= 3/4,v = 1/2y v = 1/4 (de iz-
quierda a derecha). Lidtima fila muestra la FrIFT de la Bal con
valoresder = 3/4,v = 1/2y v = 1/4 (de izquierda a derecha).

0, x < —h/2
Rn(x)={ 1, —h/2<z<h/2 (49)
0, x> h/2

Para sistemas discretos tagipodemos estudiar la acni
de la FrDFT sobre un vector &l “recaingulo”. Un vector
sdial “rectangulo” es el vector

T

R, =[0,0,...,0,1,1,..,1,1,0,...,0,0] ", (50)

donde losl’s estin centrados a la mitad del vector y hay tan-

tos1’s como el ancha: (en este cash es un entero) lo es-
pecifique. El vector (50) es una fubai discreta aaloga a la

105

que la FrDFT definida con la base de Mehta ortonormal se
contrae a la FriFT.

6. Conclusiones

En el presente ddulo hemos mostradodmo se realiza la
fraccionalizaddbn del operador DFT. Para sistemas discretos
la FrDFT se introduce de forma consistente utilizando la ex-
presbn (34), la cual se interpreta como una potencia real del
operador DFT (24), de tal forma que se preserva la aditivi-
dad entre potencias (35). Esta transforroaaepende fuer-
temente de la base formada por los eigenvectores del ope-
rador DFT que se elija. En esteiartlo hemos elegido los
eigenvectores de Mehta para definir dicha transforémaci
Como se mencidnen el artculo, la FIDFT se contrae
a la FrIFT en elimite cuandoN tiende a infinito siempre
y cuando la base elegida para definir la FrDFT sea ortonor-
mal, debido a la forma complicada que tiene la base de Mehta
ortonormalizada no nos es posible calcular éstéd anaiti-
camente. Para resolver este inconveniente hemos hecho com-
paraciones gificas entre elircleo de la FrIFT y el operador
FrDFT eligiendo un imero grande pard’; en este artulo
hemos realizado gficas de los valores absoluto y argumento
de elementos matriciales de la FrDFTi @smo la evoludn
de una skal “rectaingulo” utilizando la FrDFT (con un cam-
bio de escala) y la FrIFT. En los elementos matriciales de la
FrDFT hemos encontrado que el valor absolutcedims es
sblo constante en una pedigeregon en el centro de la ma-
triz a diferencia de la FrIFT que es constante en todo el plano,
pese a esto, el argumento de los elementos matriciales forma
hipérbolas “discretas” muy parecidas a lasénlmplas de fase
constante (45) que presenta atteo de la FrIFT. Adeids de
esto, la evoludn de s@ales “rechngulo” es muy parecida
en la FrDFT (con el cambio de escal&@2r/N) como en la
FrIFT, confirmandonos la supositn de que la base de Mehta
ortogonalizada permite contraer la FrDFT hacia la FrIFT.

sdial recangulo (49). En la Fig. 4 se pueden observar dis-

tintas transformaciones de unaiakrecaingulo (continuay ~ Agradecimientos
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