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En este aitulo se presenta una re\asi del conocimiento actual sobre las propiedadastiglas de las membranas de origendgalo. Bajo

la hipotesis del mosaico fluido se considera a una bicapa de fipisfolcomo la base estructural de una membranabgioch y se expone un
modelo debido a Helfrich a partir del cual se obtiene una expngzara la eneiig ebstica de una membrana. La erartipre queda com-
pletamente caracterizada por sus curvaturas locales principales y cuatrepas dependientes de la compdsigjlimica de la membrana

y de su entorno local. Asnismo, se expone la justificaxi tedrica de un rdtodo experimental (que hace uso de micromanipdiacon
micropipetas) que permite medir la constanéssgta de curvatura media de una membrana. Finalmente se describen algunas consecuenc
fisicas de estos conceptos, como la explimadle la transiéin de una fase lamelar a una esponja o la aparide la interacéin esérica

entre membranas.

Descriptores: Enerda libre de Helfrich; membranas bagicas; bicapas ligicas; elasticidad de membranas.

In this article we review the present knowledge on the elastic properties of membranes of biological origin. Assuming the fluid mos
hypothesis, we consider the phospholipid bilayer as the structural base of a biological membrane. We expose a model due to Helfrich w
can be used to obtain an expression for the membrane elastic energy. The free energy is completely characterized by two local prin
curvatures and four parameters that depend on the chemical composition of the membrane and its local environment. In addition we pri
the theoretical justification of an experimental method (the Micropipette Manipulation technique) that may be used to measure the memb
rigidity (the elastic constant that corresponds to the mean curvature of the membrane). Finally, we describe some physical conseque
of these concepts, such as the explanation of the lamellar-sponge phase transition and the emergence of the steric interaction be
membranes.
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1. Introduccion guntas sin resolver en este campo de la Ciencia. Por ejemplo:
¢, Clles son las propiedadésitas relevantes de las membra-

Las membranas biogicas son componentes primordiales denas biobgicas? ¢ 6mo dichas propiedades determinan o in-
todos los organismos [1, 2]. Se trata de estructuras esencidluencian la estructura y la furém biologica de estos agrega-
mente formadas por una bicapa de fogfiolo con proténas  dos? Entre las propiedadésiéas que reciben especial aten-
incorporadas, que st presentes en laglalas biobgicas  cion en estos tiempos se encuentran laamdicas, estructura-
as como en los diferentes organelos. les y meénicas. En particular, entre las propiedadesanic

Las membranas tienen diferentes funcionesdgiishs. cas destaca la elasticidad de las membranaépnieno que
Por una parte,ialan a la élula misma y a ciertos organe- esh relacionado de una manera apenas parcialmente cono-
los, como el icleo celular, de su exterior. Pero aderde  cida por el momento con fémenos como la endocitosis y
servir como fronteras entre los espacios intra y extracelulagxocitosis, y que juega un papel relevante en la forma que ad-
o inter-extra organelo, las membranas ta@niparticipan en  quieren algunos organelos en kEua (retculo endophsmi-
otras funciones como el transporte activo, el encapsulamierro, complejo de Golgi).
to de sustancias, el soporte de canadesos y la estabilidad
de la propia €lula. Las membranas tan&i juegan un papel En este trabajo, nos proponemos comentar algunos con-
esencial en procesos bdgiicos como la endocitosis, la exoci- ceptos importantes para entender ciertas propiedadst-el
tosis, la fusbn celular y la formadin de protuberancias [1,2]. cas de las membranas. Prestaremos especial @teacia

Analisis qumicos y estudios bidlgicos han permitido teofia de Wolfgang Helfrich, cieffico aleman que lle® a
conocer la composiéh qumica, as como ciertas funciones la expresbn utilizada actualmente para la erarghstica de
biologicas de las membranas. Sin embargo, exisi@npae- una membrana.
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dos uniaxiales [5], considerando la normal a la membrana
como el director del cristalduido. Ad, dedujo la enelig de
curvatura por unidad darea de una membrana [6]. La ecua-
cion resultante, publicada en 1973, es llamada “éndilgre
de Helfrich” para membranas fluidas y es la base delisia
de las propiedadesadticas de las membranas. En este traba-
jo presentaremos una dedumtialternativa de la endiayde
Helfrich y comentaremos algunas de sus consecuerisias f
cas.

Nuestro aficulo esé dividido de la siguiente manera. En
la Sec. 1.1, se comenéabrevemente la ubicam biologica,
ad como la estructura gmica de las membranas celulares.
En la Sec. 2 se expone el modelo de Helfrich para biomem-
branas. En las secciones siguientes se exponen algunas de las
consecuenciaddicas de la elasticidad de curvatura: fluctua-
ciones érmicas de membranas (Sec. 3.2ktados de me-
dicibn de las constantesésticas (Sec. 3.3), transformawi
de la fase lamelar a la fase esponja (Sec. 4.1) e interaccio-
nes edtricas entre membranas (Sec. 4.2). Finalmente, en la
seccon final damos algunas conclusiones del trabajo.

FIGURA 1. Forma que los @lbulos rojos adoptan en su estado na-
tural. Note ®mo la membrana que rodea a cadlula setieneque 1 1. Agregados y bicapas lifglicas
curvar para adecuarse a la forma celular.

Las membranas biogicas son estructuras muy complejas

Historicamente, el estudio de las propiedadesias  tomadas por una gran variedad de éwllas: fosfdpidos,
de membranas e&stelacionado con el problema de prede-p qtenas, etc. [1]. Estudios basados en microscopia elec-

cir tedricamente la forma de los@ulos rojos (Fig. 1). Estas gnica y en el aalisis de la composion quimica de bio-

células, y por tanto la membrana que las rodea, tienen formembranas, ascomo estudios de propiedaddsidas ta-
ma discoidal, con una concavidad cardistiza en sus caras. les como la permeabilidad y la difdsi de protenas y de

En la lisqueda de entender el origen de esta estructura, @fojeculas ligdicas en membranas, condujeron al desarrollo
1970 Canham [3] propuso un modelo en el que se considgye| |amado modelo del mosaico fluido. Este modelo, pro-
ra constante tanto érea como el espesor de la membra”%uesto por S.J. Singer y G. Nicolson en 1972 [7], es & m

celular. En dicho modelo, los @bulos rojos esin caracteri- - 5centado para describir a las membranagbioks. La es-
zadosUnicamente por su elasticidad respecto a la curvaturgy,~tura base de la membrana es una bicagditia donde

es decir, mediante una eneaghstica de curvatura que, por |5 mokculas individuales pueden moverse como erigui
unidad dearea, adquiere la siguiente forma: do bidimensional. La bicapa ligica es una mezcla de varias
= lnHz 1) clases de mélculas, en particular fosfipidos y glicolpidos,
2 ’ mas otras mdaculas pequas como colesterol. Las pratas
dondex representaba el adulo ehstico de curvatura me- de membrana se encuentran incrustadas en la bicagadip
dia de la membrana ¥ la curvatura media désta (ambas La estructura de las membranas bgitas es posible debi-
cantidades san definidas en la Sec. 2). Veremoasmadelan- do a que los fosf@pidos pertenecen a un tipo especial de
te que esta exprdsi es parcialmente correcta. Sin embargo,moléculas, llamadas “anfifcas”, a la cual taml@n pertene-
este modelo conduce a formas no observadas endbsigk  cen los surfactantes. Este nombre se debe a que una parte de
rojos [4]. la molecula (la cabeza polar) es soluble en agua, mientras que
En la misma écada de los setentas, la comunidad dda otra parte (la cola hidrébica) es insoluble en dicho sol-
cientficos de la materia condensada aprogetds teoras  vente. A$, cuando estas metulas se disuelven en agua, las
relativamente maduras de lasita de cristalesiquidos partes hidrodbicas tienden a asociarse para evitar el contac-
termbtropos para aplicarlas al estudio de membranas. Esto ¢s con el solvente, donde son insolubles, lo cual da lugar a
posible debido a que localmente una membrana se compof@ estructura en forma de bicapas (recordemos que el medio
como una celda de cristdiguido nendtico en alineamien- celular es esencialmente acuoso). Las pnate que se pue-
to hometropos; esto es, matulas con forma de “rodillos” den insertar en dicha bicapa, tienen segmentos libicds
alineadas perpendicularmente al sustrato. En este tipo de mgue tampoco pueden solubilizarse en agua, los cuales se aso-
teriales, las mdlculas tienen un orden orientacional de largocian con el centro hidrébico de la membrana. En la Fig. 2

alcance. se muestra de forma esquética la estructura de una bica-
Aprovechando estos hechos, Helfrich ufilia expresin  pa lipidica, a$ como la brmula molecular de uno de los fos-
para la densidad de enéadibre de Frank para cristalédgli-  folipidos nés conocidos, de la familia de las fosfatidilcolinas.
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FIGURA 2. Una de las componentes principales de una membranagidal es una matrizpidica, en la cual, las colas hiddaificas de las
moléculas de fosf@pido evitan el contacto con el agua. En la figura mostramos tanthimoécula de uno de los fosfipidos mas comunes,
de la familia de la fosfatidilcolina.

Mediante diferentestnicas experimentales, tales comosaturada y otra insaturada, como es el caso del 1-estearoil-
la dispersbn de radiadn [8—-10] y la microscoa electbni-  2-oleil-glicero 3-fosfocolina (SOPC), o de mezclas como la
ca [1], se ha podido determinar el espesor de una membrafecitina de soya o huevo. Esto asegura que la temperatura de
formada por mdiculas anfilicas (alrededor de 50 Dicho transicbn, T,,, est siempre por debajo de la temperatura a
espesor experimental coincide bastante bien con lo esperatfocual se llevan a cabo los experimentos.

a partir de la longitud de las nmistulas que forman las mem-

branas Cabe shalar que las mékulas anfificas no solamente

son capaces de formar las membranasogichs, sino tam-
bién otro tipo de estructuras. Cuando estagaudbs (ya sean
fosfolipidos o surfactantes) se disuelven en agua, su carac-
teristica dual en cuanto a la solubilidad hace que se puedan
Sgormar diferentes estructuras, como las micelas (agregados
individuales que pueden ser es€os o cilndricos) o las bi-
capas. A su vez, las bicapas, que son la estructsizd de

una membrana, pueden adoptar configuraciones en forma de
vedculas (agregado exfico), fase lamelar (membranas para-
lelas), fase @bica (membranas en arreglo fielico) o fases
esponja (bicapas desordenadas pero conectadas). Una repre
sentaddn esquer@tica de algunas de estas fases se muestra
en la Fig. 3.

Es importante subrayar que algunas propiedatisas
(mednicas y termodiamicas) de las membranas de fos-
folipido dependen crucialmente del tipo gado. Esto se re-
fleja principalmente en la denominada temperatura de tran
cion, T,,, de los fosfaipidos. Por debajo de esta temperatura
las moEculas del fosfdpido adquieren una estructura tipo
gel (lido amorfo bidimensional). Para temperaturas mayo-
res quel;,, la membrana es fluida. Experimentos de calori-
metiia han mostradoamoT;,, depende de las caradtgicas
guimicas de losipidos [11]. Por ejemplo, para una cabeza
polar dada (como fosfatidilcolina);;,,, se incrementa con-
forme se incrementa ellmero deatomos de carbono en la
cadena hidrdibica. Esto se debe a que las cadenas de lon- Cada makcula particular presenta algunas de estas fa-
gitud grande magnifican el efecto hidobico, dando como ses en diferentes condiciones fisicogicas: concentraén,
resultado mayor cohdsi entre las méculas que forman la temperatura, aditivos, etc. Por otra parte, se han desarrolla-
membrana. De manera similar, la presencia de insaturacionds algunos modelos deicos que predicen la topolay de
(dobles enlaces dmicos) en las colas hidrobicas hace que los agregados. El &s sencillo de dichos modelos, propues-
T,, disminuya, efecto que depende taénbide la posién  to por Israelachvili [12], estipula que la forma del agregado
en que se presenta la insatuéacjl1]. Se ha observado tam- est determinada por el llamado “@anetro de empaqueta-
bién que la presencia de cierta asirfeetintre las dos cadenas miento”, el cual se relaciona con la georietite la madcula.
gue forman la cola hidrébica de la mdcula, hacen qug,, Sedin este modelo simple, la asociaecide moéculas de for-
disminuya [11]. Esto tiene como consecuencia que los fosma dnica da lugar a un agregado con gran curvatura, como
folipidos nés utilizados para preparar modelos experimentalas micelas. En cambio, la asociacide mokculas relativa-
les de membranas bimgicas sean aquellos con una cadenamente cilndricas da lugar a agregados con poca curvatura,
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como las membranas. Este modelo permite explicar algundsla (del orden de micras), permite aproximar a la bicapa co-
transiciones observadas en las fases de&oubds anfilicas.  mo una superficie bidimensional inmersa en el solvente [13].
Por ejemplo, si se tiene un surfactante cargado que forme mi- La membrana se encuentra sujeta a las fluctuaciones de-
celas edfricas, esto es debido a la forma efectivamedate-c  bidas a la eneig termica del solvente. Si suponemos que
ca de la mddcula, magnificada por la repusi electrositica  la bicapa se encuentra en equilibrio con la sdocicuosa,
entre cabezas polares. Al agregar sal al sistema, las interagatonces su endi@esh caracterizada por las deformaciones
ciones electrogticas se apantallan, lo cual tiene el efecto deque la membrana puede sufrir:

disminuir el taméo efectivo lateral de las cabezas polares,

por lo que la macula se asemejads a un cilindro que a &) 1a compresin o expangin de la bicapa en la direcei

un cono. En estas condiciones, la faatel paametro de em- lateral y

paquetamiento predice que la estructura que forman dichas
moléculas evoluciona de la forma micelar hacia la forma de
membrana con elédo hecho de agregar sal al sistema. Este

efecto ha sido observado experimentaimente. Bajo estas condiciones, la enirdibre (por moécula) aso-

Sin embargo, hay otras transiciones que no han podidgjada a la membrana, puede ser expresada como unarunci
ser explicadas completamente mediante modelos g&dm 4| area promedio de cada nealla,y, y de las curvaturas
cos tan sencillos. Una de ellas es la trarisiaile la fase la-  |gcgles asociadas a la superficie.
melar a la fase esponja (Fig. 3), donde membranas que tienen | 5 conceptos matefticos necesarios para llegar a la
una configuradn relativamente plana, adquieren una t0PO-gnerga ehstica de las membranas pertenecen a la Geome-
logia local en forma de silla de montar a caballo. Se trata dg5 Dpiferencial de Superficies, por lo que conviene repasar

una transfqrmaon topob_glca de las membranas. Lo mismo algunos conceptosasicos de dicho campo de la matsioa.
puede decirse en cambios donde se pasa de una fase lamelar

a una fase vesicular, mediante la aflicde un pdmero por 21

ejemplo, lo cual tami@n implica un cambio topébico. Ve-

remos que este tipo de transformaciones se pueden entenggsnsicerese un plan@, perpendicular al plano tangente (en

en €rminos de la enefg ehstica de membranas, concepto un punto cualquiera) a la superficie que representa a la mem-

que se discuté en la siguiente sedm. brana. A la intersecon de la superficie con el plar® se le
llama una “curva normal”. Esta curva normal puede ser una
linea recta, sin curvatura, o puede poseer cierta curvatura, a
la cual se le llama “curvatura normalé, Estos conceptos

s Seilustran en la Fig. 4. Para asociar un valor a la curvatura

gormal, notemos que unenéa recta (por definion sin cur-

b) las deformaciones en la direbai normal a la superfi-
cie (esto es, por la curvatura local de la superficie) [14].

Conceptos materaticos previos

2. Modelo de Helfrich

Algunas propiedades ge@tnicas y termodiamicas de la
bicapas anfificas pueden ser entendidas desde un punto d g i h
vista unificado considerando la enfardibre asociada a sus Vaura), puede verse como la circunferencia deitouto de

deformaciones. El espesor tan petmele una membrana radio infinito. Esto sugiere definir a la curvatura como el in-

(50&), al menos comparado con las dimensiones de @na c VErsO del radio de curvatura= 1/R. Como es de esperarse,
para unaihea recta: = 0, puesto queR = oo. A la curva-

tura a$ definida se le asocia un signo para distinguir las dos
posibles orientaciones de la curva: concavidad hacia un lado
o concavidad hacia el otro, direcciones a las cuales se asigna
arbitrariamente el signo positivo 0 negativo.

Notemos que, dado que el plano P se défaninplemente
como perpendicular al plano tangente, existe una infinidad de

:"d;~ 3 \

~" micela

Plano tangente a Q

f-u

¥ U A
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FIGURA 3. Representabn de la estructura de algunas de las fases
tipicas formadas por metulas anfificas. La estructura &s sen-
cilla es la micela. Por su parte, las membranas pueden ordenarse de
maneras diferentes, tal como en la fase lamelar, en la esponja 0 eRIGURA 4. llustracbn de la curvatura normal al puné de una
la vesicular. superficie.
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posibles orientaciones para P. Dependiendo de dicha orient@aylor (a segundo orden en las curvaturag c,):
cion, las diferentes curvas normales posibles tienen diferentes )
curvaturas. Sin embargo, puede demostrarse que hay dos di- f(H,K) = fo+ [1H+ foH + 5K, @)

recciones patrticulares, perpendiculares entnpasa las cua- donde las constantds, f1, f> Y f dependen en principio del

les la curvatura normal es un extremo (en un cas®imo 4104 promedio por métula; en particularf, corresponde a
y en el otro ninimo). Dichas curvaturas normales extremas,, enerda libre de una bicapa plana.

son llamadas las “curvaturas principales” de la superficie y  Ngtese que el@rmino lineal enH depende de la orien-

se denotan mediante logr®olosc, y c,. Todas las ded  56n de la superficie. Cuando las monocapas que forman
curvaturas normales en el mismo punta @smo la curva- |5 bicapa tienen la misma compogioj no hay raan algu-
tura local de cualquier curva contenida en la superficie y qug, para dicha dependencia en la orieritagj, en tal caso, la
pase por dicho punto) pueden ser expresadasreminos de  .,nstantef; debe ser cero. En general, sin embargo, existe
las dos curvaturas principales. En otras palabras, todas las qS‘posibiIidad de una asimérentre las monocapas y es pre-

formaciones locales de la superficie en la dlrenqlormal al  cisamente el@rmino lineal end el que toma en cuenta este
plano tangente pueden ser caracterizadas a primer orden QQg,+q

las curvaturas principales y c,. Estos son los dos pame- Completando el binomio cuadrado respectoHa la
tros necesarios para caracterizar la curvatura de una membigs (2) puede reescribirse como
na fluctuante. , )

Sin embargo, es &% conveniente matetticamente rea- f1 fi
lizar un cambio de variable, dg y ¢,, a dos combinaciones f=r <H . QfQ) ™ <f° - 4f2> NRELS
de ellas, la llamada “curvatura medidl, = (¢; +¢2)/2,y la
llamada “curvatura gaussianay, = cicz. H es el paametro
mencionado al comentar el modelo de Canham en la intro- f? . . _
duccdn [Ec. (1)]. De hecho, a segundo orden en las curvatu- © — 7° ~ 47, © = 2o w=—gp Y REJs,
ras principaleg | y K son ladinicas cantidades invariantes la enerdga libre por unidad darea de la bicapa toma la forma
ante cualquier parametrizaci de la superficie. Es importante
sdialar que, dado que tant@ y ¢, tienen asociado un signo, = }H (H — 60)2 LRK 4o 3)
el valor deH depende de la orientdxi elegida como positiva 2 ’
para la curvatura (cambiar la convemitide signos, cambia el dondes, &, & y ¢, son la tenéin superficial, el radulo de

signo def{). El signo dek’, por su parte, es independiente de curvatura media, el fidulo de curvatura gaussiana y la cur-
esta elecdin. La Fig. 5 muestra algunas superficies con valoyatura espoidinea de la membrana, respectivamente. Colecti-

Si entonces definimos las cantidades

res diferentes de las curvaturas media y gaussiana. vamente esas variables son conocidas como losfipetros
de Helfrich”. Dichos paametros son independientes de la for-
2.2. Derivacbn de la enerda de Helfrich ma georétrica de la membrana pero dependen en principio
de su composiéin gumica.
Apliguemos ahora los conceptos gegintos antes mencio- La enerda total de la bicapa (conocida como la efierg

nados a la descripon fisica de las bicapas ligicas. La  de Helfrich) puede ser calculada integrando sobée to-
enerda libre de la bicapa (por unidad deea),f, debe serin- 3] de la misma:

variante bajo cualquier parametrizaeide la superficie, dado

gue es un conceptdsico que no depende de la descripci F = / [15 (H — 00)2 L RK 4 ol|dA. 4)
matendtica utilizada. Luego entonces, dicha efi@dgbe ser 2
una funcon deH y K. Wolfgang Helfrich lle@ a estas ecuaciones en 1973 en

En el equilibrio las bicapas pueden considerarse aproxian afan de describir la elasticidad de las membranasbiel
madamente planas, al menos localmente; las deformaciongss [6]. La derivadin original publicada eseia, se basa en
respecto a dicho estado &stcaracterizadas por curvaturas una analog con la enefig libre para cristalesduidos pro-
muy pequéas; es decir, el radio de curvatura correspondienpuesta por Frank [5]. Sin embargo, la forma en qué ari+
te es mucho mayor que el espesor de la bicapa. Esto permiamos a tal reladn fue desarrollada por Safran en 1994. He-
desarrollar la fundn f = f(H, K) mediante una serie de mos elegido estaltima derivacdbn debido a la sencillez y

elegancia.
8 B Es importante notar que si no hay fuerzas externas que
£  He0 tensen la membrana, &tea de la bicapa puede considerar-
o se constante. Esto es @orque las colas hidrobicas de las
moléculas de fosf@pido son casi totalmente insolubles en
agua y estn agrupadas de manera queasta por macu-
la se mantiene acticamente constante. Modificar dichr@a
requiere de enetgs mayores a la necesaria para simplemen-
FIGURA 5. Superficies con distinta curvatura media y gaussiana. te reacomodar las m&tulas de la bicapa de modo gesta
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se curve. Por esta ram, en ausencia de fuerzas externas, etion. Entonces, el gdulo de curvatura media, es a@alogo
termino de la eneiig de Helfrich que contiene la tefsisu-  a la constante dégidez de un resorte, y puede interpretarse
perficial, o, es una constante sin relevancia al momento deomo una constante degidez (ante deformaciones de cur-
minimizar la energa respecto a las posibles deformaciones devatura) de la membrana. Cuanddiene valores peqii®s,
la superficie. En la discusn subsiguiente ignoraremos este la membrana es flexible; cuand@asume valores grandes, la
término, excepto cuando se mencione ®if@mente lo con- membrana edgida. Entonces, eétmino de curvatura media
trario. est relacionado con las fluctuaciones de forma u ondulacio-
nes (sin cambio topbbico) que experimenta la membrana
2.3. Significado fsico de los paémetros en la eneriade  por efectos de la endaytermica del solvente.
Helfrich Por su parte, la curvatura espangac, es la curvatura

o ) ) media que adquiere la bicapa cuandadiire de tendin,
El 5|gn|f_|cado de los p_ametros de Helfrich puede entender- jugando un papel diogo al de la longitud de equilibrio en el
se sencillamente anaéimdolos por separado. caso del resorte. Hicimos notar anteriormente que para mo-

Para comentar lddica que se desprende debdulo de  ,capas idnticas la constantgy de la Ec. (2) debe ser cero
curvatura me(_j|a/,<;, es convemen_te empezar haciendo algu—y, por tantoc, debe ser nula taméi. Es claro entonces que
nas observaciones acerca dafntino de la curvatura gaus- |5 curvatura espoahea et asociada a la asimerde las
siana, el segundo de la Ec. (3). El llamado teorema de Gausgionocapas que forman la bicapa. Esta curvatura es debida al
Bonnet [15] muestra que esiermino es una constante sila hecho de que en general las monocapas se forman por distin-
topologa de la membrana no cambia. En efecto, este teoremgg mogculas anfilicas ocasionando que las bicapas tiendan
estipula que para una superficie cerrada de tof@Ifig, 1a 5 cyrvarse espolateamente hacia alguno de sus lados cuan-

integral de la curvatura gaussiana es una constante, do dos de estas monocapas se superponen. Por supuesto que
cuando la bicapa estformada por un solo tipo de néulu-
/KdA =dr (1 -p), (5) las, no existe curvatura espanea y el estado de equilibrio

tiende a ser el de una membrana plana. En resumen podemos

dondep denota el @nero de la superficie, concepto tapgit  decir que la Ec. (3) establece que cuando no hay cambios de
co que ed relacionado con la cantidad de poros o perforaciotopologa en el sistema la curvatura media qumimiza la
nes que tiene la superficie. Algunos ejemplos de superficiesnerda libre corresponde a la curvatura espoea. El radio
con distinto @nero se muestran en la Fig. 6. La condusi de equilibrio de la membrana &% = 1/co.
principal del teorema de Gauss-Bonnet es que, al estudiar la Finalmente, para tener una idea del significadd del
estructura de fmima energa de membranas de topoladi-  modulo de curvatura gaussiang, imaginemos una bicapa
ja, el rmino que involucra la curvatura gaussiana puede séormada por monocapasédticas ¢, = 0) que puede cam-
ignorado, pues es constante mientras la topalog cambie.  biar de topologa. El rmino de la curvatura media,
En otras palabras, la enéagle curvatura asociada abdulo 1
gaussiano no cambia mientras la topétode la membrana F= 7,¢/H2dA,
sea la misma. 2

En esas condiciones, la en’er@éstica de Helfrichtoma es ninimo para una superﬁcie cawh = 0, que puede ser un

la forma de un potencial anico plano pero tami@in una superficie localmente de tipo “silla
1 de montar” (Ver Fig. 5).
F=_x / (H — co)?dA Puede ahora notarse que&inino de la curvatura gaus-
2 siana,
gue depende de la curvatura mefii®n forma aaloga a co-
mo la energa potencial de un resorte depende de su deforma- /RKdA,

favorece superficies con distintas topdlsy dependiendo
del valor del nddulo ebstico gaussiano. En efecto, cuando
k > 0, la ener@g relacionada con ektmino gaussiano se
minimiza si los radios de las curvaturas principales tienen di-
ferente signo, es decir, si la curvatura gaussiana es negativa,
como en el caso de superficies tipo “silla de montar”, prevale-
cientes en las fases esponjal)ppicas. Por otra parte, cuando
k < 0, el ttrmino gaussiano favorece superficies de curvatu-
ra gaussiana positiva (radios de curvatura en la misma direc-
cion), contribuyendo a la estabilidad de agregados cerrados
tales como vésulas.

Esta breve discugh nos permite vislumbrar el tipo de
FIGURA 6. Superficies con distinta topoly fenbmenos fsicos que afectan a una membrana y que pueden
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ser descritos con la Ec. (3): forma de equilibrio, fluctuaciones
térmicas y cambios de topoltag Por esta rdm, la enerta

de Helfrich ha sido utilizada en una gran cantidad de trabajos
gue describen algunas propiedatschs de las membranas.
De hecho, la posibilidad de calcular la eriaripre de una bi-
capa ha permitido modelar sistemas b@tos reales como

el aparato de Golgi [16] o la forma discoidal de loélmilos
rojos [4,17]. La forma en que se usa la reterci3) en los
distintos modelos consiste en sumar las diferentes contribu-
ciones energticas para desgs minimizar la eneig total a

fin de obtener informadh sobre la forma o las fluctuaciones
del sistema. En la siguiente samtiveremos una forma ma- FiGURA 7. Representadh esqueratica de la parametrizami de
tematicamente conveniente de expresar las fluctuaciones dea membrana con pedias fluctuacionegtmicas.

una membrana.

espacio bidimensional. _I?icha curva puede pensarse como la

.., . trayectoria de un @vil, R(x), donde el paametroz puede

3. Medicion expgrlmental de la constante de pensarse momeﬁenmment(e ():omo un tiempo. La “velocidad”
curvatura media del movil sefia @ = RF'(z) y su “aceleradn”, @ = R"(z).

El apostrofe denota derivada con respecto ha aceleradén

centipeta es igual al cuadrado de la velocidad por la curva-

tura en el punto en cueéti,

Existen algunas maneras de medir édulo de curvatura
mediax de una membrana. En los diferentegtatos se
aprovecha el hecho de que valores diferentes dacen que
la membrana sea@s o menos flexible y por lo tanto tenga 02 Hﬁ’(z)”?
diferente susceptibilidad a las fluctuacionesicas del sol- e = To = T
vente. A$, una membrana muy flexible flu@ mas que una

membranaigida, lo cual ocasiona consecuencias medible
en varios febmenosfsicos. Por ejemplo, la dispedsi de ra-

diacion (luz, rayos X o neutrones) es diferente sila membran - . .
es flexible o si esigida. De igual forma, cuando una esla ponente de la acelerdei perpendicular a la velocidad. Es-

gigante es aspirada con una micropipeta, el cambio aparenrl% componente puede ser obtenida recordando qaeald

2 71 i
en stérea es diferente, dependiendo de si la membrana que ¢! Paralelogramo formqsio por los vectorésy R es igual
forma es flexible o no. Analizaremos esfémo experimen- & Producto de su basg/¥'(z)| por su alturag,, de donde

to con nés detalle en la siguiente semgipara mostrar una % = /||’ (2)[|. Ahora recordemos que &tea (orientada)
manera de medik. Para ello, primeramente derivamos al- 9€! paralelogramo formado por los vectodesz) y K" (x)
gunas expresiones matatitas para las fluctuaciones de una€s igual al determinantéet |:R/(m)7 R"(x)| (el signo del de-
membrana. terminante et relacionado a la orientaxi de un vector res-

pecto al otro). Por lo tanto, la aceleragicentipeta esi dada
3.1. Energia de Helfrich en la parametrizacon de Mon-  por

Por tanto, para calcular la curvatura necesitamos calcular de
manera independiente la aceletacicentfpeta. Esto lo ha-
Lemos aprovechando que, a su vez,es igual a la com-

ge . -
det [R/(x), R"(g;)}
Por simplicidad, vamos a analizar el caso de una membrana Gc = =
gue en promedio se encuentra horizontal respecto a un plano 15 ()]l
de referencia pero que presenta pégediuctuacione®tmi-  Despejando, la curvatura en dicho punto es entonces:
cas en la direcon perpendicular al plano. La posici sobre = =
el plano de referencia se describe con un vector de jaosici 1 det {R’(x)7 R”(x)}
bidimensional” = (z,y). A un tiempo dado, la conforma- c=—= =
Te [B ()|

cion de la bicapa puede caracterizarse mediante la altura en
cada punto: = h(7) (Fig. 7). A la descripdn matenmatica  Esta brmula es general para cualquier curva.
de la membrana realizadd ase le llama “parametrizamn de Para hacer la analtg con el caso que queremos estu-
Monge” y es una de las maneragsrsimples de parametrizar diar podemos pensar en una curva que €es casi recta, excep:
una superficie. Supondremos que la membrana tiene dimete por pequias fluctuaciones, y que por lo tanto puede re-
sionesL x L en el plano de referencia. Adés por simplici-  presentarse por el alogo de la parametrizam de Monge,
dad, consideremos una bicapa con dos monocapasitds  R(z) = (x, h(x)). Es ahora claro que, a primer orden/ep
de modo quegy = 0. sus derivadas, la curvatura es

Lo primero que veremos es la forma que adopta la curva-
¢ . P _det [(1,h), (0, haz)]
ura media en la representanide Monge. Comencemos por c=

213/2 R N
analizar un caso &s simple: una curva unidimensional en un (1+h32)
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Analogamente, en el caso tridimensional que nos intere-

sa, la curvatura media de una superfici@ estda, a segundo 1
orden em y sus derivadas, por la siguienterula: F=3 / Z ha hg, [R165 — 0 (G - @)
LxL T1,32
H ~ V?h, ol
x exp {i(q1 + @) - F}d*T. (10)

dondeV? representa el operador laplaciano, el cual corres-
ponde a la segunda derivada dafiafo anterior. Por su parte,
el elemento diferencial derea est dado por

Estalltima expreshn puede escribirse en una formasn
simple intercambiando la integral con la sumatoria y usando
la representabin de Fourier de la delta de Kronecker:

1 2
\/ 1+ h2 + hidedy ~ [1—|— §(Vh) ] dzdy. / exp {—iq - 5}d%F = L%65,. (11)
Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (4), tenemos que bk
la energa de Helfrich para membranagldimente curvadas De aqd,
puede escribirse en forma aproximada como 12
F== > hih_g (k' + 0q?).
q

Fe %/{m (V) +0 (V) Jdady,  (6)

_ L Por otra parte, el hecho de qhér) seareal y la Ec. (7) nos
donde estamos ignorando érinino constante. Esta ecua- llevan a que los modos complejos de Fourier son tales que

cibn supone adeas que las fluctuacioneérinicas afectan : ‘
| P q . h_g = h. Todo esto finalmente nos lleva a que la efedg
a forma de la membrana pero no provocan cambios en SUaisrich es

topoloda, por lo cual se ha ignorado @rtino gaussiano, )

Ique como vimos permanece constante m[entras_no cambie F— L Z Iha? (qu; T Uq2)_ (12)
a topologa. Esta manera de escribir la eriarghstica de 2 £

Helfrich es materaticamente conveniente para describir las I

fluctuaciones de forma en la membrana, lo cual ha llevado Observemos ahora que la efargbtenida es arémica
a concebir retodos experimentales para medir la constanten estas nuevas “coordenaddsy|. Si ahora se aplica el teo-

elasticar. rema de equipartion de la eneri@ (Ver Apendice A), las
amplitudes cuadtticas medias de los diferentes modos de os-
3.2. Fluctuaciones de forma de una membrana cilacion en la membrana est dadas por
Para estudiar las fluctuaciones de una membrana, vamos a (hZ) = ﬂ, (13)
. . , q L2 (Kq4 + aq2)
considerar sus diversos modos de deforgradPara ello, ha-

remos una exparin en serie de Fourier de la fubdique  cominmente a esta furim se le da el nombre de espectro de
describe la forma de la membrana en la parametGrade  fjyctuaciones o factor de estructura. Vemos en esta gmuaci
Monge,h(r). Esta expanéh queda de la siguiente forma:  gye, como era de esperarse, la amplitud de las fluctuaciones
de la membrana aumenta al aumentar la temperatura. Igual-
h(F) = hg-exp{iq- 7}, () mente, dado que la amplitud de cada modo es inversamente
7 proporcional al ddulo ehstico de curvatura media, vemos
que las fluctuaciones sorasgrandes mientrasas pequio
sea este @dulo, y viceversa.
Por otra parte, dos modos diferentesaastiesacoplados
y, por tanto (Ver Agndice A),

dondeq = 2n/L (ng,ny) Y ng, n, Son rumeros enteros.
Los coeficientes; pueden verse como “coordenadas” en el
espacio de Fourier y representan la contriboa las fluctua-
ciones de cada modo de deforn@aci

Para utilizar esta exparisi en la expresin de la enerig (ha ha) =0 (14)
. . s . . q1°"q2 ’
de Helfrich (Ec. 6), derivamos la exprésianterior para ob-
tener el gradiente y el laplaciano Aé7): siq1 # —@». Utilizando este hecho es posible ver que la am-
plitud total de la fluctuaéin de la membrana en el espacio
(Vh)? = — Z (@1 - @) hg hg, exp{i(¢1 + &) -7}, (8)  real es simplemente la suma sobre todos los modos indivi-
@1, duales, es decir,
2 o
(V2h)" = Z Q143 haha, exp {i(G + @) - 7. (©) (h?) =" (n2).
q1,92 q

Con estas ecuaciones, la enaripre de Helfrich, (6), puede Esta reladn es muy importante pues su evaldacpermi-
reescribirse como te tener una idea sobre los paretros de los que depende la
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amplitud de las fluctuaciones de forma en la membrana. Pas flexible, su superficie presenta una cierta corragezam-
ra calcular la amplitud total en forma aproximada la suma sbiante con el tiempo debido a las fluctuacioregsiicas [20].

puede transformar en una integral:

dmax

y o / (217;)2qdq.

q

Cabe hacer notar que en esta eaiacios imites de integra-

ciones que tienen sentidtsico. Por ejemplo, no tiene senti-
do considerar fluctuaciones cuya longitud de onda sea may

que la dimengin mayor de la membrand). De igual for-
ma, no tiene sentido considerar fluctuacionés ipequias
que la escala molecular. Para esitama escala espacial, co-
mo distancia de corte se puede tomar una distancia del
den del espesor de la membrana, pues estefimmsh de-
terminado por la longitud de las némulas anfificas. Con
estos razonamientos, con una buena aproxioneg® pueden
proponer imites de integradin dados porg,,.. = 27/a 'y

Gmin = 2m/L, dondea es del orden del grosor de la mem-

brana yL es la longitud total désta.
Tomando en cuenta las consideraciones expuestas,

(h?) = 2n (;ﬂ)

es decir,

9 9max

KpT

—————qd
L2(rq* + oq?) 1"

dmin

KBT qgnam (qg@zn’i + U)
In

h?) = :
< > dro q?nin(qgnawﬁ + 0)

(15)

En particular, cuandg?,;,, < ¢2,,, Y o — 0, laamplitud
total toma la forma
KpT 72

h2) &~
() 1673k

(16)

Esas pequias desviaciones respecto de la esfera se aprove-
chan para la medion experimental del Bbdulo de curvatura
mediax de la membrana.

Para ello se utiliza le&cnica de micromanipulami o mi-
croaspiraddn con micropipetas. En esteétndo, vegulas
gigantes preparadas con eétodo de electroformatn (ta-
mafio del orden de 20 micras) se aspiran con un capilar muy
3élgad0 de vidrio (dimetro del orden de 5 micras). Median-
te el capilar se aplica una préside sucdn a la vetula
?Ir:ig. 8). Como la veisula es deformable, parte de ella pe-
netra en la secoh cilindrica de la micropipeta. Erea de
la vedcula cambia y su forma ya no es exactamentéresf
ca, sino que se debe considerar el trozo de membrana dentro

(0]

del capilar. Evidentemente la distancia de peneiradepen-
de tanto de la presn aplicada como de la elasticidad de la
membrana. Als evaluando el cambio délrea de la vésu-

la (a partir de fotograés), y conociendo la presi aplica-
da, puede determinarse ebdulo de curvatura media de las
membranass.

Tanto el cambio darea de la membrana, como la témsi
de la vescula pueden escribirse eariminos de pametros
controlables o medibles en el experimento.

Por ejemplo, utilizando argumentos de equilibrio termo-
dinamico, Henriksen e Ipsen [21] mostraron que la t@msi
de la membranag, esh relacionada a la prési de sucdn,
Ap, mediante ladrmula

ApR,

R )
2(1- 22
(%)

dondeR, es el radio de la pipeta g, el radio de la veisula.
Para evaluar el cambio détea de la vésula al some-
terse a una pre@n de sucdn, recordemos que la membrana
presenta fluctuacionegrmicas que la deforman ligera pe-
ro constantemente. Una represeria@squeratica de estas

g =

(17)

Vemos entonces que el cuadrado de la amplitud total dfuctuaciones en un momento dado se muestran en la Fig. 9.
las fluctuaciones es (en promedio) proporcional a la temperan estas condiciones, el efecto de una jredie suc@n pue-

tura e inversamente proporcional abdulo ebstico de cur-

de analizarse en dos fiegenes cualitativamente diferentes,

vatura mediay;, lo cual corrobora la idea intuitiva de que |os cuales dependen de la magnitud de la predie sucdn
mientras ras flexible es la membrana, mayores son sus flucy, por lo tanto, de la tengh o

tuaciones.

3.3. Medicibn experimental del mbdulo de curvatura
media de una vegula mediante manipulacbn con
micropipetas

Hemos dicho que existen diferentegtados experimentales
que permiten medir el ddulo ebstico de curvatura media,
x. En esta secén comentaremos uno de ellos, basado en la

técnica de aspiragh de vegulas con micropipetas.

Este netodo aprovecha que las ¥eslas gigantes, pre-
paradas con el gtodo de electroformain, son fcilmente
observables con ayuda de un microscdmtico [18,19]. En

FIGURA 8. Fotografas tomadas en un microscoptico de una
vedcula de SOPC aspirada dentro de una micropipeta. Lagoresi
de aspiradn es mayor en la foto de la derecha. Esto se refleja en
la longitud diferente de la se@ri de membrana dentro de la pipeta

general, las vésulas tienen una apariencia de esferas perfectflechas oblicuas). Fotos cortasle Gerardo Paredes, estudiante de
tas. Sin embargo, debido a que la membrana que las confornaactorado en la Universidad de Sonora.
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donde, como en la seéei anterior,h () es la altura de la
membrana respecto al plano de referencia y su expaks
Fourier esh dada por la Ec. (7). Obteniendo el gradiente en-
contramos que

)]
Exceso de area 1 L L N 9o
FIGURA 9. Representath esqueratica de una membrana sin fluc- AA:§ / Z (@1 @) hg hg, expi (G + G2) - 77T,
tuacionesérmicas y de una membrana con fluctuaciones. Al aspi- LxL 1142
rar con una micropipeta la viesila fluctuante, las fluctuaciones se dondeAA = A — A, es la diferencia entre @rea real de
suprimen. El exceso aparente @ea (pordn cilindrica de mem- la membranaA, y el area aparente al microscopio (es de-
brana dentro de la pipeta) esagka asociada a las fluctuaciones de _. . ' 9

cir, el area de la membrana plana de referencia)= L-.

forma antes de la aspirdci. . L. . o
o Utilizando la Ec. (11) esta exprési se simplifica:

2
1. Cuando latenéino a la cual est sometida la membra- AA = L Z 7 Hh&HQ-
na es pequa, el efecto de la presi aplicada es redu- 2 7
cir la amplitud de las fluctuacionesrticas, alisando
la forma esérica de la vésula, ver Fig. 9. Entonces,

al penetrar la vésula en el capilar, édrea de la mem-

Podemos ahora tomar el promedio ded y utilizar la
Ec. (13) de la secén anterior para obtener el siguiente re-

b . 3ultado:

rana permanece constante. El aparente incremento de

area (cilindro de longitud. en el capilar) viene de la (AA) = }Z KpT _
supresbn de las fluctuaciones de curvatura alrededor 2 Pr+o

. . . q
de la forma eddrica (Fig. 8). Evidentemente que este
efecto esi directamente relacionado con la flexibili-

dad o rigidez de la membrana. Si la pteside suc@n

Luego, siguiendo el mismo razonamiento para llegar a la
Ec. (15), tenemos que

esh en este rdgien es posible medir el@adulo de cur- AA  KgT Prank + 0
vatura media de la membrana, Ay = 8nk {qz kit U}
man
2. Cuando la tenéin o aplicada a la membrana es gran- o equivalentemente,
de, esto trae como efecto, adesnde desaparecer las 5
fluctuaciones de curvatura de la membrana, un estira- AA _ KpT { (2”/“)2 +o/k } (18)
miento delarea de la misma. En este casoamda de Ao 87k (27/L)? +o/k
la membrana se incrementa. Tagbien este régien La Ec. (18) fue deducida para una membrana plana. Sin

es posible medir lo que se conoce como la “constantembargo, es igualmentélda en el caso de la viesila as-
de compresibilidad darea”,K 4, que es el equivalente pirada mediante micropipetas [20, 23]. Ahora bien, en dichos
bidimensional a la compresibilidad volétnica de un  experimentos es posible observanm se modifica earea
fluido [22]. aparente de la veaula inicialmente libre de tensiones cuan-
do se le aplica una terisi pequéa. En todo el proceso, tanto
antes como desps de aplicar la ten@in (siempre que esta
Ultima sea pequ®), elarea real de la membrana,...;, se
mantiene constante, como se explen la Fig. 8. En lo que
sigue denotamos paod, el area aparente de la membrana
correspondiente a la teiwsio y definimos la siguiente canti-
dad:

Aqui estamos interesados en mosti@mo es posible me-
dir el moddulo de curvatura media, Por esta ran concen-
traremos nuestra disc@si en el regmen de pequias tensio-
nes. Vamos a analizar con detalle el cassmsencillo de una
membrana plana, aunque fluctuante, de dimensidned..
El resultado final es iehtico para una vésula esérica pero
es necesario mayor trabajo matgmo para deducirlo. AA. — A A

. . , o — {real — Ao- (19)

Primero consideremos que atea real de la membra-
na (incluyendo fluctuacioneégrmicas) no es exactamente el Apliqguemos ahora la Ec. (18) para dos casos diferentes:
producto de sus dimensiondsx L. Esto es debido a que, por
las fluctuacionestrmicas, la membrana no es perfectamente
plana, sino que en cada instante presenta cierta rugosidad. El

1. Sila porcbn de la vekula no est sujeta a tenén ex-
terna ¢ = 0 en la Ec. 18) tenemos que:

area real puede calcularse integrando el elemenfoedeque A4y _ KT In {AO} (20)
describimos en la sedmi anterior: Ao 87k a?
A= / 1+ (Vh(F)2d>F 2. Sila porcbn de la vegula de integés esh sujeta a una
o tensbn o tal que(2r/L)? < o/k < (27/a)?, enton-
x ces tenemos que
1
~ / (1 + = [Vh(F)]Q) d*7, AA, KT  (8r°k
2 = In . (21)
LxL A, 8Tk a2o
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Ahora, rbtese primero que 2 - -
€ 1 o &
Avear = Mg + Ay = AA, + A, E o0
= 0
y, por lo tanto, = 3
A, AAy  AA, 41 E 5
Ao Ay Ay ' c
Asi, sustituyendo en estdtima relacon las Ecs. (20) y (21) 0 -3
se sigue que E -4
Ay Ay Ao 42k ﬂ -9
donde = KpgT/8mk. Luego, factorizando elétmino - -7 T T T 1
A, /Ay y simplificando, obtenemos finalmente que 000 002 004 006 008
g [ Ao Deformacion del area
A, +An {aQ} FIGURA 10. Grafica de tengin-deformadn para una vésula de

z‘To - 412k (22) SOPC en soluéin de metanol/agua. Los puntos obtenidos de trazar
1+ (In { 2o } el logaritmo natural de la terés, o, contra la deformadin dearea,
«, tienen un comportamiento lineal en el ign de baja tendn
En el experimento es posible medir directamentedi@as (0.001-0.5 mN/m). Gifica tomada de la Ref. 22.
aparentesl y A,, y calcular la deformaén

P 4. Fases formadas por bicapas
Ao Ao
que, en nuestro caso, en virtud de (22) puede calcularse mgn la Sec. 1.1 mencionamos que las @eolas anfiicas en
diante solucbn acuosa forman diferentes estructuras debido a su na-
1+ 8In {A;} turaleza dual. Las estructuraasicas son las micelas y las
o= 1 23) membranas. Estdstimas pueden existir en diferentes confi-

1451 An?k guraciones, entre las cuales lasrcondin es la fase lamelar.
" 2o Sin embargo, las membranas taétbse agrupan en arreglos
desordenados como la fase esponja.

En particular, para el caso en gde< 1, condicbn que
se cumple al considerar membranggdas como las forma-
das por fosfdpidos, la deformaéin puede aproximarse co- 4.1. Transicion entre la fase lamelar y la fase esponja

mo
Es un hecho experimental, verificado en muchos sistemas de

2
o= {1 + Gln {ASH [1 — f[ln { 47; " H -1, surfactantes, que las fases lamelar y esponja aparecen en re
a ato giones vecinas del diagrama de fases. De hecho, hay un pa-
es decir, tron que se repite en muchos sistemas: la afiarisucesiva
o~ KgT In { Ago } ' (24) de las fases micelar, lamelar y esponja al variar uamatro
8THK 42K fisicogumico y, el cual puede ser la temperatura, la concen-

Estadltima ecuadn permite calcular el cambio dgea tracibn de tensoactivo, la salinidad, la concenthacile un
aparente cuando se succiona undawgda con presiones ba- aditivo, etc. Usualmente, las tres fases observadas depender
jas mediante lagcnica de aspira@h con micropipetas. Como dey como se muestra en la Fig. 11. Para valores [igogie
hemos dicho, en este experimento se inhibenamieamente de x se observa la fase micelar. Posteriormente aparecen las
las fluctuaciones, y élrea de la vésula correspondiente ala fases lamelar y esponja conforme aumenta
proyeccon dentro de la micropipeta es igual al exceso inicial  Esta suce$in de fases intrig durante mucho tiempo a
de area respecto a la forma ésta de la veisula libre. Si  la comunidad que trabaja en sistemas coloidales autoasocia-
se grafica la tenénh aplicada en funén del cambio déarea  tivos. En particular, los investigadores se preguntalfemoc
(Ec. 24), de la pendiente de la curva es posible exttaBn  es posible que un cambio tan sutil en las condiciones fisico-
la Fig. 10 se muestra unagiica experimental (tomada de la guimicas (variadn del paametroy) lleve a una reorgani-
Ref. 22) del logaritmo de vs. «, encontrandose que efecti- zacbn tan dastica de la estructura membranal. Uno de los
vamente hay un rémen lineal para bajas tensiones. El ajustegrandes logros de la tdarde Helfrich consiste en que es-
de la pendiente de dicha recta en los experimentos mencionte ferbmeno puede ser explicado érrhinos de las propie-
dos da una medion experimental directa delddulo de cur- dades disticas de membranas. A contindaciveremos un
vatura mediax. El intervalo fpico para el fosfdpido SOPC  modelo sencillo que explica la transiai lamelar-esponja en
esdex ~ 34 — 41 KT [24,25]. estos sistemas.
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X N s La primera caractéstica permite despreciar a la curva-
2 .;_,'-—:’ tura media (de hech&sta es iéinticamente cero cuando la
%/W// 3 5 ,'Q( fase es una superficie padica nMinima). Bajo dichas condi-
e ——— fﬂS"ﬂﬁ’W ciones, las contribuciones de la curvatura media a la @nerg
L e ™ libre de Helfrich para la fase lamelar y para la esponja son
T ) ” basicamente iguales. Por lo tanto, la principal diferencia entre
[P 3 5 estas fases es debida @trhino gaussiano, como se observa
‘ : - en la Ec. (4).
FIGURA 11. Diagrama de fase esquatico en érminos de los Por otra parte, es posible deducir a partir del teorema de

pa@ametrosy y ¢ que resume las caracigticas principales de  Gauss-Bonnet que la diferencia en la eiedg Helfrich por

las fases en sistemas de surfactante y aguaficartomada de la  unidad dearea, Ec. (4), entre las fases lamelar y esponja es
Ref. 26. del orden de&jmeiar — Eesponja = —4pmk, COMO Se sigue

de la Ec. (5). Con base en esto podemos vérglores del
modulo ebstico gaussiano estabilizan la fase lamelarafesi

la fase esponja. El criterio a seguir es la minimibacile la
enerda ebstica. A§, se espera que el valor g8eue estabiliza

la fase lamelar sea negativo, pues en ese caso, esta fase ten-
dria menos enefg ekstica que la esponja. En cambio, para
estabilizar la fase esponjadebea ser positiva.

Para entender la transici lamelar-esponja, vamos a des-
cribir un modelo que predicédmo el paametro fisicogimi-
co x afecta el valor del dulo ehstico gaussiana. Para
ello vamos a analizar la enéegibre de Helfrich de una bica-
pa partiendo de la endegde cada una de las monocapas que
la constituyen.

Consideramos que las monocapas no so@sioas res-
pecto a la mitad de su superficie, es decir, presentan curvatura
espon@ineacy. Asl, la ener@a de curvatura para cada mono-
capa puede escribirse como

fn = %Hm (H — o) + Fm K. (25)

FIGURA 12. Estructura esquedtica de una bicapa. La superficie Puesto que en el proceso de pasar de una bicapa plana a una
incompresible de cada monocapa permanece a una distafcia curvada no se involucra cambio de topdges posible aban-
de la mitad de la superficig. donar el &rmino gaussiano al hacer la&lculos y reincorpo-
i . ) . rarlo en la expresin final. Para evitar confusiones en este
Considerando la eneéigde una bicapa de megulas an-  c4icylo, usamos los sifdicesm y b sdialando que estamos
fifilicas es posible construir un modelo sencillo que expliqug,aplando de una monocapa o una bicapa, respectivamente.
por qié una fase lamelar se transforma en una fase esponjs, ejemplo,s,, es el nbdulo de curvatura media de una

al variar el paametroy. Para esto se modela a la fase esponyngnocapa v, el modulo de curvatura media de una bicapa.
ja como una superficie pédica ninima de Schwarz [26],

es decir, una superficie con curvatura mediaénticamente Cuando las monocapas &stunidas frente a frente for-
cero. Aun cuando los experimentos de microseoglectoni- ~ mando la bicapa, cada una@sn un estado que no corres-
caindican que la fase esponja es desordenada [26] (a diferép@nde a su curvatura de equn.lbrlo. La presencia de la otra
cia de la fase @hica que es peitlica), esta simplificabh ~ monocapa hace que necesariamente alguna de las dos no

ayuda a visualizar dos caradtgicas esenciales de la fase: S€ Pueda plegar en la direoi requerida por la curvatura
esponanea. Para una monocapa la curvatura edpeat es

1) En cualquier parte de la estructura los dos radios prinl/R1 = co, mientras que para la otra ed /Ry = —co (ver
cipales de curvatura tienen similar magnitud pero sigFig. 11). Los radios de curvatura que tiene cada monocapa
nos opuestos. definen su enefig ehstica segn la Ec. (25). La eneig libre

de la bicapa puede ser formulada sumando las contribuciones

2) La curvatura gaussiana tiene en cualquier parte unde las monocapas. Assustituyendo la curvatura media en
magnitud grande comparada con la curvatura media funcion de los radios principales de curvatura de cada mono-
tiene signo negativo. capa a una distancig2, medida desde la mitad de la super-
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ficie (Fig. 12) en la Ec. (25), tenemos que curvatura espoanea. Esto ocasiona que ebdulo de curva-
) tura gaussiano de la membrana cambie (Ec. 27), lo que, si el
= L-”»m {1 { 1 n 1 } _ 00] cambio tiene los valores apropiados, se refleja en un cambio
2 2 (Ri+5 Ra+35 de topologa de membranas abiertas (fase lamelar) a mem-

9 branas en forma de silla de montar a caballo (fase esponja).
+ l,im [1 { 1 + 1 } + CO} ) Usando la Ec. (27) podemos ver que, en la aproxioraci
v € € . . o
2 2 fi—5 Ra—3 en que la fase esponja es modelada como una superfigie m
Jha de curvatura media nula, la eriertibre de curvatura tie-

Haciendo un desarrollo en serie de Taylor a segundo ord

alrededor de/2 tenemos he laforma
2 [ =—ecotmK
_ km 1 € 1 €
fo = ] [31 T 2R? + Ry, 2RZ 200} y por el teorema de Gauss-Bonnet, Ec. (5), la eiaesgbre
9 toda la membrana estlada por
Em | 1 € 1 €
iy Lzﬁmg*gz*mg”cf)] - F = —dmecorim(1 —p).
Desarrollando los pantesis y despreciando Idarinos de En esta ecuadn vemos que el@nero de la superficie,
tercer orden y superior en los radios principales de curvatur&S tambén un factor que influye en la enéagehstica de la
membrana.
£~ },{m {1 n 1 + 1 + (1 + 1) c()e] En esta expreéh la (nica constante que puede cambiar
2 2R?  2R2  RiR» R?  R3 de signo es la curvatura espanea de la monocapa. De don-
PR de es claro que 8j < 0 la enerd@a mnima corresponde a una
™m0 superficie cuyo gnero es mayor que uno (puyesnayor que
lo que puede reescribirse como uno resulta en en€i@s negativas). Es decir, la enexrghsti-
ca favorece la fase esponja. Sin embargo, cuagdo- 0
1 1 112 la enerda minima corresponde a una superficie sin agujeros
Jo= g fim {Rl + RQ} (» = 0) y como consecuencia la fase lamelar es mayormen-
) te favorecida. Vemos pues que este modelo sencillo permite
n Li <c . (1 n 1) 2 n 202> entender, al menos cualitativameneaiedo la fase lamelar o
gm0 R Ry R1R> ol la fase esponja son estables @mtinos de la enefg ebstica

de las membranas.
Considerando ahora las definiciones de las curvaturas media
y gaussiana en fun@n de los radios principales de curvatura, 4.2. Interaccion esgrica de Helfrich

tenemos que L.
En esta secon vamos a comentar brevemente una conse-

cuencia nas de la elasticidad de las membranas. Como ve-

remos, este efecto tiene que ver con las interacciones que es-

es una constante independiente de |af0rméabilizan arlreglos de membranas como la fase lamelar o la
fase esponja.

Para ejemplificar, consideremos una fase lamelar, la cual
presenta orden a una escala mucho mayor que el espesor de
las membranas. La distancia media entre bicapas en esta fase
esh determinada por las interacciones entre ellas. Por ejem-
plo, las fuerzas de van der Waals, que son siempre atractivas

Y de corto alcance, tienden a hacer que las membranas se ad
hieran entreisy que la fase lamelar se desestabilice y colapse.
En la piactica esto no sucede debido al efecto estabilizador de
Ry = —€Cokim. (27)  fuerzas repulsivas, como en el caso de las membranas carga
das, donde la interadm repulsiva es electrdica.

Esta ecuadin es importante pues relaciona una constante  Sin embargo, veremos que en sistemas sin carga &ambi
elastica de la membrana,) con propiedades de las mono- es posible estabilizar una fase lamelar con distancias entre
capas que la constituyen: su curvatura espued (o) y Su  membranas muy grandes, del orden de £0@n un prin-
modulo ebstico de curvatura media,f,). cipio no se enterid cual era la fuerza repulsiva que lograba

Esto permite entender la trangini lamelar-esponja de equilibrar a las interacciones de van der Waals en este caso
la siguiente manera. Al variar las condiciones fisidatiuy ~ de ausencia de fuerzas electatisias. Ahora sabemos que es-
cas (paametroy) en la direcabn apropiada, las propiedades ta fuerza tiene su origen en las fluctuaciones de forma de la
de las monocapas cambian en consecuencia, por ejemplo, siembrana.

1
fo = 5(2nm)H2 + 2H?ecokm — Kecokm + cgnm.
Puesto queds.,,
que adquiere la membrana2yH?cyx,,, es despreciable en

comparadn con H?k,,, es posible despreciar est@sri-
nos, con lo que se obtiene

fo = %(2%)1{2 + (—ecorim) K. (26)

Comparando eErmino que involucra la curvatura gaussian
en esta expredn con el de la Ec. (3), se puede concluir que
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confinamiento es

L\* 1/(L ?
F = —TS ~ ]CBTNd = kBT —_— ~ — kaT .
Ld K d

Por consiguiente, la enégglibre de las interacciones ést
cas por unidad darea de una membrana en la fase lamelar
puede escribirse como

F 1 (kgT\?
ATk ( d ) ’
Otras derivaciones de lérfmula obtenida pueden encontrar-
se en la literatura [27, 28]. Esta enrgorresponde a una in-
teraccon repulsiva entre bicapas, que fgacomo el inverso
del cuadrado de la distancia de sepdmaeéintre ellas. Cuando
FIGURA 13. Vista esqueratica de una fase lamelar formada por gsta es combinada con otro tipo de interéoaomo la de van
arreglos pefdicos de membranas surfactantes. der Waals o la electraatica, estas interacciones determinan
la periodicidad de la fase lamelar. Este resultado fue deriva-
Cualitativamente, este efecto repulsivo puede entenderQﬁ) en 1978 por Helfrich [27]’ mostrando que las propiedades
de la siguiente manera. Cuando las membranas de un sisteg@ |a fase lamelar son determinadas en buena medida por las
son muy flexibles, las fluctuaciones de curvatura tienen ungropiedades @ékticas de las membranas.
amplitud muy grande (inversamente proporcional atimo
de curvatura media, que es pefjop Sin embargo, el confi- .
namiento de cada membrana por sus vecinas en la fase Iarr%— Conclusiones

Iqr reduce efectivamente el espacio con.f|guraC|ona.I que cad:% este aitulo presentamos una derivaoide la enef@ de
b'C?pa puedg explorfar con sus fluctl_JaC|ones, tendiendo a "Blelfrich, la cual describe las propiedadeasticas de mem-
ducir la gntrom del sistema. I.ES pr/eusgmente esta r,emc' branas. Sdgn este modelo, toda membrana tiene daslua

de entrofa, efecto no favorecido eanm_mos de Ia_ enefg li- . los ehsticos: el de curvatura media y el de curvatura gaus-
bre, .I,a que o_la lugar a Ia_ fuerza_repulswa conocida COMo INtegiana. El primero de ellos éstelacionado con la rigidez de
raccbn esérlc,a dg Helfrlch._EI sistema alcanza un equilibrio, la membrana y determina que tanto se deforma, sin cambiar
donde la eneg libre es rimima. de topolodga, debido a las fluctuacionesarinicas. El nddu-

El efecto directo del confinamiento es mejor modeladap elastico de curvatura gaussianaéestlacionado al tipo de
como una constricon a las posibles conformaciones de latopologa que adquiere una membrana. En el texto describi-
membrana. Si la distancia promedio entre las membranas @sos un nétodo para medir el ddulo de curvatura media de
d, (Fig. 13), de acuerdo con la Ec. (16), el confinamientouna membrana, basado en la manipdadie vegulas con
sea sentido por una membrana cuando su famsea del  micropipetas. Hemos visto tané que la elasticidad de las
orden deLg, tal que membranas da lugar a consecuendisisds importantes, co-
mo la transicbn entre una fase lamelar y otra esponja, o la
existencia de una interaéei esérica entre membranas. Las
propiedades ékticas de membranas juegan un papel impor-
tante en la forma que adquieren las membranaségicds en
Podemos ahora pensar en la bicapa dividida en bloques de fa-célula. Diversos grupos de investigasihan explotado es-
mahio lateralL, x Ly y suponer que cada uno de los bloquestos conceptos para predecir con ciegtdto la forma tanto
no es afectado por las interacciones entre las membranas e &lulas como los @ibulos rojos [29], o de organelos co-
cinas. A$, el confinamiento no restringe las posibles confor-mo el complejo de Golgi [16]. Dejamos para un trabajo pos-
maciones internas dentro de un bloque. Sin embaigess terior una descripéin de algunos de estos resultados. Cabe
tringe el rumero de posibles configuraciones de los centroslecir que el modelo presentado es relativamente simple. De
de masas de todos los bloques en la bicapa; esto es, restrirfgecho, 6lo considera membranas fluidas con pé@mssfluc-
los posibles valores d&/; = (L/L4)? coordenadas confi- tuaciones, despreciando efectos como el citoesqueleto de la
guracionales. Hagamos ahora la anaogon un gas ideal célula, las deformaciones laterales, las prais transmem-
tridimensional deV pariculas, cuya entrdp es proporcio- branales y deias complejidades presentadas en las membra-
nal a3Nkp, dondekp es la constante de Boltzmann. Si un nas biobgicas. Sin embargo, en la literatura hay extensiones
nimeroN, de las coordenadas configuracionales fueran resdel modelo, las cuales rescatan coinate el modelo de Hel-
tringidas, la @rdida de entrdja sea proporcional a-Ngkg.  frich [30-32]. Sin embargo, pese a sus limitantes, el modelo
Aplicando el mismo criterio a nuestro sistema encontramosle Helfrich ha sido muy exitoso y es una referencia funda-
que la ener@ libre debida a la grdida de entrdjp por el  mental en el estudio de membranas bgitas.

KgT

L2~ d>.
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Apéndice

A. El teorema de equiparticidn de la enerda
Concluimos que cuando la en&ags cuadatica en alguna de

Consideremos un sistema compuesto por un gi@mea  |as coordenadas (ya sea de pdsiad de momento) obtendre-

ro de pariculas V' (que, por simplicidad, supondremos tie- mos que la enefg promedio correspondiente a ese grado de

nen icentica masan). El estado microdapico del sistema |ibertad es igual 4k5T) /2. Este resultado se conoce como

esh caracterizado por I8V coordenadas de las posiciones e| teorema de equipartim de la enefig.

(¢i, 4z, .--qn) Y los momentosy, p3, ...px) de las paitu- Otro resultado que se sigue de la distriltumceardnica y

las. Supongamos que el sistemaest contacto conunba  de que las coordenadasesén desacopladas en la exptesi

termico a temperatur® con el cul intercambia enefg (en  para la enefig, es que dos coordenadas diferentes; j,

forma de calor) pero no volumen ni padlas. Uno de los  son estaiticamente independientes. En efecto,
teoremas fundamentales de la i@meica estadtica chsica

establece que la densidad de probabilidad de que el siste- kx? ki?
ma se encuentre en un microestado particular con &nerg fdl’iwieiﬁ 2 fdxjxjefﬁ
E =H(q,..qn: 1, -..pk) est dada por (i) = a2 2 =0 (A.2)
Lo —p—" -
Plqi,...qn;p1, ---PN] [dxie 2 [dxje 2

e~ BH(di,-ai;pi,..-pk)
B [dNG [ dNpe—BH(di,-a5pi,-PR)

(A1) Regresemos al cascasicomplejo de la membrana plana con
pequédias fluctuacionestmicas de la Sec. 3.2. De acuerdo

ala Ec. (12), la enefg de la membrana es cuatica en las

coordenadas (en el espacio de Fourkgt)A cada uno de los

modos de Fourier (desacoplado a los otros modos) correspon-

de una eneiig cuadatica igual aL? (kq* + oq?) |hg]?/2.

En analodga con los casos as simples discutidos arriba, la

dondes = (kzT) 'y kp es la constante de Boltzmann. Esta
es la llamada “distribuéin carbnica”. La ener@a cirética de
la i-ésima paitula esp?/ (2m), por lo que es&cil ver de la
Ec. (A.1) que la eneiig cinetica promedio de cada partla

es , enerda promedio por modo de Fourier aer
b;
P2\ [P em)]e (2m 3 L2 (kq* + 0¢?) |hgl?\ 1
pi\ _ i = 2kpT = -kpT,
2m p% 2 2 2

yo

J dpe 2m lo que nos lleva directamente a la Ec. (13). Del mismo modo,
De aqu se sigue que la enéaypromedio correspondiente en analoga con el resultado de la Ec. (A.2), obtenemos para
a cada coordenada de momento(ksT') /2. Supongamos el caso de la membrana la Ec. (14).
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