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En este artı́culo se presenta una revisión del conocimiento actual sobre las propiedades elásticas de las membranas de origen biológico. Bajo
la hipótesis del mosaico fluido se considera a una bicapa de fosfolı́pido como la base estructural de una membrana biológica y se expone un
modelo debido a Helfrich a partir del cual se obtiene una expresión para la energı́a eĺastica de una membrana. La energı́a libre queda com-
pletamente caracterizada por sus curvaturas locales principales y cuatro parámetros dependientes de la composición qúımica de la membrana
y de su entorno local. Ası́ mismo, se expone la justificación téorica de un ḿetodo experimental (que hace uso de micromanipulación con
micropipetas) que permite medir la constante elástica de curvatura media de una membrana. Finalmente se describen algunas consecuencias
fı́sicas de estos conceptos, como la explicación de la transicíon de una fase lamelar a una esponja o la aparición de la interacción est́erica
entre membranas.

Descriptores:Enerǵıa libre de Helfrich; membranas biológicas; bicapas liṕıdicas; elasticidad de membranas.

In this article we review the present knowledge on the elastic properties of membranes of biological origin. Assuming the fluid mosaic
hypothesis, we consider the phospholipid bilayer as the structural base of a biological membrane. We expose a model due to Helfrich which
can be used to obtain an expression for the membrane elastic energy. The free energy is completely characterized by two local principal
curvatures and four parameters that depend on the chemical composition of the membrane and its local environment. In addition we present
the theoretical justification of an experimental method (the Micropipette Manipulation technique) that may be used to measure the membrane
rigidity (the elastic constant that corresponds to the mean curvature of the membrane). Finally, we describe some physical consequences
of these concepts, such as the explanation of the lamellar-sponge phase transition and the emergence of the steric interaction between
membranes.
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1. Introducción

Las membranas biológicas son componentes primordiales de
todos los organismos [1, 2]. Se trata de estructuras esencial-
mente formadas por una bicapa de fosfolı́pido con protéınas
incorporadas, que están presentes en las células bioĺogicas
aśı como en los diferentes organelos.

Las membranas tienen diferentes funciones biológicas.
Por una parte, aı́slan a la ćelula misma y a ciertos organe-
los, como el ńucleo celular, de su exterior. Pero además de
servir como fronteras entre los espacios intra y extracelular
o inter-extra organelo, las membranas también participan en
otras funciones como el transporte activo, el encapsulamien-
to de sustancias, el soporte de canales iónicos y la estabilidad
de la propia ćelula. Las membranas también juegan un papel
esencial en procesos biológicos como la endocitosis, la exoci-
tosis, la fusíon celular y la formacíon de protuberancias [1,2].

Análisis qúımicos y estudios biológicos han permitido
conocer la composición qúımica, aśı como ciertas funciones
biológicas de las membranas. Sin embargo, existen aún pre-

guntas sin resolver en este campo de la Ciencia. Por ejemplo:
¿Cúales son las propiedades fı́sicas relevantes de las membra-
nas bioĺogicas? ¿Ćomo dichas propiedades determinan o in-
fluencian la estructura y la función biológica de estos agrega-
dos? Entre las propiedades fı́sicas que reciben especial aten-
ción en estos tiempos se encuentran las dinámicas, estructura-
les y mećanicas. En particular, entre las propiedades mecáni-
cas destaca la elasticidad de las membranas, fenómeno que
est́a relacionado de una manera apenas parcialmente cono-
cida por el momento con fenómenos como la endocitosis y
exocitosis, y que juega un papel relevante en la forma que ad-
quieren algunos organelos en la célula (ret́ıculo endopĺasmi-
co, complejo de Golgi).

En este trabajo, nos proponemos comentar algunos con-
ceptos importantes para entender ciertas propiedades elásti-
cas de las membranas. Prestaremos especial atención a la
teoŕıa de Wolfgang Helfrich, cientı́fico aleḿan que lleǵo a
la expresíon utilizada actualmente para la energı́a eĺastica de
una membrana.
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FIGURA 1. Forma que los glóbulos rojos adoptan en su estado na-
tural. Note ćomo la membrana que rodea a cada célula se tiene que
curvar para adecuarse a la forma celular.

Históricamente, el estudio de las propiedades elásticas
de membranas está relacionado con el problema de prede-
cir teóricamente la forma de los glóbulos rojos (Fig. 1). Estas
células, y por tanto la membrana que las rodea, tienen for-
ma discoidal, con una concavidad caracterı́stica en sus caras.
En la b́usqueda de entender el origen de esta estructura, en
1970 Canham [3] propuso un modelo en el que se conside-
ra constante tanto elárea como el espesor de la membrana
celular. En dicho modelo, los glóbulos rojos están caracteri-
zadosúnicamente por su elasticidad respecto a la curvatura,
es decir, mediante una energı́a eĺastica de curvatura que, por
unidad déarea, adquiere la siguiente forma:

f =
1
2
κH2, (1)

dondeκ representaba el ḿodulo eĺastico de curvatura me-
dia de la membrana yH la curvatura media déesta (ambas
cantidades serán definidas en la Sec. 2). Veremos más adelan-
te que esta expresión es parcialmente correcta. Sin embargo,
este modelo conduce a formas no observadas en los glóbulos
rojos [4].

En la misma d́ecada de los setentas, la comunidad de
cient́ıficos de la materia condensada aprovechó las teoŕıas
relativamente maduras de la fı́sica de cristales lı́quidos
termótropos para aplicarlas al estudio de membranas. Esto es
posible debido a que localmente una membrana se comporta
como una celda de cristal lı́quido neḿatico en alineamien-
to homéotropos; esto es, moléculas con forma de “rodillos”
alineadas perpendicularmente al sustrato. En este tipo de ma-
teriales, las moléculas tienen un orden orientacional de largo
alcance.

Aprovechando estos hechos, Helfrich utilizó la expresíon
para la densidad de energı́a libre de Frank para cristales lı́qui-

dos uniaxiales [5], considerando la normal a la membrana
como el director del cristal lı́quido. Aśı, dedujo la enerǵıa de
curvatura por unidad déarea de una membrana [6]. La ecua-
ción resultante, publicada en 1973, es llamada “energı́a libre
de Helfrich” para membranas fluidas y es la base del análisis
de las propiedades elásticas de las membranas. En este traba-
jo presentaremos una deducción alternativa de la energı́a de
Helfrich y comentaremos algunas de sus consecuencias fı́si-
cas.

Nuestro art́ıculo est́a dividido de la siguiente manera. En
la Sec. 1.1, se comentará brevemente la ubicación biológica,
aśı como la estructura quı́mica de las membranas celulares.
En la Sec. 2 se expone el modelo de Helfrich para biomem-
branas. En las secciones siguientes se exponen algunas de las
consecuencias fı́sicas de la elasticidad de curvatura: fluctua-
ciones t́ermicas de membranas (Sec. 3.2), métodos de me-
dición de las constantes elásticas (Sec. 3.3), transformación
de la fase lamelar a la fase esponja (Sec. 4.1) e interaccio-
nes est́ericas entre membranas (Sec. 4.2). Finalmente, en la
seccíon final damos algunas conclusiones del trabajo.

1.1. Agregados y bicapas liṕıdicas

Las membranas biológicas son estructuras muy complejas
formadas por una gran variedad de moléculas: fosfoĺıpidos,
protéınas, etc. [1]. Estudios basados en microscopia elec-
trónica y en el ańalisis de la composición qúımica de bio-
membranas, ası́ como estudios de propiedades fı́sicas ta-
les como la permeabilidad y la difusión de protéınas y de
moléculas liṕıdicas en membranas, condujeron al desarrollo
del llamado modelo del mosaico fluido. Este modelo, pro-
puesto por S.J. Singer y G. Nicolson en 1972 [7], es el más
aceptado para describir a las membranas biológicas. La es-
tructura base de la membrana es una bicapa lipı́dica donde
las moĺeculas individuales pueden moverse como en un lı́qui-
do bidimensional. La bicapa lipı́dica es una mezcla de varias
clases de moléculas, en particular fosfolı́pidos y glicoĺıpidos,
más otras moĺeculas pequẽnas como colesterol. Las proteı́nas
de membrana se encuentran incrustadas en la bicapa lipı́dica.
La estructura de las membranas biológicas es posible debi-
do a que los fosfolı́pidos pertenecen a un tipo especial de
moléculas, llamadas “anfifı́licas”, a la cual también pertene-
cen los surfactantes. Este nombre se debe a que una parte de
la moĺecula (la cabeza polar) es soluble en agua, mientras que
la otra parte (la cola hidrofóbica) es insoluble en dicho sol-
vente. Aśı, cuando estas moléculas se disuelven en agua, las
partes hidrof́obicas tienden a asociarse para evitar el contac-
to con el solvente, donde son insolubles, lo cual da lugar a
la estructura en forma de bicapas (recordemos que el medio
celular es esencialmente acuoso). Las proteı́nas que se pue-
den insertar en dicha bicapa, tienen segmentos hidrofóbicos
que tampoco pueden solubilizarse en agua, los cuales se aso-
cian con el centro hidrofóbico de la membrana. En la Fig. 2
se muestra de forma esquemática la estructura de una bica-
pa liṕıdica, aśı como la f́ormula molecular de uno de los fos-
folı́pidos ḿas conocidos, de la familia de las fosfatidilcolinas.
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FIGURA 2. Una de las componentes principales de una membrana biológica es una matriz lı́pidica, en la cual, las colas hidrofóbicas de las
moléculas de fosfolı́pido evitan el contacto con el agua. En la figura mostramos también la moĺecula de uno de los fosfolı́pidos ḿas comunes,
de la familia de la fosfatidilcolina.

Mediante diferentes técnicas experimentales, tales como
la dispersíon de radiacíon [8–10] y la microscoṕıa electŕoni-
ca [1], se ha podido determinar el espesor de una membrana
formada por moĺeculas anfif́ılicas (alrededor de 50̊A). Dicho
espesor experimental coincide bastante bien con lo esperado
a partir de la longitud de las moléculas que forman las mem-
branas.

Es importante subrayar que algunas propiedades fı́sicas
(mećanicas y termodińamicas) de las membranas de fos-
folı́pido dependen crucialmente del tipo de lı́pido. Esto se re-
fleja principalmente en la denominada temperatura de transi-
ción,Tm, de los fosfoĺıpidos. Por debajo de esta temperatura,
las moĺeculas del fosfolı́pido adquieren una estructura tipo
gel (śolido amorfo bidimensional). Para temperaturas mayo-
res queTm, la membrana es fluida. Experimentos de calori-
metŕıa han mostrado ćomoTm depende de las caracterı́sticas
qúımicas de los lı́pidos [11]. Por ejemplo, para una cabeza
polar dada (como fosfatidilcolina),Tm se incrementa con-
forme se incrementa el número deátomos de carbono en la
cadena hidrof́obica. Esto se debe a que las cadenas de lon-
gitud grande magnifican el efecto hidrofóbico, dando como
resultado mayor cohesión entre las moléculas que forman la
membrana. De manera similar, la presencia de insaturaciones
(dobles enlaces quı́micos) en las colas hidrofóbicas hace que
Tm disminuya, efecto que depende también de la posicíon
en que se presenta la insaturación [11]. Se ha observado tam-
bién que la presencia de cierta asimetrı́a entre las dos cadenas
que forman la cola hidrofóbica de la moĺecula, hacen queTm

disminuya [11]. Esto tiene como consecuencia que los fos-
folı́pidos ḿas utilizados para preparar modelos experimenta-
les de membranas biológicas sean aquellos con una cadena

saturada y otra insaturada, como es el caso del 1-estearoil-
2-oleil-glicero 3-fosfocolina (SOPC), o de mezclas como la
lecitina de soya o huevo. Esto asegura que la temperatura de
transicíon, Tm, est́e siempre por debajo de la temperatura a
la cual se llevan a cabo los experimentos.

Cabe sẽnalar que las moléculas anfif́ılicas no solamente
son capaces de formar las membranas biológicas, sino tam-
bién otro tipo de estructuras. Cuando estas moléculas (ya sean
fosfoĺıpidos o surfactantes) se disuelven en agua, su carac-
teŕıstica dual en cuanto a la solubilidad hace que se puedan
formar diferentes estructuras, como las micelas (agregados
individuales que pueden ser esféricos o ciĺındricos) o las bi-
capas. A su vez, las bicapas, que son la estructura básica de
una membrana, pueden adoptar configuraciones en forma de
veśıculas (agregado esférico), fase lamelar (membranas para-
lelas), fase ćubica (membranas en arreglo periódico) o fases
esponja (bicapas desordenadas pero conectadas). Una repre-
sentacíon esqueḿatica de algunas de estas fases se muestra
en la Fig. 3.

Cada moĺecula particular presenta algunas de estas fa-
ses en diferentes condiciones fisicoquı́micas: concentración,
temperatura, aditivos, etc. Por otra parte, se han desarrolla-
do algunos modelos teóricos que predicen la topologı́a de
los agregados. El ḿas sencillo de dichos modelos, propues-
to por Israelachvili [12], estipula que la forma del agregado
est́a determinada por el llamado “parámetro de empaqueta-
miento”, el cual se relaciona con la geometrı́a de la moĺecula.
Seǵun este modelo simple, la asociación de moĺeculas de for-
ma ćonica da lugar a un agregado con gran curvatura, como
las micelas. En cambio, la asociación de moĺeculas relativa-
mente ciĺındricas da lugar a agregados con poca curvatura,
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como las membranas. Este modelo permite explicar algunas
transiciones observadas en las fases de moléculas anfif́ılicas.
Por ejemplo, si se tiene un surfactante cargado que forme mi-
celas esf́ericas, esto es debido a la forma efectivamente cóni-
ca de la moĺecula, magnificada por la repulsión electrost́atica
entre cabezas polares. Al agregar sal al sistema, las interac-
ciones electrostáticas se apantallan, lo cual tiene el efecto de
disminuir el tamãno efectivo lateral de las cabezas polares,
por lo que la moĺecula se asemeja más a un cilindro que a
un cono. En estas condiciones, la teorı́a del paŕametro de em-
paquetamiento predice que la estructura que forman dichas
moléculas evoluciona de la forma micelar hacia la forma de
membrana con el sólo hecho de agregar sal al sistema. Este
efecto ha sido observado experimentalmente.

Sin embargo, hay otras transiciones que no han podido
ser explicadas completamente mediante modelos geométri-
cos tan sencillos. Una de ellas es la transición de la fase la-
melar a la fase esponja (Fig. 3), donde membranas que tienen
una configuracíon relativamente plana, adquieren una topo-
loǵıa local en forma de silla de montar a caballo. Se trata de
una transformación topoĺogica de las membranas. Lo mismo
puede decirse en cambios donde se pasa de una fase lamelar
a una fase vesicular, mediante la adición de un poĺımero por
ejemplo, lo cual también implica un cambio topológico. Ve-
remos que este tipo de transformaciones se pueden entender
en t́erminos de la energı́a eĺastica de membranas, concepto
que se discutiŕa en la siguiente sección.

2. Modelo de Helfrich

Algunas propiedades geométricas y termodińamicas de las
bicapas anfif́ılicas pueden ser entendidas desde un punto de
vista unificado considerando la energı́a libre asociada a sus
deformaciones. El espesor tan pequeño de una membrana
(50Å), al menos comparado con las dimensiones de una cé-

FIGURA 3. Representación de la estructura de algunas de las fases
tı́picas formadas por moléculas anfif́ılicas. La estructura ḿas sen-
cilla es la micela. Por su parte, las membranas pueden ordenarse de
maneras diferentes, tal como en la fase lamelar, en la esponja o en
la vesicular.

lula (del orden de micras), permite aproximar a la bicapa co-
mo una superficie bidimensional inmersa en el solvente [13].

La membrana se encuentra sujeta a las fluctuaciones de-
bidas a la energı́a t́ermica del solvente. Si suponemos que
la bicapa se encuentra en equilibrio con la solución acuosa,
entonces su energı́a est́a caracterizada por las deformaciones
que la membrana puede sufrir:

a) la compresíon o expansíon de la bicapa en la dirección
lateral y

b) las deformaciones en la dirección normal a la superfi-
cie (esto es, por la curvatura local de la superficie) [14].

Bajo estas condiciones, la energı́a libre (por moĺecula) aso-
ciada a la membrana, puede ser expresada como una función
del área promedio de cada molécula,Σ, y de las curvaturas
locales asociadas a la superficie.

Los conceptos mateḿaticos necesarios para llegar a la
enerǵıa eĺastica de las membranas pertenecen a la Geome-
trı́a Diferencial de Superficies, por lo que conviene repasar
algunos conceptos básicos de dicho campo de la matemática.

2.1. Conceptos mateḿaticos previos

Consid́erese un planoP , perpendicular al plano tangente (en
un punto cualquiera) a la superficie que representa a la mem-
brana. A la intersección de la superficie con el planoP se le
llama una “curva normal”. Esta curva normal puede ser una
lı́nea recta, sin curvatura, o puede poseer cierta curvatura, a
la cual se le llama “curvatura normal”,c. Estos conceptos
se ilustran en la Fig. 4. Para asociar un valor a la curvatura
normal, notemos que una lı́nea recta (por definición sin cur-
vatura), puede verse como la circunferencia de un cı́rculo de
radio infinito. Esto sugiere definir a la curvatura como el in-
verso del radio de curvatura:c = 1/R. Como es de esperarse,
para una ĺınea rectac = 0, puesto queR = ∞. A la curva-
tura aśı definida se le asocia un signo para distinguir las dos
posibles orientaciones de la curva: concavidad hacia un lado
o concavidad hacia el otro, direcciones a las cuales se asigna
arbitrariamente el signo positivo o negativo.

Notemos que, dado que el plano P se definió simplemente
como perpendicular al plano tangente, existe una infinidad de

FIGURA 4. Ilustracíon de la curvatura normal al puntoQ de una
superficie.
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posibles orientaciones para P. Dependiendo de dicha orienta-
ción, las diferentes curvas normales posibles tienen diferentes
curvaturas. Sin embargo, puede demostrarse que hay dos di-
recciones particulares, perpendiculares entre sı́, para las cua-
les la curvatura normal es un extremo (en un caso máximo
y en el otro ḿınimo). Dichas curvaturas normales extremas
son llamadas las “curvaturas principales” de la superficie y
se denotan mediante los sı́mbolosc1 y c2. Todas las deḿas
curvaturas normales en el mismo punto (ası́ como la curva-
tura local de cualquier curva contenida en la superficie y que
pase por dicho punto) pueden ser expresadas en términos de
las dos curvaturas principales. En otras palabras, todas las de-
formaciones locales de la superficie en la dirección normal al
plano tangente pueden ser caracterizadas a primer orden por
las curvaturas principalesc1 y c2. Estos son los dos paráme-
tros necesarios para caracterizar la curvatura de una membra-
na fluctuante.

Sin embargo, es ḿas conveniente matemáticamente rea-
lizar un cambio de variable, dec1 y c2, a dos combinaciones
de ellas, la llamada “curvatura media”,H = (c1 +c2)/2, y la
llamada “curvatura gaussiana”,K = c1c2. H es el paŕametro
mencionado al comentar el modelo de Canham en la intro-
duccíon [Ec. (1)]. De hecho, a segundo orden en las curvatu-
ras principales,|H| y K son laśunicas cantidades invariantes
ante cualquier parametrización de la superficie. Es importante
sẽnalar que, dado que tantoc1 y c2 tienen asociado un signo,
el valor deH depende de la orientación elegida como positiva
para la curvatura (cambiar la convención de signos, cambia el
signo deH). El signo deK, por su parte, es independiente de
esta eleccíon. La Fig. 5 muestra algunas superficies con valo-
res diferentes de las curvaturas media y gaussiana.

2.2. Derivacíon de la enerǵıa de Helfrich

Apliquemos ahora los conceptos geométricos antes mencio-
nados a la descripción f́ısica de las bicapas lipı́dicas. La
enerǵıa libre de la bicapa (por unidad deárea),f , debe ser in-
variante bajo cualquier parametrización de la superficie, dado
que es un concepto fı́sico que no depende de la descripción
mateḿatica utilizada. Luego entonces, dicha energı́a debe ser
una funcíon deH y K.

En el equilibrio las bicapas pueden considerarse aproxi-
madamente planas, al menos localmente; las deformaciones
respecto a dicho estado están caracterizadas por curvaturas
muy pequẽnas; es decir, el radio de curvatura correspondien-
te es mucho mayor que el espesor de la bicapa. Esto permite
desarrollar la funcíon f = f(H, K) mediante una serie de

FIGURA 5. Superficies con distinta curvatura media y gaussiana.

Taylor (a segundo orden en las curvaturasc1 y c2):

f(H, K) ≈ f0 + f1H + f2H
2 + f3K, (2)

donde las constantesf0, f1, f2 y f3 dependen en principio del
área promedio por molécula; en particular,f0 corresponde a
la enerǵıa libre de una bicapa plana.

Nótese que el término lineal enH depende de la orien-
tación de la superficie. Cuando las monocapas que forman
la bicapa tienen la misma composición, no hay raźon algu-
na para dicha dependencia en la orientación y, en tal caso, la
constantef1 debe ser cero. En general, sin embargo, existe
la posibilidad de una asimetrı́a entre las monocapas y es pre-
cisamente el t́ermino lineal enH el que toma en cuenta este
efecto.

Completando el binomio cuadrado respecto aH, la
Ec. (2) puede reescribirse como

f = f2

(
H +

f1

2f2

)2

+
(

f0 − f2
1

4f2

)
+ f3K.

Si entonces definimos las cantidades

σ ≡ f0 − f2
1

4f2
, κ ≡ 2f2, c0 ≡ − f1

2f2
y κ̄ ≡ f3,

la enerǵıa libre por unidad déarea de la bicapa toma la forma

f =
1
2
κ (H − c0)

2 + κ̄K + σ, (3)

dondeσ, κ, κ̄ y c0 son la tensíon superficial, el ḿodulo de
curvatura media, el ḿodulo de curvatura gaussiana y la cur-
vatura espontánea de la membrana, respectivamente. Colecti-
vamente esas variables son conocidas como los “parámetros
de Helfrich”. Dichos paŕametros son independientes de la for-
ma geoḿetrica de la membrana pero dependen en principio
de su composición qúımica.

La enerǵıa total de la bicapa (conocida como la energı́a
de Helfrich) puede ser calculada integrando sobre elárea to-
tal de la misma:

F =
∫ [

1
2
κ (H − c0)

2 + κ̄K + σ

]
dA. (4)

Wolfgang Helfrich lleǵo a estas ecuaciones en 1973 en
un af́an de describir la elasticidad de las membranas biológi-
cas [6]. La derivacíon original publicada ese año, se basa en
una analoǵıa con la enerǵıa libre para cristales lı́quidos pro-
puesta por Frank [5]. Sin embargo, la forma en que aquı́ arri-
bamos a tal relación fue desarrollada por Safran en 1994. He-
mos elegido estáultima derivacíon debido a la sencillez y
elegancia.

Es importante notar que si no hay fuerzas externas que
tensen la membrana, elárea de la bicapa puede considerar-
se constante. Esto es ası́ porque las colas hidrofóbicas de las
moléculas de fosfolı́pido son casi totalmente insolubles en
agua y est́an agrupadas de manera que elárea por moĺecu-
la se mantiene prácticamente constante. Modificar dichaárea
requiere de energı́as mayores a la necesaria para simplemen-
te reacomodar las moléculas de la bicapa de modo queésta
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se curve. Por esta razón, en ausencia de fuerzas externas, el
término de la energı́a de Helfrich que contiene la tensión su-
perficial, σ, es una constante sin relevancia al momento de
minimizar la enerǵıa respecto a las posibles deformaciones de
la superficie. En la discusión subsiguiente ignoraremos este
término, excepto cuando se mencione explı́citamente lo con-
trario.

2.3. Significado f́ısico de los paŕametros en la enerǵıa de
Helfrich

El significado de los parámetros de Helfrich puede entender-
se sencillamente analizándolos por separado.

Para comentar la fı́sica que se desprende del módulo de
curvatura media,κ, es conveniente empezar haciendo algu-
nas observaciones acerca del término de la curvatura gaus-
siana, el segundo de la Ec. (3). El llamado teorema de Gauss-
Bonnet [15] muestra que este término es una constante si la
topoloǵıa de la membrana no cambia. En efecto, este teorema
estipula que para una superficie cerrada de topologı́a fija, la
integral de la curvatura gaussiana es una constante,

∫
KdA = 4π (1− p) , (5)

dondep denota el ǵenero de la superficie, concepto topológi-
co que est́a relacionado con la cantidad de poros o perforacio-
nes que tiene la superficie. Algunos ejemplos de superficies
con distinto ǵenero se muestran en la Fig. 6. La conclusión
principal del teorema de Gauss-Bonnet es que, al estudiar la
estructura de ḿınima enerǵıa de membranas de topologı́a fi-
ja, el t́ermino que involucra la curvatura gaussiana puede ser
ignorado, pues es constante mientras la topologı́a no cambie.
En otras palabras, la energı́a de curvatura asociada al módulo
gaussiano no cambia mientras la topologı́a de la membrana
sea la misma.

En esas condiciones, la energı́a eĺastica de Helfrich toma
la forma de un potencial arḿonico

F =
1
2
κ

∫
(H − c0)

2
dA

que depende de la curvatura mediaH en forma ańaloga a co-
mo la enerǵıa potencial de un resorte depende de su deforma-

FIGURA 6. Superficies con distinta topologı́a.

ción. Entonces, el ḿodulo de curvatura media,κ, es ańalogo
a la constante de rı́gidez de un resorte, y puede interpretarse
como una constante de rı́gidez (ante deformaciones de cur-
vatura) de la membrana. Cuandoκ tiene valores pequeños,
la membrana es flexible; cuandoκ asume valores grandes, la
membrana es rı́gida. Entonces, el término de curvatura media
est́a relacionado con las fluctuaciones de forma u ondulacio-
nes (sin cambio topológico) que experimenta la membrana
por efectos de la energı́a t́ermica del solvente.

Por su parte, la curvatura espontáneac0 es la curvatura
media que adquiere la bicapa cuando está libre de tensíon,
jugando un papel análogo al de la longitud de equilibrio en el
caso del resorte. Hicimos notar anteriormente que para mo-
nocapas id́enticas la constantef1 de la Ec. (2) debe ser cero
y, por tanto,c0 debe ser nula también. Es claro entonces que
la curvatura espontánea est́a asociada a la asimetrı́a de las
monocapas que forman la bicapa. Esta curvatura es debida al
hecho de que en general las monocapas se forman por distin-
tas moĺeculas anfif́ılicas ocasionando que las bicapas tiendan
a curvarse espontáneamente hacia alguno de sus lados cuan-
do dos de estas monocapas se superponen. Por supuesto que
cuando la bicapa está formada por un solo tipo de molécu-
las, no existe curvatura espontánea y el estado de equilibrio
tiende a ser el de una membrana plana. En resumen podemos
decir que la Ec. (3) establece que cuando no hay cambios de
topoloǵıa en el sistema la curvatura media que mı́nimiza la
enerǵıa libre corresponde a la curvatura espontánea. El radio
de equilibrio de la membrana esR0 = 1/c0.

Finalmente, para tener una idea del significado fı́sico del
módulo de curvatura gaussiana,κ̄, imaginemos una bicapa
formada por monocapas idénticas (c0 = 0) que puede cam-
biar de topoloǵıa. El t́ermino de la curvatura media,

F =
1
2
κ

∫
H2dA,

es ḿınimo para una superficie conH = 0, que puede ser un
plano pero también una superficie localmente de tipo “silla
de montar” (Ver Fig. 5).

Puede ahora notarse que el término de la curvatura gaus-
siana,

∫
κ̄KdA,

favorece superficies con distintas topologı́as, dependiendo
del valor del ḿodulo eĺastico gaussiano. En efecto, cuando
κ̄ ≥ 0, la enerǵıa relacionada con el término gaussiano se
minimiza si los radios de las curvaturas principales tienen di-
ferente signo, es decir, si la curvatura gaussiana es negativa,
como en el caso de superficies tipo “silla de montar”, prevale-
cientes en las fases esponja y cúbicas. Por otra parte, cuando
κ̄ ≤ 0, el término gaussiano favorece superficies de curvatu-
ra gaussiana positiva (radios de curvatura en la misma direc-
ción), contribuyendo a la estabilidad de agregados cerrados
tales como veśıculas.

Esta breve discusión nos permite vislumbrar el tipo de
fenómenos f́ısicos que afectan a una membrana y que pueden
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ser descritos con la Ec. (3): forma de equilibrio, fluctuaciones
térmicas y cambios de topologı́a. Por esta raźon, la enerǵıa
de Helfrich ha sido utilizada en una gran cantidad de trabajos
que describen algunas propiedads fı́sicas de las membranas.
De hecho, la posibilidad de calcular la energı́a libre de una bi-
capa ha permitido modelar sistemas biológicos reales como
el aparato de Golgi [16] o la forma discoidal de los glóbulos
rojos [4, 17]. La forma en que se usa la relación (3) en los
distintos modelos consiste en sumar las diferentes contribu-
ciones enerǵeticas para después minimizar la energı́a total a
fin de obtener información sobre la forma o las fluctuaciones
del sistema. En la siguiente sección veremos una forma ma-
temáticamente conveniente de expresar las fluctuaciones de
una membrana.

3. Medición experimental de la constante de
curvatura media

Existen algunas maneras de medir el módulo de curvatura
media κ de una membrana. En los diferentes métodos se
aprovecha el hecho de que valores diferentes deκ hacen que
la membrana sea ḿas o menos flexible y por lo tanto tenga
diferente susceptibilidad a las fluctuaciones térmicas del sol-
vente. Aśı, una membrana muy flexible fluctúa ḿas que una
membrana ŕıgida, lo cual ocasiona consecuencias medibles
en varios feńomenos f́ısicos. Por ejemplo, la dispersión de ra-
diación (luz, rayos X o neutrones) es diferente si la membrana
es flexible o si es rı́gida. De igual forma, cuando una vesı́cula
gigante es aspirada con una micropipeta, el cambio aparente
en suárea es diferente, dependiendo de si la membrana que la
forma es flexible o no. Analizaremos esteúltimo experimen-
to con ḿas detalle en la siguiente sección para mostrar una
manera de medirκ. Para ello, primeramente derivamos al-
gunas expresiones matemáticas para las fluctuaciones de una
membrana.

3.1. Energia de Helfrich en la parametrizacíon de Mon-
ge

Por simplicidad, vamos a analizar el caso de una membrana
que en promedio se encuentra horizontal respecto a un plano
de referencia pero que presenta pequeñas fluctuaciones térmi-
cas en la dirección perpendicular al plano. La posición sobre
el plano de referencia se describe con un vector de posición
bidimensional~r = (x, y). A un tiempo dado, la conforma-
ción de la bicapa puede caracterizarse mediante la altura en
cada puntoz = h(~r) (Fig. 7). A la descripcíon mateḿatica
de la membrana realizada ası́, se le llama “parametrización de
Monge” y es una de las maneras más simples de parametrizar
una superficie. Supondremos que la membrana tiene dimen-
sionesL×L en el plano de referencia. Además, por simplici-
dad, consideremos una bicapa con dos monocapas idénticas
de modo quec0 = 0.

Lo primero que veremos es la forma que adopta la curva-
tura media en la representación de Monge. Comencemos por
analizar un caso ḿas simple: una curva unidimensional en un

FIGURA 7. Representación esqueḿatica de la parametrización de
una membrana con pequeñas fluctuaciones térmicas.

espacio bidimensional. Dicha curva puede pensarse como la
trayectoria de un ḿovil, ~R(x), donde el paŕametrox puede
pensarse momentánemente como un tiempo. La “velocidad”
del móvil seŕıa ~v = ~R′(x) y su “aceleracíon”, ~a = ~R′′(x).
El aṕostrofe denota derivada con respecto ax. La aceleracíon
centŕıpeta es igual al cuadrado de la velocidad por la curva-
tura en el punto en cuestión,

ac =
v2

rc
=
‖~R′(x)‖2

rc
.

Por tanto, para calcular la curvatura necesitamos calcular de
manera independiente la aceleración centŕıpeta. Esto lo ha-
remos aprovechando que, a su vez,ac es igual a la com-
ponente de la aceleración perpendicular a la velocidad. Es-
ta componente puede ser obtenida recordando que eláreaA
del paralelogramo formado por los vectores~R′ y ~R′′ es igual
al producto de su base,‖~R′(x)‖ por su altura,ac, de donde
ac = A/‖~R′(x)‖. Ahora recordemos que elárea (orientada)
del paralelogramo formado por los vectores~R′(x) y ~R′′(x)
es igual al determinantedet

[
~R′(x), ~R′′(x)

]
(el signo del de-

terminante está relacionado a la orientación de un vector res-
pecto al otro). Por lo tanto, la aceleración centŕıpeta est́a dada
por

ac =
det

[
~R′(x), ~R′′(x)

]

‖~R′(x)‖
.

Despejando, la curvatura en dicho punto es entonces:

c =
1
rc

=
det

[
~R′(x), ~R′′(x)

]

‖~R′(x)‖3
.

Esta f́ormula es general para cualquier curva.
Para hacer la analogı́a con el caso que queremos estu-

diar podemos pensar en una curva que es casi recta, excep-
to por pequẽnas fluctuaciones, y que por lo tanto puede re-
presentarse por el análogo de la parametrización de Monge,
~R(x) = (x, h(x)). Es ahora claro que, a primer orden enh y
sus derivadas, la curvatura es

c =
det [(1, hx) , (0, hxx)]

(1 + h2
x)3/2

≈ hxx.
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Análogamente, en el caso tridimensional que nos intere-
sa, la curvatura media de una superficie está dada, a segundo
orden enh y sus derivadas, por la siguiente fórmula:

H ≈ ∇2h,

donde∇2 representa el operador laplaciano, el cual corres-
ponde a la segunda derivada del párrafo anterior. Por su parte,
el elemento diferencial déarea est́a dado por

√
1 + h2

x + h2
ydxdy ≈

[
1 +

1
2

(∇h)2
]

dxdy.

Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (4), tenemos que
la enerǵıa de Helfrich para membranas débilmente curvadas
puede escribirse en forma aproximada como

F =
1
2

∫ {
κ

(∇2h
)2

+ σ (∇h)2
}

dxdy, (6)

donde estamos ignorando el término constante. Esta ecua-
ción supone adeḿas que las fluctuaciones térmicas afectan
la forma de la membrana pero no provocan cambios en su
topoloǵıa, por lo cual se ha ignorado el término gaussiano,
que como vimos permanece constante mientras no cambie
la topoloǵıa. Esta manera de escribir la energı́a eĺastica de
Helfrich es mateḿaticamente conveniente para describir las
fluctuaciones de forma en la membrana, lo cual ha llevado
a concebir ḿetodos experimentales para medir la constante
elásticaκ.

3.2. Fluctuaciones de forma de una membrana

Para estudiar las fluctuaciones de una membrana, vamos a
considerar sus diversos modos de deformación. Para ello, ha-
remos una expansión en serie de Fourier de la función que
describe la forma de la membrana en la parametrización de
Monge,h(~r). Esta expansión queda de la siguiente forma:

h (~r) =
∑

~q

h~q · exp{i~q · ~r}, (7)

donde~q = 2π/L (nx, ny) y nx, ny son ńumeros enteros.
Los coeficientesh~q pueden verse como “coordenadas” en el
espacio de Fourier y representan la contribución a las fluctua-
ciones de cada modo de deformación.

Para utilizar esta expansión en la expresión de la enerǵıa
de Helfrich (Ec. 6), derivamos la expresión anterior para ob-
tener el gradiente y el laplaciano deh(~r):

(∇h)2 = −
∑

~q1,~q2

(~q1 · ~q2) h~q1h~q2 exp {i(~q1 + ~q2) · ~r}, (8)

(∇2h
)2

=
∑

~q1,~q2

q2
1q2

2h~q1h~q2 exp {i(~q1 + ~q2) · ~r}. (9)

Con estas ecuaciones, la energı́a libre de Helfrich, (6), puede
reescribirse como

F =
1
2

∫

L×L

∑

~q1,~q2

h~q1h~q2

[
κq2

1q2
2 − σ (~q1 · ~q2)

]

× exp {i(~q1 + ~q2) · ~r}d2~r. (10)

Estaúltima expresíon puede escribirse en una forma más
simple intercambiando la integral con la sumatoria y usando
la representación de Fourier de la delta de Kronecker:

∫

L×L

exp {−i~q · ~v}d2~v = L2δ~q,0. (11)

De aqúı,

F =
L2

2

∑

~q

h~qh−~q

(
κq4 + σq2

)
.

Por otra parte, el hecho de queh(~r) sea real y la Ec. (7) nos
llevan a que los modos complejos de Fourier son tales que
h−~q = h∗~q . Todo esto finalmente nos lleva a que la energı́a de
Helfrich es

F =
L2

2

∑

~q

|h~q|2
(
κq4 + σq2

)
. (12)

Observemos ahora que la energı́a obtenida es arḿonica
en estas nuevas “coordenadas”|h~q|. Si ahora se aplica el teo-
rema de equipartición de la enerǵıa (Ver Aṕendice A), las
amplitudes cuadráticas medias de los diferentes modos de os-
cilación en la membrana están dadas por

〈
h2

~q

〉
=

KBT

L2 (κq4 + σq2)
. (13)

Comúnmente a esta función se le da el nombre de espectro de
fluctuaciones o factor de estructura. Vemos en esta ecuación
que, como era de esperarse, la amplitud de las fluctuaciones
de la membrana aumenta al aumentar la temperatura. Igual-
mente, dado que la amplitud de cada modo es inversamente
proporcional al ḿodulo eĺastico de curvatura media,κ, vemos
que las fluctuaciones son más grandes mientras más pequẽno
sea este ḿodulo, y viceversa.

Por otra parte, dos modos diferentes están desacoplados
y, por tanto (Ver Aṕendice A),

〈h~q1h~q2〉 = 0, (14)

si ~q1 6= −~q2. Utilizando este hecho es posible ver que la am-
plitud total de la fluctuación de la membrana en el espacio
real es simplemente la suma sobre todos los modos indivi-
duales, es decir,

〈
h2

〉
=

∑
q

〈
h2

~q

〉
.

Esta relacíon es muy importante pues su evaluación permi-
te tener una idea sobre los parámetros de los que depende la
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amplitud de las fluctuaciones de forma en la membrana. Pa-
ra calcular la amplitud total en forma aproximada la suma se
puede transformar en una integral:

∑
q

→ 2π

qmax∫

qmin

(
L

2π

)2

qdq.

Cabe hacer notar que en esta ecuación, los ĺımites de integra-
ción se deben elegir de tal manera que se sumen las fluctua-
ciones que tienen sentido fı́sico. Por ejemplo, no tiene senti-
do considerar fluctuaciones cuya longitud de onda sea mayor
que la dimensíon mayor de la membrana (L). De igual for-
ma, no tiene sentido considerar fluctuaciones más pequẽnas
que la escala molecular. Para estaúltima escala espacial, co-
mo distancia de corte se puede tomar una distancia del or-
den del espesor de la membrana, pues este tamaño est́a de-
terminado por la longitud de las moléculas anfif́ılicas. Con
estos razonamientos, con una buena aproximación se pueden
proponer ĺımites de integración dados por:qmax = 2π/a y
qmin = 2π/L, dondea es del orden del grosor de la mem-
brana yL es la longitud total déesta.

Tomando en cuenta las consideraciones expuestas,

〈h2〉 = 2π

(
L

2π

)2
qmax∫

qmin

KBT

L2(κq4 + σq2)
qdq,

es decir,

〈h2〉 =
KBT

4πσ
ln

q2
max(q2

minκ + σ)
q2
min(q2

maxκ + σ)
. (15)

En particular, cuandoq2
min ¿ q2

max y σ → 0, la amplitud
total toma la forma

〈h2〉 ≈ KBT

16π3κ
L2. (16)

Vemos entonces que el cuadrado de la amplitud total de
las fluctuaciones es (en promedio) proporcional a la tempera-
tura e inversamente proporcional al módulo eĺastico de cur-
vatura media,κ, lo cual corrobora la idea intuitiva de que
mientras ḿas flexible es la membrana, mayores son sus fluc-
tuaciones.

3.3. Medición experimental del ḿodulo de curvatura
media de una veśıcula mediante manipulacíon con
micropipetas

Hemos dicho que existen diferentes métodos experimentales
que permiten medir el ḿodulo eĺastico de curvatura media,
κ. En esta sección comentaremos uno de ellos, basado en la
técnica de aspiración de veśıculas con micropipetas.

Este ḿetodo aprovecha que las vesı́culas gigantes, pre-
paradas con el ḿetodo de electroformación, son f́acilmente
observables con ayuda de un microscopioóptico [18,19]. En
general, las vesı́culas tienen una apariencia de esferas perfec-
tas. Sin embargo, debido a que la membrana que las conforma

es flexible, su superficie presenta una cierta corrugación cam-
biante con el tiempo debido a las fluctuaciones térmicas [20].
Esas pequẽnas desviaciones respecto de la esfera se aprove-
chan para la medición experimental del ḿodulo de curvatura
mediaκ de la membrana.

Para ello se utiliza la técnica de micromanipulación o mi-
croaspiracíon con micropipetas. En este método, veśıculas
gigantes preparadas con el método de electroformación (ta-
maño del orden de 20 micras) se aspiran con un capilar muy
delgado de vidrio (díametro del orden de 5 micras). Median-
te el capilar se aplica una presión de succíon a la veśıcula
(Fig. 8). Como la veśıcula es deformable, parte de ella pe-
netra en la sección ciĺındrica de la micropipeta. Eĺarea de
la veśıcula cambia y su forma ya no es exactamente esféri-
ca, sino que se debe considerar el trozo de membrana dentro
del capilar. Evidentemente la distancia de penetración depen-
de tanto de la presión aplicada como de la elasticidad de la
membrana. Aśı, evaluando el cambio delárea de la vesı́cu-
la (a partir de fotografı́as), y conociendo la presión aplica-
da, puede determinarse el módulo de curvatura media de las
membranas,κ.

Tanto el cambio déarea de la membrana, como la tensión
de la veśıcula pueden escribirse en términos de paŕametros
controlables o medibles en el experimento.

Por ejemplo, utilizando argumentos de equilibrio termo-
dinámico, Henriksen e Ipsen [21] mostraron que la tensión
de la membrana,σ, est́a relacionada a la presión de succíon,
∆p, mediante la f́ormula

σ =
∆pRp

2
(

1− Rp

Rv

) , (17)

dondeRp es el radio de la pipeta yRv el radio de la veśıcula.
Para evaluar el cambio delárea de la vesı́cula al some-

terse a una presión de succíon, recordemos que la membrana
presenta fluctuaciones térmicas que la deforman ligera pe-
ro constantemente. Una representación esqueḿatica de estas
fluctuaciones en un momento dado se muestran en la Fig. 9.
En estas condiciones, el efecto de una presión de succíon pue-
de analizarse en dos regı́menes cualitativamente diferentes,
los cuales dependen de la magnitud de la presión de succíon
y, por lo tanto, de la tensiónσ:

FIGURA 8. Fotograf́ıas tomadas en un microscopioóptico de una
veśıcula de SOPC aspirada dentro de una micropipeta. La presión
de aspiracíon es mayor en la foto de la derecha. Esto se refleja en
la longitud diferente de la sección de membrana dentro de la pipeta
(flechas oblicuas). Fotos cortesı́a de Gerardo Paredes, estudiante de
doctorado en la Universidad de Sonora.
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FIGURA 9. Representación esqueḿatica de una membrana sin fluc-
tuaciones t́ermicas y de una membrana con fluctuaciones. Al aspi-
rar con una micropipeta la vesı́cula fluctuante, las fluctuaciones se
suprimen. El exceso aparente deárea (porcíon ciĺındrica de mem-
brana dentro de la pipeta) es elárea asociada a las fluctuaciones de
forma antes de la aspiración.

1. Cuando la tensiónσ a la cual est́a sometida la membra-
na es pequẽna, el efecto de la presión aplicada es redu-
cir la amplitud de las fluctuaciones térmicas, alisando
la forma esf́erica de la veśıcula, ver Fig. 9. Entonces,
al penetrar la vesı́cula en el capilar, eĺarea de la mem-
brana permanece constante. El aparente incremento de
área (cilindro de longitudL en el capilar) viene de la
supresíon de las fluctuaciones de curvatura alrededor
de la forma esf́erica (Fig. 8). Evidentemente que este
efecto est́a directamente relacionado con la flexibili-
dad o rigidez de la membrana. Si la presión de succíon
est́a en este regı́men es posible medir el ḿodulo de cur-
vatura media de la membrana,κ.

2. Cuando la tensión σ aplicada a la membrana es gran-
de, esto trae como efecto, además de desaparecer las
fluctuaciones de curvatura de la membrana, un estira-
miento delárea de la misma. En este caso, elárea de
la membrana se incrementa. También en este regı́men
es posible medir lo que se conoce como la “constante
de compresibilidad déarea”,KA, que es el equivalente
bidimensional a la compresibilidad volumétrica de un
fluido [22].

Aqúı estamos interesados en mostrar cómo es posible me-
dir el módulo de curvatura media,κ. Por esta raźon concen-
traremos nuestra discusión en el reǵımen de pequẽnas tensio-
nes. Vamos a analizar con detalle el caso más sencillo de una
membrana plana, aunque fluctuante, de dimensionesL × L.
El resultado final es id́entico para una vesı́cula esf́erica pero
es necesario mayor trabajo matemático para deducirlo.

Primero consideremos que elárea real de la membra-
na (incluyendo fluctuaciones térmicas) no es exactamente el
producto de sus dimensiones,L×L. Esto es debido a que, por
las fluctuaciones térmicas, la membrana no es perfectamente
plana, sino que en cada instante presenta cierta rugosidad. El
área real puede calcularse integrando el elemento deárea que
describimos en la sección anterior:

A =
∫

L×L

√
1 + (∇h(~r))2d2~r

≈
∫

L×L

(
1 +

1
2

[∇h(~r)]2
)

d2~r,

donde, como en la sección anterior,h (~r) es la altura de la
membrana respecto al plano de referencia y su expansión de
Fourier est́a dada por la Ec. (7). Obteniendo el gradiente en-
contramos que

∆A=
1
2

∫

L×L

∑

~q1,~q2

(~q1 · ~q2)h~q1h~q2 exp i (~q1 + ~q2) · ~rd2~r,

donde∆A = A − A0 es la diferencia entre elárea real de
la membrana,A, y el área aparente al microscopio (es de-
cir, el área de la membrana plana de referencia),A0 = L2.
Utilizando la Ec. (11) esta expresión se simplifica:

∆A =
L2

2

∑

~q

q2‖h~q‖2.

Podemos ahora tomar el promedio de∆A y utilizar la
Ec. (13) de la sección anterior para obtener el siguiente re-
sultado:

〈∆A〉 =
1
2

∑

~q

KBT

q2κ + σ
.

Luego, siguiendo el mismo razonamiento para llegar a la
Ec. (15), tenemos que

∆A

A0
=

KBT

8πκ
ln

{
q2
maxκ + σ

q2
minκ + σ

}

o equivalentemente,

∆A

A0
=

KBT

8πκ
ln

{
(2π/a)2 + σ/κ

(2π/L)2 + σ/κ

}
. (18)

La Ec. (18) fue deducida para una membrana plana. Sin
embargo, es igualmente válida en el caso de la vesı́cula as-
pirada mediante micropipetas [20,23]. Ahora bien, en dichos
experimentos es posible observar cómo se modifica eĺarea
aparente de la vesı́cula inicialmente libre de tensiones cuan-
do se le aplica una tensión pequẽna. En todo el proceso, tanto
antes como después de aplicar la tensión (siempre que esta
última sea pequẽna), elárea real de la membrana,Areal, se
mantiene constante, como se explicó en la Fig. 8. En lo que
sigue denotamos porAσ el área aparente de la membrana
correspondiente a la tensiónσ y definimos la siguiente canti-
dad:

∆Aσ = Areal −Aσ. (19)

Apliquemos ahora la Ec. (18) para dos casos diferentes:

1. Si la porcíon de la veśıcula no est́a sujeta a tensión ex-
terna (σ = 0 en la Ec. 18) tenemos que:

∆A0

A0
=

KBT

8πκ
ln

{
A0

a2

}
. (20)

2. Si la porcíon de la veśıcula de inteŕes est́a sujeta a una
tensíon σ tal que(2π/L)2 < σ/κ < (2π/a)2, enton-
ces tenemos que

∆Aσ

Aσ
=

KBT

8πκ
ln

{
8π2κ

a2σ

}
. (21)
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Ahora, ńotese primero que

Areal = ∆A0 + A0 = ∆Aσ + Aσ,

y, por lo tanto,

Aσ

A0
=

∆A0

A0
− ∆Aσ

A0
+ 1.

Aśı, sustituyendo en estáultima relacíon las Ecs. (20) y (21)
se sigue que

Aσ

A0
= 1 + β ln

{
A0

a2

}
− β

Aσ

A0
ln

{
4π2κ

a2σ

}
,

donde β ≡ KBT/8πκ. Luego, factorizando el término
Aσ/A0 y simplificando, obtenemos finalmente que

Aσ

A0
=

1 + β ln
{

A0

a2

}

1 + β ln
{

4π2κ

a2σ

} . (22)

En el experimento es posible medir directamente lasáreas
aparentesA0 y Aσ, y calcular la deformación

α ≡ Aσ −A0

A0
=

Aσ

A0
− 1

que, en nuestro caso, en virtud de (22) puede calcularse me-
diante

α =
1 + β ln

{
A0

a2

}

1 + β ln
{

4π2κ

a2σ

} − 1. (23)

En particular, para el caso en queβ ¿ 1, condicíon que
se cumple al considerar membranas rı́gidas como las forma-
das por fosfoĺıpidos, la deformación puede aproximarse co-
mo

α ≈
[
1 + β ln

{
A0

a2

}][
1− β ln

{
4π2κ

a2σ

}]
− 1,

es decir,

α ≈ KBT

8πκ
ln

{
A0σ

4π2κ

}
. (24)

Estaúltima ecuacíon permite calcular el cambio deárea
aparente cuando se succiona una vesı́cula con presiones ba-
jas mediante la técnica de aspiración con micropipetas. Como
hemos dicho, en este experimento se inhiben mecánicamente
las fluctuaciones, y elárea de la vesı́cula correspondiente a la
proyeccíon dentro de la micropipeta es igual al exceso inicial
de área respecto a la forma esférica de la veśıcula libre. Si
se grafica la tensión aplicada en función del cambio déarea
(Ec. 24), de la pendiente de la curva es posible extraerκ. En
la Fig. 10 se muestra una gráfica experimental (tomada de la
Ref. 22) del logaritmo deσ vs.α, encontrandose que efecti-
vamente hay un regı́men lineal para bajas tensiones. El ajuste
de la pendiente de dicha recta en los experimentos menciona-
dos da una medición experimental directa del ḿodulo de cur-
vatura media,κ. El intervalo t́ıpico para el fosfolı́pido SOPC
es deκ ≈ 34− 41KBT [24,25].

FIGURA 10. Gráfica de tensión-deformacíon para una vesı́cula de
SOPC en solución de metanol/agua. Los puntos obtenidos de trazar
el logaritmo natural de la tensión,σ, contra la deformación deárea,
α, tienen un comportamiento lineal en el regı́men de baja tensión
(0.001-0.5 mN/m). Gŕafica tomada de la Ref. 22.

4. Fases formadas por bicapas

En la Sec. 1.1 mencionamos que las moléculas anfif́ılicas en
solucíon acuosa forman diferentes estructuras debido a su na-
turaleza dual. Las estructuras básicas son las micelas y las
membranas. Estaśultimas pueden existir en diferentes confi-
guraciones, entre las cuales la más coḿun es la fase lamelar.
Sin embargo, las membranas también se agrupan en arreglos
desordenados como la fase esponja.

4.1. Transición entre la fase lamelar y la fase esponja

Es un hecho experimental, verificado en muchos sistemas de
surfactantes, que las fases lamelar y esponja aparecen en re-
giones vecinas del diagrama de fases. De hecho, hay un pa-
trón que se repite en muchos sistemas: la aparición sucesiva
de las fases micelar, lamelar y esponja al variar un parámetro
fisicoqúımico χ, el cual puede ser la temperatura, la concen-
tración de tensoactivo, la salinidad, la concentración de un
aditivo, etc. Usualmente, las tres fases observadas dependen
de χ como se muestra en la Fig. 11. Para valores pequeños
deχ se observa la fase micelar. Posteriormente aparecen las
fases lamelar y esponja conforme aumentaχ.

Esta sucesión de fases intriǵo durante mucho tiempo a
la comunidad que trabaja en sistemas coloidales autoasocia-
tivos. En particular, los investigadores se preguntaban cómo
es posible que un cambio tan sutil en las condiciones fisico-
qúımicas (variacíon del paŕametroχ) lleve a una reorgani-
zacíon tan dŕastica de la estructura membranal. Uno de los
grandes logros de la teorı́a de Helfrich consiste en que es-
te feńomeno puede ser explicado en términos de las propie-
dades eĺasticas de membranas. A continuación veremos un
modelo sencillo que explica la transición lamelar-esponja en
estos sistemas.
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FIGURA 11. Diagrama de fase esquemático en t́erminos de los
paŕametrosχ y φ que resume las caracterı́sticas principales de
las fases en sistemas de surfactante y agua. Gráfica tomada de la
Ref. 26.

FIGURA 12. Estructura esqueḿatica de una bicapa. La superficie
incompresible de cada monocapa permanece a una distanciaε/2
de la mitad de la superficieΣ.

Considerando la energı́a de una bicapa de moléculas an-
fif ı́licas es posible construir un modelo sencillo que explique
por qúe una fase lamelar se transforma en una fase esponja
al variar el paŕametroχ. Para esto se modela a la fase espon-
ja como una superficie periódica ḿınima de Schwarz [26],
es decir, una superficie con curvatura mediaH idénticamente
cero. Áun cuando los experimentos de microscopı́a electŕoni-
ca indican que la fase esponja es desordenada [26] (a diferen-
cia de la fase ćubica que es periódica), esta simplificación
ayuda a visualizar dos caracterı́sticas esenciales de la fase:

1) En cualquier parte de la estructura los dos radios prin-
cipales de curvatura tienen similar magnitud pero sig-
nos opuestos.

2) La curvatura gaussiana tiene en cualquier parte una
magnitud grande comparada con la curvatura media y
tiene signo negativo.

La primera caracterı́stica permite despreciar a la curva-
tura media (de hecho,ésta es id́enticamente cero cuando la
fase es una superficie periódica ḿınima). Bajo dichas condi-
ciones, las contribuciones de la curvatura media a la energı́a
libre de Helfrich para la fase lamelar y para la esponja son
básicamente iguales. Por lo tanto, la principal diferencia entre
estas fases es debida al término gaussiano, como se observa
en la Ec. (4).

Por otra parte, es posible deducir a partir del teorema de
Gauss-Bonnet que la diferencia en la energı́a de Helfrich por
unidad deárea, Ec. (4), entre las fases lamelar y esponja es
del orden deElamelar − Eesponja = −4pπκ̄, como se sigue
de la Ec. (5). Con base en esto podemos ver qué valores del
módulo eĺastico gaussiano estabilizan la fase lamelar y cuáles
la fase esponja. El criterio a seguir es la minimización de la
enerǵıa eĺastica. Aśı, se espera que el valor deκ̄ que estabiliza
la fase lamelar sea negativo, pues en ese caso, esta fase ten-
dŕıa menos energı́a eĺastica que la esponja. En cambio, para
estabilizar la fase esponja,κ̄ debeŕa ser positiva.

Para entender la transición lamelar-esponja, vamos a des-
cribir un modelo que predice cómo el paŕametro fisicoqúımi-
co χ afecta el valor del ḿodulo eĺastico gaussianōκ. Para
ello vamos a analizar la energı́a libre de Helfrich de una bica-
pa partiendo de la energı́a de cada una de las monocapas que
la constituyen.

Consideramos que las monocapas no son simétricas res-
pecto a la mitad de su superficie, es decir, presentan curvatura
espont́aneac0. Aśı, la enerǵıa de curvatura para cada mono-
capa puede escribirse como

fm =
1
2
κm (H − c0)

2 + κ̃mK. (25)

Puesto que en el proceso de pasar de una bicapa plana a una
curvada no se involucra cambio de topologı́a, es posible aban-
donar el t́ermino gaussiano al hacer los cálculos y reincorpo-
rarlo en la expresión final. Para evitar confusiones en este
cálculo, usamos los subı́ndicesm y b sẽnalando que estamos
hablando de una monocapa o una bicapa, respectivamente.
Por ejemplo,κm es el ḿodulo de curvatura media de una
monocapa yκb el módulo de curvatura media de una bicapa.

Cuando las monocapas están unidas frente a frente for-
mando la bicapa, cada una está en un estado que no corres-
ponde a su curvatura de equilibrio. La presencia de la otra
monocapa hace que necesariamente alguna de las dos no
se pueda plegar en la dirección requerida por la curvatura
espont́anea. Para una monocapa la curvatura espontánea es
1/R1 = c0, mientras que para la otra es−1/R2 = −c0 (ver
Fig. 11). Los radios de curvatura que tiene cada monocapa
definen su energı́a eĺastica seǵun la Ec. (25). La energı́a libre
de la bicapa puede ser formulada sumando las contribuciones
de las monocapas. Ası́, sustituyendo la curvatura media en
función de los radios principales de curvatura de cada mono-
capa a una distanciaε/2, medida desde la mitad de la super-
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ficie (Fig. 12) en la Ec. (25), tenemos que

fb =
1
2
κm

[
1
2

{
1

R1 + ε
2

+
1

R2 + ε
2

}
− c0

]2

+
1
2
κm

[
1
2

{
1

R1 − ε
2

+
1

R2 − ε
2

}
+ c0

]2

.

Haciendo un desarrollo en serie de Taylor a segundo orden
alrededor deε/2 tenemos

fb ≈ κm

8

[
1

R1
− ε

2R2
1

+
1

R2
− ε

2R2
2

− 2c0

]2

+
κm

8

[
1

R1
+

ε

2R2
1

+
1

R2
+

ε

2R2
2

+ 2c0

]2

.

Desarrollando los paréntesis y despreciando los términos de
tercer orden y superior en los radios principales de curvatura

fb ≈ 1
2
κm

[
1

2R2
1

+
1

2R2
2

+
1

R1R2
+

(
1

R2
1

+
1

R2
2

)
c0ε

]

+ κmc2
0

lo que puede reescribirse como

fb =
1
4
κm

{
1

R1
+

1
R2

}2

+
1
2
κm

(
c0ε

[(
1

R1
+

1
R2

)2

− 2
R1R2

]
+ 2c2

0

)
.

Considerando ahora las definiciones de las curvaturas media
y gaussiana en función de los radios principales de curvatura,
tenemos que

fb =
1
2
(2κm)H2 + 2H2εc0κm −Kεc0κm + c2

0κm.

Puesto quec2
0κm es una constante independiente de la forma

que adquiere la membrana y2εH2c0κm es despreciable en
comparacíon conH2κm, es posible despreciar estos térmi-
nos, con lo que se obtiene

fb =
1
2
(2κm)H2 + (−εc0κm)K. (26)

Comparando el término que involucra la curvatura gaussiana
en esta expresión con el de la Ec. (3), se puede concluir que

κ̄b = −εc0κm. (27)

Esta ecuación es importante pues relaciona una constante
elástica de la membrana (κ̄b) con propiedades de las mono-
capas que la constituyen: su curvatura espontánea (c0) y su
módulo eĺastico de curvatura media (κm).

Esto permite entender la transición lamelar-esponja de
la siguiente manera. Al variar las condiciones fisicoquı́mi-
cas (paŕametroχ) en la direccíon apropiada, las propiedades
de las monocapas cambian en consecuencia, por ejemplo, su

curvatura espontánea. Esto ocasiona que el módulo de curva-
tura gaussiano de la membrana cambie (Ec. 27), lo que, si el
cambio tiene los valores apropiados, se refleja en un cambio
de topoloǵıa de membranas abiertas (fase lamelar) a mem-
branas en forma de silla de montar a caballo (fase esponja).

Usando la Ec. (27) podemos ver que, en la aproximación
en que la fase esponja es modelada como una superficie mı́ni-
ma de curvatura media nula, la energı́a libre de curvatura tie-
ne la forma

f = −εc0κmK

y por el teorema de Gauss-Bonnet, Ec. (5), la energı́a sobre
toda la membrana está dada por

F = −4πεc0κm(1− p).

En esta ecuación vemos que el ǵenero de la superficie,p,
es tambíen un factor que influye en la energı́a eĺastica de la
membrana.

En esta expresión la única constante que puede cambiar
de signo es la curvatura espontánea de la monocapa. De don-
de es claro que sic0 < 0 la enerǵıa ḿınima corresponde a una
superficie cuyo ǵenero es mayor que uno (puesp mayor que
uno resulta en energı́as negativas). Es decir, la energı́a eĺasti-
ca favorece la fase esponja. Sin embargo, cuandoc0 > 0
la enerǵıa ḿınima corresponde a una superficie sin agujeros
(p = 0) y como consecuencia la fase lamelar es mayormen-
te favorecida. Vemos pues que este modelo sencillo permite
entender, al menos cualitativamene, cuándo la fase lamelar o
la fase esponja son estables en términos de la energı́a eĺastica
de las membranas.

4.2. Interacción est́erica de Helfrich

En esta sección vamos a comentar brevemente una conse-
cuencia ḿas de la elasticidad de las membranas. Como ve-
remos, este efecto tiene que ver con las interacciones que es-
tabilizan arreglos de membranas como la fase lamelar o la
fase esponja.

Para ejemplificar, consideremos una fase lamelar, la cual
presenta orden a una escala mucho mayor que el espesor de
las membranas. La distancia media entre bicapas en esta fase
est́a determinada por las interacciones entre ellas. Por ejem-
plo, las fuerzas de van der Waals, que son siempre atractivas
y de corto alcance, tienden a hacer que las membranas se ad-
hieran entre śı y que la fase lamelar se desestabilice y colapse.
En la pŕactica esto no sucede debido al efecto estabilizador de
fuerzas repulsivas, como en el caso de las membranas carga-
das, donde la interacción repulsiva es electrostática.

Sin embargo, veremos que en sistemas sin carga también
es posible estabilizar una fase lamelar con distancias entre
membranas muy grandes, del orden de 1000Å. En un prin-
cipio no se entendı́a cual era la fuerza repulsiva que lograba
equilibrar a las interacciones de van der Waals en este caso
de ausencia de fuerzas electrostáticas. Ahora sabemos que es-
ta fuerza tiene su origen en las fluctuaciones de forma de la
membrana.
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FIGURA 13. Vista esqueḿatica de una fase lamelar formada por
arreglos períodicos de membranas surfactantes.

Cualitativamente, este efecto repulsivo puede entenderse
de la siguiente manera. Cuando las membranas de un sistema
son muy flexibles, las fluctuaciones de curvatura tienen una
amplitud muy grande (inversamente proporcional al módulo
de curvatura media, que es pequeño). Sin embargo, el confi-
namiento de cada membrana por sus vecinas en la fase lame-
lar reduce efectivamente el espacio configuracional que cada
bicapa puede explorar con sus fluctuaciones, tendiendo a re-
ducir la entroṕıa del sistema. Es precisamente esta reducción
de entroṕıa, efecto no favorecido en términos de la energı́a li-
bre, la que da lugar a la fuerza repulsiva conocida como inte-
raccíon est́erica de Helfrich. El sistema alcanza un equilibrio,
donde la enerǵıa libre es ḿınima.

El efecto directo del confinamiento es mejor modelado
como una constricción a las posibles conformaciones de la
membrana. Si la distancia promedio entre las membranas es
d, (Fig. 13), de acuerdo con la Ec. (16), el confinamiento
seŕa sentido por una membrana cuando su tamaño sea del
orden deLd, tal que

KBT

κ
L2

d ≈ d2.

Podemos ahora pensar en la bicapa dividida en bloques de ta-
mãno lateralLd ×Ld y suponer que cada uno de los bloques
no es afectado por las interacciones entre las membranas ve-
cinas. Aśı, el confinamiento no restringe las posibles confor-
maciones internas dentro de un bloque. Sin embargo, sı́ res-
tringe el ńumero de posibles configuraciones de los centros
de masas de todos los bloques en la bicapa; esto es, restringe
los posibles valores deNd = (L/Ld)

2 coordenadas confi-
guracionales. Hagamos ahora la analogı́a con un gas ideal
tridimensional deN part́ıculas, cuya entropı́a es proporcio-
nal a3NkB , dondekB es la constante de Boltzmann. Si un
númeroNd de las coordenadas configuracionales fueran res-
tringidas, la ṕerdida de entroṕıa seŕa proporcional a−NdkB .
Aplicando el mismo criterio a nuestro sistema encontramos
que la enerǵıa libre debida a la ṕerdida de entroṕıa por el

confinamiento es

F = −TS ≈ kBTNd = kBT

(
L

Ld

)2

≈ 1
κ

(
L

d
kBT

)2

.

Por consiguiente, la energı́a libre de las interacciones estéri-
cas por unidad déarea de una membrana en la fase lamelar
puede escribirse como

F

A
≈ 1

κ

(
kBT

d

)2

.

Otras derivaciones de la fórmula obtenida pueden encontrar-
se en la literatura [27,28]. Esta energı́a corresponde a una in-
teraccíon repulsiva entre bicapas, que varı́a como el inverso
del cuadrado de la distancia de separación entre ellas. Cuando
ésta es combinada con otro tipo de interacción como la de van
der Waals o la electrostática, estas interacciones determinan
la periodicidad de la fase lamelar. Este resultado fue deriva-
do en 1978 por Helfrich [27], mostrando que las propiedades
de la fase lamelar son determinadas en buena medida por las
propiedades elásticas de las membranas.

5. Conclusiones

En este artı́culo presentamos una derivación de la enerǵıa de
Helfrich, la cual describe las propiedades elásticas de mem-
branas. Seǵun este modelo, toda membrana tiene dos módu-
los eĺasticos: el de curvatura media y el de curvatura gaus-
siana. El primero de ellos está relacionado con la rigidez de
la membrana y determina que tanto se deforma, sin cambiar
de topoloǵıa, debido a las fluctuaciones térmicas. El ḿodu-
lo elástico de curvatura gaussiana está relacionado al tipo de
topoloǵıa que adquiere una membrana. En el texto describi-
mos un ḿetodo para medir el ḿodulo de curvatura media de
una membrana, basado en la manipulación de veśıculas con
micropipetas. Hemos visto también que la elasticidad de las
membranas da lugar a consecuencias fı́sicas importantes, co-
mo la transicíon entre una fase lamelar y otra esponja, o la
existencia de una interacción est́erica entre membranas. Las
propiedades elásticas de membranas juegan un papel impor-
tante en la forma que adquieren las membranas biológicas en
la célula. Diversos grupos de investigación han explotado es-
tos conceptos para predecir con ciertoéxito la forma tanto
de ćelulas como los glóbulos rojos [29], o de organelos co-
mo el complejo de Golgi [16]. Dejamos para un trabajo pos-
terior una descripción de algunos de estos resultados. Cabe
decir que el modelo presentado es relativamente simple. De
hecho, śolo considera membranas fluidas con pequeñas fluc-
tuaciones, despreciando efectos como el citoesqueleto de la
célula, las deformaciones laterales, las proteı́nas transmem-
branales y deḿas complejidades presentadas en las membra-
nas bioĺogicas. Sin embargo, en la literatura hay extensiones
del modelo, las cuales rescatan como lı́mite el modelo de Hel-
frich [30–32]. Sin embargo, pese a sus limitantes, el modelo
de Helfrich ha sido muy exitoso y es una referencia funda-
mental en el estudio de membranas biológicas.
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Apéndice

A. El teorema de equipartición de la enerǵıa

Consideremos un sistema compuesto por un gran núme-
ro de part́ıculasN (que, por simplicidad, supondremos tie-
nen id́entica masam). El estado microsćopico del sistema
est́a caracterizado por las6N coordenadas de las posiciones
(~q1, ~q2, ... ~qN ) y los momentos (~p1, ~p2, ... ~pN ) de las part́ıcu-
las. Supongamos que el sistema está en contacto con un baño
térmico a temperaturaT con el cúal intercambia energı́a (en
forma de calor) pero no volumen ni partı́culas. Uno de los
teoremas fundamentales de la mecánica estad́ıstica cĺasica
establece que la densidad de probabilidad de que el siste-
ma se encuentre en un microestado particular con energı́a
E = H (~q1, ... ~qN ; ~p1, ... ~pN ) est́a dada por

P [~q1, ... ~qN ; ~p1, ... ~pN ]

=
e−βH(~q1,... ~qN ; ~p1,... ~pN )

∫
dN~q

∫
dN~pe−βH(~q1,... ~qN ; ~p1,... ~pN )

, (A.1)

dondeβ = (kBT )−1 y kB es la constante de Boltzmann. Esta
es la llamada “distribución cańonica”. La enerǵıa cińetica de
la i-ésima part́ıcula esp2

i / (2m), por lo que es f́acil ver de la
Ec. (A.1) que la energı́a cińetica promedio de cada partı́cula
es

〈
p2

i

2m

〉
=

∫
d3~p

[
p2

i / (2m)
]
e
−β

p2
i

2m

∫
d3~pe

−β
p2

i

2m

=
3
2
kBT

De aqúı se sigue que la energı́a promedio correspondiente
a cada coordenada de momento es(kBT ) /2. Supongamos

ahora que nuestro sistema particular consiste en un conjun-
to de osciladores arḿonicos desacoplados, de manera que la
enerǵıa correspondiente a cada coordenada (o “grado de li-
bertad”) tiene la forma:kx2

i /2, con k una constante. Utili-
zando nuevamente la Ec. (A.1) es fácil ver que

〈
kx2

i

2

〉
=

∫
dxi

[
kx2

i /2
]
e
−β

kx2
i

2

∫
dxie

−β
kx2

i

2

=
1
2
kBT.

Concluimos que cuando la energı́a es cuadŕatica en alguna de
las coordenadas (ya sea de posición o de momento) obtendre-
mos que la energı́a promedio correspondiente a ese grado de
libertad es igual a(kBT ) /2. Este resultado se conoce como
el teorema de equipartición de la enerǵıa.

Otro resultado que se sigue de la distribución cańonica y
de que las coordenadasxi est́an desacopladas en la expresión
para la enerǵıa, es que dos coordenadas diferentes,xi y xj ,
son estad́ısticamente independientes. En efecto,

〈xixj〉 =
∫

dxixie
−β

kx2
i

2
∫

dxjxje
−β

kx2
j

2

∫
dxie

−β
kx2

i

2
∫

dxje
−β

kx2
j

2

= 0. (A.2)

Regresemos al caso más complejo de la membrana plana con
pequẽnas fluctuaciones térmicas de la Sec. 3.2. De acuerdo
a la Ec. (12), la energı́a de la membrana es cuadrática en las
coordenadas (en el espacio de Fourier)h~q. A cada uno de los
modos de Fourier (desacoplado a los otros modos) correspon-
de una enerǵıa cuadŕatica igual aL2

(
κq4 + σq2

) |h~q|2/2.
En analoǵıa con los casos ḿas simples discutidos arriba, la
enerǵıa promedio por modo de Fourier será:

〈
L2

(
κq4 + σq2

) |h~q|2
2

〉
=

1
2
kBT,

lo que nos lleva directamente a la Ec. (13). Del mismo modo,
en analoǵıa con el resultado de la Ec. (A.2), obtenemos para
el caso de la membrana la Ec. (14).
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15. E. Kreyszing,Differential Geometry(Dover 1991).

16. J. Derganc, A. Mironov y S. Svetina,Traffic 7 (2006) 85.

17. Y.C.B. Fung y P. Tomg,Biophys. J.8 (1968) 175.

18. E. Evans y W. Rawicz.,Phys. Rev. Lett.64 (1990) 2094.

19. W. Rawicz, K.C. Olbrich, T. McIntosh, D. Needham y E.
Evans.,Biophys. J.79 (2000) 328.

20. W. Helfrich y R.M. Servuss,Nuovo Cimento3 (1984) 137.

21. J.R. Henriksen y J.H. Ipsen,Eur. Phys. J. E14 (2004) 149.

22. V. Ly Hung y L. Longo Marjorie,Biophys. J.87 (2004) 1013.

23. S.T. Milner y S.A. Safran,Phys. Rev. A36 (1987) 4371.

24. D. Boal, Mechanics of the Cell(Cambridge University Press
2002).

25. M. Antonietti y S. Forster,Adv. Mater.15 (2003) 1323.

26. G. Porte, J. Appell, P. Bassereau y J. Marignan,J. Phys. France
50 (1987) 1335.

27. W. Helfrich, Z. Naturforsch33a(1978) 305.

28. M. Deserno Fluid lipid membranes a primer;
http://www.mpip-mainz.mpg.de/∼deserno/scripts/IMPRS/
IMPRS lipidmembranes.pdf

29. Ou-Yang-can y Xie Zhang,Phys. Rev. A41 (1990) 3381.

30. Z.C. Tu y Z.C. Ou-Yang,Phys. Rev. E68 (2003) 061915.

31. Z.C. Tu y Z.C. Ou-Yang,J. Phys. A: Math. Gen.37 (2004)
11407.

32. Z.C. Tu, L.Q. Ge, J.B. Li y Z.C. Ou-Yang,Phys. Rev. E72
(2005) 021806.

Rev. Mex. F́ıs. 56 (1) (2010) 107–122


