ENSENANZA REVISTA MEXICANA DE FiSICA E 56 (2) 165-171 DICIEMBRE 2010

Un complemento al teorema de Nyquist

J.M. Alvarado Reyes y C.E. Stern Forgach
Departamento deBica, Facultad de Ciencias,
Universidad Nacional Adnoma de Mxico,
e-mail:catalina@ciencias.unam.mx

Recibido el 1 de octubre de 2009; aceptado el 21 de junio de 2010

Este trabajo eétdirigido a estudiantes que por primera vez realizan la adduisycel tratamiento de $ales. En algunas carreras ciéinas

puede ser debido a un curso obligatorio de los primeros semestres, en otras a un curso optativo y en otras carreras puede simplemente :
parte de un curso de laboratorio. Se presenta una @evig los requisitos para hacer una buena adqoiside s@ales, de manera que

en el espacio temporal se pueda reconstruir felseriginal con sus caracisticas nas importantes, y al transformar al espacio de las
frecuencias, se obtenga tarabila resoludin requerida. Se revisa el teorema de Nyquist y se muestrastigi@o es suficiente para asegurar

una resoludn adecuada en el espacio de las frecuencias. Finalmente se hace una propuesta para escagesttos perla adquisimn de

datos de la mejor manera posible.

Descriptores:Adquisicion de s@ales; resoluéin en frecuencia; teorema de Nyquist.

The content of this article is specially designed for students that are starting their education in data acquisition and signal processing. In
some scientific majors this can happen in a compulsory or an elective course or in an experimental one. We review some of the fundamenta
requirements for proper signal acquisition in order to reconstruct the most important characteristics of the original signal, and at the same
time obtain the required resolution when transforming to frequency space. We show that the satisfaction of Nyquist criterion is not sufficient
to assure adequate resolution in frequency space. Finally we suggest how to choose the parameters for the best possible acquisition.

Keywords:Data acquisition; resolution in frequency space; Nyquist Theorem.
PACS: 01,50KW

1. Introduccion 2. Datos experimentales vs. datos adquiridos

Richard Lyons en su famoso libfara Entender el Proce- Una gran cantidad de actividades, tanto en la vida cotidia-

samiento Digital de Seles le dice al lector en su prefa- na como en el laboratorio o en las aplicaciones temiol

cio: “No es necesario decirte cuan importante es el procecas, dependen démo se transforma unafsa anabgica en

samiento digital de $mles en la ingeniea moderna,@o te  yna séal digital. En el mundo moderno, recibimos y trans-

diré que el futuro de la eledinicaesel procesamiento digital - mitimos mucha informaéin a traes de corrientes éttricas.

de séiales” [1]. Estas corrientes traen a veces ruido mezclado con la infor-
Un buen procesamiento permite reconstruir ldéiate macbn que nos interesa y otras traen varias informaciones

anabgica, recuperar la informami importante y desechar mezcladas. Para poder descifrar esa inforovaes necesario

parte del ruido. La s&l temporal reconstruida es en gene-adquirirla, por ejemplo con una computadora y, déspue-

ral dificil de analizar, por lo que es cém transformarla para construirla de la maneraas fiel posible, para posteriormente

estudiarla en el espacio de las frecuencias. La caracterizigdentificarla.

cion mas contin de una séal es a trags de su densidad es- En un laboratorio de investigdsi se hacen experimen-

pectral, que es la transformada de Fourier de la imde  {og, es decir, se reproducen éenenos de manera controlada,
auto-correladn de la sBal original. Hay una reladh direc-  gjiminando o introduciendo aquellas variables que puedan in-
ta entre la densidad espectral y el contenido extergde la  fjyjr en ellos. Se entiende por variable toda carastiea que
sehal [2]. pueda causar cambios en los resultados de un experimento.
Lo mas importante para poder hacer un buen tratamientBrimero, se deben determinar todas las variables que inter-
de séal, es asegurar en cada paso que la inforomagrigi-  vienen en un proceso. Degmise trata de cuantificar rela-
nal no ha sido alterada. El presente trabajo hace unaavisi ciones entre variables, como la densidad, la temperatura, la
de algunas de las ideasamimportantes alrededor del proce- enerda, etc. A veces solamente se logra adquirir inforiaci
samiento confiable de Beles. Se hacenfasis, en particular, cualitativa, pero en general se trata de medir, de asignar un
en que un buen muestreo en el dominio del tiempo no asedimero. Las mediciones de las variables se hacen asrav
gura una buena resold@ei en el dominio de las frecuencias de transductores, es decir, de sistemas que transforman un
y, adenas, que tanto el teorema de Nyquist como la dénisi tipo de energa en otro. Lo nas condin, independientemen-
sobre el tiempo total de muestreo y éimero de muestras te del transductor o sensor que se use, es queik fieal
es fundamental para recuperar toda la inforivacie las fre-  sea una corriente &trica. Por ejemplo, un migfono o un
cuencias de la $al original. foto-detector transforman la enéagadistica o luminosa en
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enerda ekctrica. Lo que realmente se mide es una diferenciadial en tiempo real y por otro guardar toda la inforndaci
de potencial o una corriente. El transductor da una medida transferirla a otro instrumento. Algunos osciloscopios so-
confiable cuando se conoce con prdmidia relacbn entre la  lamente pueden adquirir urumero de muestras fijo. Otros
enerda ekctrica y la variable que se quiere cuantificar. tienen una fundn de selecéin autonatica, y hay otros, s

El proceso de medion no acaba aduLa sdial eectrica  sofisticados, que permiten al operador escoger estaggar
debe todala ser digitalizada, adquirida y procesada, ya se#ros.
con un mulimetro, un osciloscopio o una computadora. La Fig. 1 muestra la @fica de una s&l sinusoidal con

La corriente edctrica pasa por un convertidor abgico-  una frecuencig = 10 Hz, adquirida con diferentes frecuen-
digital que asigna un valor niérico a la diferencia de poten- cias de muestreo (5 Hz, 20 Hz y 50 Hz) y ummero de mues-
cial en un instante dado. El experimentador tiene que tomafas fijo (512). Una de las frecuencias de muestreo no satis-
decisiones importantes para hacer este proceso. Para empgee el teorema de Nyquist. La diferenci@snevidente en
zar, la amplitud de la $&l debe ser suficiente para que el estas skales adquiridas es que a mayor frecuencia de mues-
convertidor pueda asignarle un valor sin aniigidad. Des- treo menor es elmero de ciclos. Taméh hay diferencias
pués es necesario determinar el intervalo de tiemycentre  en la amplitud.
cada dato que se adquiere y éhmero de puntosV que se La Fig. 2 muestra un detalle de la Fig. 1. Se puede ob-
quiere adquirir. Al conjunto de datos adquiridos se le llamaseryar que efectivamente, mientras mayor sea la frecuencia
muestra. El intervaloA ¢ entre un dato y otro es la resolu- de muestreo, as se parece laBal reproducida a una Bal
cion temporal o periodo de muestreo de laaedigitaliza-  sjnusoidal. La muestra que no satisfizo el teorema de Nyquist

da. Es importante qué\ ¢ sea suficientemente pedieepara  aparece distorsionada, no como una fandinusoidal.
que no pasen inadvertidos eventos importantes entre un dato

y el siguiente. Por otro lado, sh ¢ es demasiado pedie,

. . , SENAL COSENO
se necesitan muchos datos para poder estudiar @miemno 1

—fg=5f |

durante un tiempo adecuado. ol PARLA R A AL 00 h] ) —rer]
El tiempo totalT; de la muestra es igualB, = N At WL } 1A 141 "

Es importante que el tiempo total sea suficiente para que e UL ‘ Mt H LT l ” I uf;;g;ze:m
fenomeno se pueda observar completamente. Por ejemplo, < ! ‘ |
0.2 ! | R -

se va a estudiar la varidiri en la altura del agua cuando pasa
una ola, y este proceso toma entre 7 y 9 segundos, el tiemp
total de muestreo debe ser mayor @ 9 segundos. De estas
decisiones depende la credibilidad de laaeadquirida. - A

AMPLITUD

Al inverso del peiodo de muestreo se le llama frecuencia
de muestreq’s = 1/A t. El teorema de Nyquist, considera- .
do el mas importante en la adquisici de s@ales, establece ' :
una condiddn necesaria y suficiente para la reconstitci Yo s
en el dominio temporal, de unafs® adquirida: la frecuencia
de muestreo debe ser al menos 2 veces mayor que la frecugficURA 1. Una misma sial con distintas frecuencias de muestreo
cia mas alta de la g&l que se quiere reconstruir [1,2]: y nimero de muestras constante.

fs = 2fm. 1)

En general se da por hecho que el cumplimiento del teo-
rema de Nyquist es una condicinecesaria y suficiente para | & NN\ T
la adquisicdbn correcta de una Bal. Esto es indudablemen- | | ‘ | Sampie=s12 |
te cierto en el dominio del tiempo, pero no lo es cuando se oss-———— - R /SO S W\ W— poeee b
trabaja en el domino de la frecuencia. Sit es pequio, fs | | | | ! | ! |
seia grande. La resoluin en el espacio de las frecuencias, es
decir, el intervalo de frecuenciasas pequo que se puede
estudiar s&8 A f = fs/N. Si el ferbmeno tiene dos frecuen- | |
cias diferentes separadas por un intervalo mendyf aestas T/ 8 R -
dos frecuencias no paah identificarse claramente.
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3. Sdiales en el dominio del tiempo y el teore- .o ™ neweo "

ma de Nyquist FIGURA 2. Detalle de una de las crestas de la Fig. 1. En esta figura
se observa una mejora considerable en la forma déild para una
Los osciloscopios modernos son instrumentos ftilgs pa-  frecuencia de muestreo 50 Hz. Para una frecuencia de muestreo de
ra adquirir s@ales, pues por un lado se puede observar |1& Hz, la séal no es sinusoidal.
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Cuando no se muestrea con la frecuencia correcta puespectral, es decir, en la incapacidad de discernir entre dos
den aparecer componentes no deseadas efidhsee pue- frecuencias cercanas.
den perder o sobreponer frecuencias de fakeriginal; a
este fe®dmeno se le llamaliasing En muchos textos se re-
comienda el sobremuestreo para evitaal@sing Tanto el
teorema de Nyquist como el problemaal&singestn bien
documentados en la mayor parte de la bibliogragéferente
al procesamiento de Bales, ases que no los explicaremos
en este trabajo [1,3,4].

Existe unaécnica llamadaero paddingue consiste en
agregar un ciertomero de ceros a la 8al. Por la Ec. (2)
se puede pensar que al aumentarigharo de puntos) f
disminuye y la resoluéin espectral aumenta. En realidad in-
terpola la transformada de Fourier discreta a un conjusat® m
denso de frecuencias. Sin embargo, eétamita no puede
agregar informadcin nueva a la s&l y, por lo tanto, no pue-
de aumentar la precimn en frecuencia que éstleterminada
4. La sdial en el dominio de las frecuencias y exclusivamente por la frecuencia de muestreo [5].

la transformada de Fourier El muestreo convierte a unais# anabgica en una colec-
. . . cion de puntos. Es entonces adecuado utilizar la transformada
Conocer el contenido frecuencial, es decir, el espectro de frer, = rier discreta (DFT por sus siglas en &sjlpara pasar

cuencias de una Bal, es fundamental para entender €l 0 10Syq| ognacio temporal al frecuencial. La DFT se define como
procesosibicos de los que proviene. Ladnica nas confin

para transformar una 8al del espacio temporal al espacio

frecuencial es la Transformada de Fourier. La extensa varie- = _jomnm/N

dad de skales: peidicas, no pefidicas, aleatorias, 6éicas, X ()= Z a(n)e =T = Z z(n) [cos (2mnm/N)

turbulentas etc; ha obligado a generar una gran diversidad de n=0 n=e

técnicas diferentes para obtener la Transformada de Fourier. —jsen (2rnm/N)]..., 3
Sin importar el uso de herramientas, antiguas o moder-

nas, nurgricas o andficas, si la sial no ha sido adquirida dondeXx lam-&si e d lida de la DET
adecuadamente no &egposible observar el comportamiento ondeX (m) es lam-esimacomponente de salida de la '

frecuencial correcto. Es necesario definir entonces criterio&’ €S ehrg)dliezdesla sa}\l;da 1DFT en Iel domlnlo_dedla fretcug:n—
adecuados para una buena adquisiae s@ales cuando se cia (m =0, 1, 2,3, e ), z(n) asecuencia de entraca
trabaja en el dominio de las frecuencias de muestrasy es elindice en el dominio del tiempo de las
Como muestra la Ec. (1), el teorema de Nyquist pone ufnuestras ‘E'e entrada €0, 1, 2,3, 4,.....y — 1.)’3 =Vl
minimo a la frecuencia de muestreo pero no taximo. Del y N es el tumero de muestras de la secuencia de entraday el
inciso 2 se puede concluir que mientragstgrande éea la nimero de puntos en el espacio de las frecuencias en la salida

frecuencia de muestreo,as pequo sea At y la muestra de la DFT.
se parecér mas a la sial original. Por lo tanto parece que
lo mejor es adquirir una 8al con la mayor frecuencia de
muestreo posible y con el mayonmero de datos.

Es necesario en este punto hacer notar lo siguiente. ,ﬂ'l'
pasar al espacio de las frecuencias, la frecuenés gnan-
de que aparece es justamente la frecuencia de muestreo. Las ejemplos que se presentan a continbradileron adqui-

N-1

Resoluadbn en el espacio de las frecuencias

resolucon en frecuencia esidada por ridos experimentalmente empleando instrumenbtade pa-
tente: un generador de funciones y un osciloscopio. Con este
Is ’ _ )
Af = N (2)  osciloscopio se puede controlar tanto @nero de muestras

_ i como la frecuencia de muestreo, lo que permite, sin lugar a
Mientras mayor segs mayor sea A f, y menor la reso-  qudas, mostrar la reldmi que existe entre estas dos variables

arbitrariamente la mayor frecuencia de muestreo posible 0 45 s@ales.

nomero de datos, afecta de manera importante la infodnaci

en el espacio de las frecuencias. El teorema de Nyquist no .. i

es entonces un criterio suficiente para adquirir correctamenf@@ d€ 1.5 MHz. Se adqudicon una frecuencia de mues-

la sdial. Es necesario agregar otras condiciones para obtenf0 /s = 10 MHz y se obtuvieron muestras de distintos ta-

una mejor resoluén en frecuencia. manos: 32384, 16423, 8192, 4096, 2048 y 256 datos. Estas
A pesar de que estas conclusiones son obvias y tod%enales se muestran en la Fig. 3.

el mundo las conoce, no se mencionan ®i@mente en Lo primero que se observa en la Fig. 3 es que, contra-

ninglin texto sobre procesamiento déiakes. Se han revisa- riamente a lo que pasa en el espacio temporaljeiaro de

do una gran cantidad de libros de texto que son la biblitgyraf muestras isafecta el resultado en el espacio de las frecuen-

recomendada tanto en cursos de la UNAM como en universkias. La amplitud de los espectros y hasta la posidie la

dades de reconocido prestigio internacional. La consecuencieecuencia de la $&l cambia. Estos resultados, conocidos

de no tomarlas en cuenta resudtan la falta de resolumh  como amplitud y derrame espectral, son muy conocidos y su

Se genera una Bal con una sola componente frecuen-

Rev. Mex. Fs. E56 (2) (2010) 165-171
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TRANSFORMADA DE FOURIER CON UNA SOLA COMPONENTE: 1.5MHz FOURIER
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FIGURA 5. Una séal de 1.5 MHz, con diferentes frecuencias de

FIGURA 3. Una misma s&al con la misma frecuencia de muestreo . ,
muestreo y un mismoimero de muestras 8192.

y diferentes aAimeros de muestras adquiridas.
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FIGURA 6. Ampliacion en los picos de las distintas frecuencias de
FIGURA 4. Ampliacion sobre la zona de picos de la Fig. 3. muestreo.

origen se discute en muchos libros. En este trabajo eBister ~ Se presenta unaisal con pocas muestras, 256, y dos fre-
consiste en destacar la importancia de la resofuen fre- cuencias de muestreo distintas, 25 MHz y 10 MHz. De la
cuencia. Por tal motivo, se hace un acercamiento a los picdigura se puede concluir que con pocas muestras y una fre-
obtenidos para los distintosimeros de muestra, (Fig. 4).  cuencia de muestreo menor se puede obtener una definici
En la Fig. 4 se puede observar que el ancho del pico disdel comportamiento de la 8al en el domino del tiempo y
minuye Conforme se incrementa éjmero de muestras. I‘educil’ el anChO del piCO de |a. Componente freCUenCial.
La Fig. 5 muestra una al de 1.5 MHz, con 8192 mues-
tras adquirida a diferentes frecuencias: 25 MHz, 20 MHz5, Resolucon en frecuencia, identificacdbn de
10 MHz y 5 MHz. Al 'hace.r un acercamiento, se puede Qb— fenbmenos simuléineos
servar un comportamiento interesante; para una frecuencia de
muestro menor se obtiene un derrame espectral menor y uEn la mayofa de los experimentos suceden variosbfae-
amplitud de pico mayor, y el ancho del pico es mucho mayonos con frecuencias caradigicas distintas simuineamen-
para una frecuencia de muestreo mayor. te. Puede suceder que estas frecuencias, aunque distintas,
De las géficas anteriores es claro que una frecuencia deean muy cercanas vy, sin la resoércsuficiente en el espa-
muestreo muy alta no es necesariamente la mejobopen  cio de las frecuencias, apareieertodas juntas como un pico
particular si el imero de muestras no es controlable. Es neancho y no podan identificarse. La resolu en frecuencia
cesario en todos los casos hacer un compromiso entre la fres fundamental para identificar varios procesos que suceden
cuencia de muestreo y dimero de muestras dependiendo deal mismo tiempo en el mismo lugar.
la resolucbn que se requiera en ambos espacios. Este com- Para analizar mejor este punto, se captuna s@al
promiso no es siempré&éil de lograr. La Fig. 7 muestra una con cuatro componentes frecuenciales: 1 MHz, 1.01 MHz,
manera de llegar a este compromiso.
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. . uso de ondeletas para resolver las componentes frecuenciales.
FIGURA 7. Combinando la frecuencia de muestreo y P P

el nimero de muestras Af=25x10°/256=97656.62 vy
A f=10x10°/256=39062.5.

FOURIER
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S Lt o | | FIGURA 10. Una misma s@al con distintas frecuencias de mues-
' ' ' treo Af = 4x10°/512 = 7812.12 yA f = 2.5x10°/512 = 4882.8.
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FIGURA 8. Espectro de una 8al con “4 componentes frecuencia-

les”. P N . .
En un ailisis cualitativo se tiene que las frecuencias mas

1.05MHzy 1.1 MHz; con ungs=5 MHz, y N=512. Cones- cercanas entre si, 1 MHz y 1.01 MHz, tienen una sepanaci
tos paémetros, aplicando la Ec. 1, se obtiene una resfuci entre ellas de 10 KHz, y los intervalos en frecuencia son de
en frecuencia dé\f = 9765 Hz. La transformada de Fourier 9765 por lo consiguiente estos intervalos hacen gueildif
de esta d#al se presenta en la Fig. 8. mente pueda distinguirse entre ellas. Como consecuencia se
En la Fig. 8, se esperaba encontrar 4 componentes fr@btienen componentes con picos anchos que envuelven a to-
cuenciales y &8lo se observan claramente 3 componen-das aquellas componentes frecuenciales que se encuentren
tes: 1.01 MHz, 1.06 MHz y 1.11 MHz. La frecuencigaen cercanas o dentro del intervalo de 9765 Hz, como lo refle-
alta de estas componentes es de 1.1 MHz, por lo que urjan las Figs. 8 y 9.
frecuencia de muestreo gig=5 MHz cumple perfectamente La Fig. 10 muestra la $al experimental de cuatro com-
con el teorema de Nyquist. ponentes frecuenciales adquirida a distintas frecuencias de
Aun técnicas de tratamiento defisd como ondeletas o muestreo con el mismdimero de muestras de la Fig. 9.
periodogramas no permiten resolver las cuatro frecuencias. En la Fig. 10 es posible observar que para una frecuencia
Por ejemplo, el espectro de estdiakse obtuvo empleando de muestreo dos veces y media mayor a la frecuencia mas
el softwarewavemenule Matlab con distintas ondeletas ma- grande involucrada en la is& -esta frecuencia es cercana
dres, Haar, Marlet (Sombrero Mexicano), Daubechies, Coia la frecuencia de Nyquist- fue posible resolver las cuatro
flet y la Symmlet. En la Fig. 9 se presentan los resultadosomponentes frecuenciales sin la necesidad de incrementar
que arroja el software antes mencionado empleando la ondk frecuencia de muestreo o dimero de muestras; no con
leta madre Haar. La figura que es importante observar es la precison deseada perd son una buena resoluri, da-
gue representa la transformada de Fourier y que correspode que es posible distinguir las cuatro componentes. Es de-
de a la gafica, normalizada, inferior derecha. Es degor  cir, en algunos casos, se puede obtener una mejor resoluci
muy buena que sea ladnica de aélisis espectral, no puede simplemente incrementando dimero de muestras con una
crear frecuencias que no fueron adquiridas frecuencia de muestro de 5 MHz. Por lo tanto, para ufalse

Rev. Mex. is. E56 (2) (2010) 165-171
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FOURIER

Durante el desarrollo del presente trabajo se ha resalta-
do la importancia de considerar la resoucrequerida tanto
en el espacio temporal como en el de las frecuencias, como
un paémetro para tomar decisiones sobre la adquisicie
una s@al. Los instrumentos con la capacidad de adquirir una
sehal tienen, en ocasiones, dimero de muestras constante
independientemente de las componentes frecuenciales invo-
lucradas. Tener conocimiento de todo lo anterior perandlr
usuario conocer anticipadamente la resd@oa@n frecuencia
y, con ello, saber las capacidades de su instrumento para dis-
cernir entre dos componentes cercanas. Para aquellos instru-
mentos que permiten manipulas y N, le permitién adqui-
rir con mayor certeza las componentes que desea estudiar.

MAGNITUD

FIGURA 11. Con una frecuencia de muestreo de 5 MHz y 8192
muestras, se obtiene una buena resé6lude las componentes fre-
cuenciales. 6. Conclusiones

T —TT Cuanto se ha escrito en el presente trabaja gatexplica-

L = do en la mayda de los libros de texto sobre el tema. Sin

embargo, en ninguno de los que revisamos, ni en las consul-

tas personales que se hicieron a expertos internacionales, se

menciona que el teorema de Nyquist es un criterio sufi-

ciente para recuperar toda la inforntatifrecuencial de una
o sehal. En este trabajo se ha puesto en evidencia esta carencia,

' " y se muestra@mo, tomando en cuenta la resofutespectral

- b desde un principio, se puede hacer una adqoiside datos

i e adecuada.

5. ‘ Independientemente del tipo de procesamiento empleado,

pasar por alto la estimaimi de la resoluéin haa dificil, y a

veces imposible, discernir entre componentes cercanas 0 in-

cluso transiciones que pudieran suceder dentro del intervalo

Af. Si se tiene idea desde antes de la adquisjaie la re-

con N=8192 se tiene una resoloci de 610 Hz, lo cual da Solucbn espectral deseada, la metodédogs muy clara. Si
excelentes resultados como se puede observar en la Fig. 1110, Se& necesario hacer un estudio detallado de los “picos
Es necesario mencionar que si se hubiera querido resolv@fchos” para saber sii son el resultado de un proceso alea-

dos componentes cercanas, alrededor de 610 Hz, simedeiorio 0 de dos o ras procesos que suceden a frecuencias muy
exactamente lo mismo que se ha mencionado anteriormentg€rcanas.

Aplicando nuevamente el softwanevemenues posible re- En conclusbn, se insiste sobre el hecho de que si una
solver sin mayor problema, como muestra la Fig. 12, las coms€ial ha sido adquirida tomando en cuenta solamente el
ponentes frecuenciales involucradas. Lafiga, normalizada teorema de Nyquist, es iifl garantizar que el comporta-

inferior derecha, muestra claramente las cuatro component&gento obtenido en la gfica espectral sea representativa del
frecuenciales esperadas. fenbmeno que se esestudiando.
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FIGURA 12. Graficas obtenidas de emple@avemenude Matlab,
uso de ondeletas para resolver las componentes frecuenciales.
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