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Usando la transforma@n triangulo - estrella y la dualidad de redes, se calcula el umbral de petrolieienlaces para redes con sifieetr
hexagonal. Esteadculo es exacto y ampliamente conocido especialmente para la red triangular y hexagonatritsiaaplicada a la red
de Kagong en sitios y enlaces reproduce los umbrales de peréolatitenidos por Scullard y Ziff. Este procedimiento se aagh la red
cuadrada de enlaces, obtemiose el valor exacto del umbral de percdaciDe acuerdo a la simplicidad de la metod@ogsadagsta
puede aplicarse a otras geonnagrplanas y eventualmente a redes 3D.

Descriptores: Redes duales; percolaci; umbral de percolagi.

Bond percolation threshold is calculated for lattices with hexagonal symmetry, using the transformation triangle - star and the duality of
lattices. This calculation is exact and widely well - known especially for triangular and hexagonal lattices. This technique applied to Ka-
gone lattice in sites and bonds reproduces the percolation thresholds obtained by Scullard and Ziff. This procedure is enlarged to square
lattice of bonds, being obtained the exact value of the percolation threshold. According to the simplicity of the utilized methodology, this can
be applied to other plane geometries and possibly to 3D lattices.

Keywords: Dual lattices; percolation; percolation threshold.
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1. Introducciony teoria lado, se usan desarrollos naritos [7-8] en redes finitas y
mediante simulaciones computacionales se registran distin-
El fenbmeno de percolagh describe de manera simple la tos valores de la probabilidgd hasta lograr determinar el
criticalidad de algunos sistemas complejos y auto - organizgunto citico donde el llenado de sitios (enlaces) llega a un
dos, tales como fédrmenos fsicos, biobgicos y sociales. Los nivel de saturadin. Por sobre esta probabilidad, que determi-
estudios cabnicos esin dentro de la mémica estadticay  na el punto dtico, no hay cambios del pametro de orden en
fundamentalmente asociados a transiciones de fase [1-3]. la red. Por otro lado, e&t los desarrollos arititos, los cua-
les pueden entenderse, directamente desde un punto de vista
El concepto ras tasico de percoladn esh ligado a la  matenatico, utilizando teda de grafos [9], o bien median-
idea de filtraddn o propagaéin, de este modo, la conectivi- te tecnicas basadas en grupo de renormalimafio-11]. En
dad entre sus individuos es una variable importante.&s el Gltimo caso, se estudian crecimientos de pégseceldas,
ejemplo, en una red cuadrada, pueden llamarse individuoslas cuales se caracterizan por una fangbolinomial que se
sus nudos (o sitios), como tarébia sus interacciones entre obtiene mediante renormalizéaci. Manipulando estos poli-
sitios vecinos (o enlaces). Los individuos pueden conectarsgomios que caracterizan las celdas renormalizadas se obtie-
0 NO CON SUS Vecinos, en esta concépae est en presencia nen los puntos @icos no $lo asociado al pametro de or-
de un modelo discreto de percolaci Se puede entonces de- den, sino que adeais permite determinar algunos exponentes
finir cierta probabilidagh de que un sitio (enlace) ésbcupa- criticos que caracterizan el sistema en cuanto a su dimensio-
do o1 — p si est desocupado [4-5]. La probabilidad continua nalidad. Nuevamente podemos asociar esta idea al concepto
est definida mediante una fudei que describe el compor- de universalidad.

tamiento global del sistema a té&sde sus individuos [6]. Otra €cnica andfica utilizada, corresponde a un estu-

dio de conectividades [12-13] basada en la transforomaci

La criticalidad en teda de percolaéin, especialmente en riangulo - estrella propuesta por Sykes y Essam [13], la cual
modelos discretos, es observada por medio de una disconh- 9 prop P yKesy '

. . I P permite calcular exactamente los puntdsians de aquellas
nuidad a medida que la probabilidad de ocupa@umenta. . . .
o : . redes arquimedianas [14] que presentan esta Sametr
Este punto dtico lo determina un pametro de orden, de la
misma forma (clase), que caracteriza el diagrama de fase de En este trabajo se obtiene, de manera simple y exacta,
un fluido, o la magnetizaoh esporéinea de un ferromagneto. el punto citico discutido en los @rrafos anteriores, denomi-
Es por ello que se habla de universalidad enitede perco- nado umbral de percoldm para algunas redes que presen-
lacion. tan simetia hexagonal. Se extiende esta metod@a@gla red
cuadrada, que es séfrica a §misma y no tiene simda he-
En modelos discretos, existen diferentssiicas para de- xagonal, obterindose los valores exactos informados en la
terminar el comportamientoitico en tales sistemas; por un literatura [2-3,9].
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B rentes posibilidades de conérien la red (parte superior) y
su red dual (parte inferior) de acuerdo a este criterio.
En la parte superior de la Fig. 2 se representan para la
4 ¢ red triangular last configuraciones distintas que satisfacen
) o el criterio mencionado arriba. Los enlaces ocupados se re-

presentan poriheas continuas y los desocupados mediante
lineas discontinuas. Lamkas segmentadas representa la red
dual. La funcén polinomialt3 +3t%(1—t) representa ani
camente lad configuraciones. Por otro lado, en la parte ba-
ja de la Fig. 2 muestra lanica configuradin posible para

la red hexagonal que satisface el criterio mencionado arriba,
verificandose que todos los enlaces en la red duahestu-
pados. Esta configurdm tiene asociado la furfm polino-
mial »3. Como se trata del mismo criterio, ambas funciones
polinomiales son iguales y adé@sila dualidad entre las redes
permite definir quér = (1 — ¢) [13]. Igualando las expresio-
nes y resolviendo se establece una e@radibica, que en la
variablet es

FIGURA 1. a) Red triangular sigtrica y su dual hexagonal, b) red
hexagonal siratrica y su dual triangular, ¢) transformaweitriangu-
lo - estrella.

3
FIGURA 2. Configuraciones posibles en la red triangular de enlaces t"=3t+1=0. (1)
y su red dual, tal que elértice A conecta B y C simuineamente a

través de los enlaces ocupados. La resolucdn exacta de las ecuaciondmias ya fue resuel-

ta por las érmulas de Cardano y puede demostrarse que esta
ecuacbn en particular contiene tresicas reales, en cuyo ca-

1.1. Red singtrica triangular y hexagonal SO se tiene:
La red triangular se caracteriza por $ugecinos nas cerca- t; = 2cos 2 ~1.5432. .., 2
nos en sitios de la red y adé@spor sud0 vecinos nas cer- 9
. ” 8
canos en enlaces. En cambio, la red hexagonal, osiéies ty = 2cos o L _1.8794. . : A3)

mas cercanos ¥ vecinos nas cercanos de enlaces. Unien-
do los centros geoatricos de cada tihgulo que conforma
la red triangular, se determina una red hexagonal, en tanto,
al unir los centros geoatricos de los heagonos de la red . .
. . De los tres valores anteriores, correspondiente a la solu-
hexagonal, se encuentra una red triangular. Esto determina, PP . .
. . ion de la ecuaéin dibica, $lo t3 est en el intervalo que
la dualidad en estas redes, como lo muestra la Fig lay 10, .. " -
) . . efine la probabilidad. Este punto dtico representa la co-
En estas figuras, se ha representado twalcontinua la red . - . o N .
. ; : . nectividad ninima posible utilizando el criterio establecido
triangular (Fig. 1a) y hexagonal (Fig. 1b), canda punteada X ; .
: . . en el farrafo anterior para la red triangular y su dual repre-
los enlaces de primeros vecinos y coniteeh segmentada la : o
o sentada por la Fig. 2. Para valores menores de la probabilidad
red dual. Los puntos negros representan sitiés oercanos . ” ; o
L , en comparadin con el valor dtico no se satisface el criterio
en torno del sitio central. Una barréamigruesa representa el : .
: . ; y para valores mayores a este valor, siempre se satisface. Es-
enlace al cual se refieren los enlacésroercanos. La Fig. 1c, : .
i L te punto se denomina umbral de percdaaile enlaces de la
se denomina transformaei triangulo - estrella y represen-

ta la dualidad en ambas redes y fue propuesta por SykesreOI trigpgular [13] y coainmente se escribe eerminos de
" ” Ia funcion seno como

Essam en aluéh a la transformadin de Kennelly usada en

circuitos estrella. _ tamt. =2 cos Ur o (?ﬂT+7T> 2sen ™ (5)
Para determinar el umbral de percofactide enlaces en 9 2 18 18

la red triangular y al mismo tiempo de la red hexagonal, se

utiliza la transformadin triangulo - estrella y se analizan dis-

tintas configuraciones tal que exista conectividad entre do,

0 mas puntos a tra@s de sus enlaces. De esta forma, usan-

do el siguiente criterio: “existe conectividad entre el punto A h. =1—2sen T (6)

y los puntos B y C simu#tneamente a trég de uno o i&s 18

enlaces” y definiendo comt{h) la probabilidad de que un 12  Red sinétrica cuadrada

enlace perteneciente a la red triangularé&tiica (hexagonal

simétrica) est ocupado yi — ¢t (1 — h) si esh desocupado, Se aplica el criterio definido en la seguianterior a la red

respectivamente, se determina una probabilidad asociada adaadrada de enlaces, considerando que su red dual es la mis-

conectividad usando este criterio. La Fig. 2, ilustra las difema. La Fig. 3 ilustra todas las posibilidades de conectar el

14
ts = 2cos —= ~ 0.3473 ... 4)

Alternativamente, el umbral de percolaci de enlaces
ara la red hexagonal és = 1 — t., en cuyo caso resul-
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punto A con los puntos B y C simalheamente a trés de sus

C
enlaces, correspondiente al criterio establecido anteriormen s :
te. Para ello, seala probabilidad de que un enlace&@stu- c,
pado y1 — ¢ que est desocupado en la red cuadrada de enla- ©2
ces, entonces se encuentra que este criterio queda determin
A C

do por 4

b)
2 2 3 4
c(l—c)*+4c’(1—c)+c*. 7 L
( ) ( ) (7) FIGURA 4. a) Transformadin triangulo - estrella para una red
Por otro lado, si se definé (1 — ¢’) como la probabilidad triangular de enlaces asatrica. b) Transformaon para una red
de que un enlace este ocupado (desocupado) en la red dugifadrada asistrica de enlaces.
respectivamente, entonces se obtiene que el criterio en la red

. Usando la metodoldg propuesta en la seéci anterior,
dual esh determinado por 8 prop

donde ahora; (h;), coni = 1,2, 3 representa un enlace ocu-

(1 -2 +43 1)+ 8) pgdo_ para una red triangular (hexagon_al) y considerando el

criterio (I) sobre los enlaces de la red triangular y su dual, se
Considerando como antes la dualidad expresada @stravencuentra que
dec = 1 — c e igualando las expresiones y resolviendo, se
llega a la ecuaéin dibica(2c—1)(2¢2 —2¢—1) = 0. Las tres hihohs — tita(1 — t3) + tits(1 — t2)
reices reales determinan los valoreticos y $lo ¢, = 1/2
- 7 + tat3(1 — 1) + t1tats. 9

esh en el rango que determina la probabilidgdcorrespon- 2ts( 1)+ tibats ©)
de al umbral de percolam de la red cuadrada de enlaces. Reordenando logtminos, se tiene que

1-c¢ c c

B < b B b B b B b h1h2h3 — t1t2 —+ t1t3 + tgtg - 2t1t2t3. (10)
c l-c c 4 1—¢& o c c
4 c 4 c y c 4 c Por otro lado, cuando se aplica el criterio (11p)e exis-
c c c 1-c ten dos configuraciones: una para la red triangular y otra para
=g c la red hexagonal. Para la red triangular, esta configbmesz
’ b 5 b caracteriza pof1 — ¢;)t,t3, en tanto para la red hexagonal
¢ 1-c c c porhiha(1— h3). De esta forma reemplazando la Ec. (10) se
at=———a 4 el obtiene que
FIGURA 3. Configuraciongs posibles en la red guadrada de enlaces hihg — ts + tity — titots. (11)
y su red dual, tal que efertice A conecta B y C simuiheamente a
traves de los enlaces ocupados. La configuraddn anterior, usando el criterio (II), permite

De esta manera, usando conectividades de los enlaces eptener otras dos condiciones por la sifizeostrada en la
la red triangular (y cuadrada) y considerando el concepto deed dual, estableéndose que:
red dual, se establece con exactitud el umbral de peréolaci
asociada a cada geoniatrAunque estos resultados han si- hihg — ta + tits — titats
do publicados y mencionia_dos, la manera & del @lcu- hohs — t1 + tots — t1tots. (12)
lo del umbral de percolagn de la red cuadrada es uno de
los aportes de este trabajo el que ha sido determinado tam- De acuerdo con las transformaciones anteriores y consi-
bién por teora de grafos [9]. La metodolég propuesta es derando que una red es dual de la otra, entohcesl — h;,
una forma alternativa de encontrar cada uno de estos puntge modo que reordenandérininos se obtiene la ecuéni

criticos. para la red triangular asktrica:
1.3. Transformaciones de una red asif@trica titots —t1 —ta —t3+1=0, (13)

Consideremos ahora una red triangular (hexagonal para la red hexagonal aginica:
asinetrica (lados desiguales) determinada por la transforma-
cion triangulo - estrella como la ilustrada en la Fig. 4a. Se hihsohs — hiho — h1hsy — hohs +1 = 0. (14)
desea determinar una ecuagi tanto para la red triangular,
como para la red hexagonal en fuiitide sus enlaces res- Cuando los enlaces son iguales, (eventualmente presentan la
pectivamente. Para ello, se utilizan dos criterios (uno de elloBlisma interaccin) en cada ecuamn anterior, se recuperan

mencionado anteriormente): las expresiones de la Sec. 1.1 para estas redes.
Al aplicar los criterios (1) y (I1) en la Fig. 4b sobre los en-
) Elpunto A, conecta By C simiélheamente. laces de la red cuadrada asiimica, donde un enlace ocupado
II) Elpunto A, conectaaBynoC. esh representado pef, con: = 1,2, 3,4 en la red cuadrada
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y ¢; enlared dual y considerando el criterio () se obtiefien Una forma de determinar si estas expresiones son correc-
configuraciones posibles caracterizadas por tas, consiste en determinar el umbral de percétade la red
cuadrada de la Sec. (1.2). Cuando se impone la candaz

crea(l —e)(1 =) + (1= er)eacsea + ea(1 = ea)eses simetiac; = ¢ en las Ecs. (18-21), se tiene

+ 6102<1 — C3)C4 + 610263(1 — C4> + ci1cac3C4
—2c+1=0= (2¢—-1
= —2ci1cac3C4 + Coc3Cy + Cc1C3C4 + C1Co. (15)

2c—1

(
. _ ) —c—c+1=0=(
La ecuaddn anterior es equivalente en la red dual, pero en
(
(

la probabilidad’, de modo que considerando la propiedad de ~ 2¢3—3¢*43c—1=0 —

) =
)
2c— 1)(02—c+1)
dualidadc, = 1 —¢; y luego igualando con la Ec. (15), se tie- (

=6 +4c—1=0 = (2c—1)(2¢*— 2c+1) 0. (22

ne que
—2(1—c1)(1 —c2)(1 —e3)(1 — ca) En cada una de ellas se obtiene un puniicoren
+(1-c)I—c3)(I—ca))+ (1 —c1)(T—c3)(1 —ca) 1

Ce = —.

+ (1 —e1)(1 = e2)2¢10¢4 + 2¢102¢3 — 2¢109 — 103 2

Por otro lado, cada una de las ecuaciones representadas en

son coincidentes con sus respectivas ecuaciones representa-
En este caso, si los enlaces presentan la misma interadas er’, cuando se realiza el cambio

cibn ¢; = c se obtiene la misma ecuaai calculada en la

Sec. (1.2) para la red cuadrada de enlaceétsicos. Ahora, c=1-¢

se aplica el criterio (ll), ala red cuadrada astrita, donde se

obtiener3 configuraciones posibles en la red y en la red duavalidando la propuesta original.

y siguiendo el procedimiento aplicado para el criterio (1), se
obtiene la ecuadn 2 Resultados

—c1cq4 — Coc3 —Ccocy +1 = 0. (16)

—C9C3Cq4 + C1C3C4 + C1C2C4 + C1C2C3 — C1C2 . ]
La metodolo@a desarrollada en la Sec. 1 se aplica ahora a la

—cacs—caczt+ce=0. (17)  red de Kagora para percoladh de sitios y percolash de

En este caso, cuando se impone la coddide enlaces enlaces. Se ha escogido esta red _dado gue tiene ®irhetr
iguales se obtiene la ecuanidibicac(2c — 1)(c — 1) = 0 xagonal, suﬂred dual es Iq red de Dice y los valores del umbral
que presenta un puntoitico enc, = 0,1/2, 1, donde 6lo de percoladn son conocidos en ambos casos.
1/2 est en el rango que correspone al umbral de perdmtaci L2 Fig. 5a ilustra una red de Kagénmepresentada por
de enlaces de la red cuadrada. Como se observa, las Ecs. (li)gas continuas. Se observa que la intetacentre sitios
y (17) no son iguales, por lo tanto basta la aplibacie un Mas cercanos ek representada por puntos negros, en cam-
criterio sobre la red cuadrada para determinar el umbral d@io, la interacdn entre enlaces a vecinosacercanos e
percolachn de enlaces. Esto se explica por el hecho que 1§€ePresentada poirleas punteadas. Finalmente, la red dual
red es dual deismisma. En este sentido, se propone en ePS& representada paineas segmentadas. La Fig. 5b ilustra
presente trabajo que cada enlace, par de enlatedgtenla-  Una celda rmima con la cual se puede generar la red de Di-
ces o los cuatro enlaces de la red diiica cuadrada trans- €€ mediante una repetini en el plano. Se han identificado
forman con su dual, con lo que se obtienen la relaciones d€s enlaces internosifiea segmentada) conig y los pa-

transformadn y ecuaciones asociadas: res de enlaces externos corfg, ¢;) (linea continua), con
, 1 = 1,2,3. La Fig 5c ilustra una celda, cuya repebicien el
¢ — e = -2a+1=0, (18) plano genera la red de KagénSe han identificado los enla-
crea — dich => —c1 —ca+1=0, (19)  ces internos y externos de una manera similar a la mostrada
en la Fig. 1b.
VAN 7. e s
C1C2C3 — C1CyCy == — 2€1C2C3 + C2C3 + C1C3 El umbral de percoladn de sitios de la red de Kag@énes

conociday es igual al umbral de percofatie enlaces de la

+cicg—cp —c¢ .
1o red hexagonal Ec. (6). Para comprobar este resultado median-

—c3+1=0, (20) te la presente metodol se utiliza la Fig. 5b. Para tal efec-
to, se relacionan los enlaces internos y externos de la celda
C1CaC3Cy — C)CHChCly = — c1Cac3 — C1Cacs — C1C3C mediante una transformaxi entre ellos. Esta transformani

es equivalente a la transforménide la red triangular a la he-
xagonal. Para todos lo&lculos realizados posteriormente se
+ ¢ocs + Cocy + c304 — 1 supone que la probabilidad de que un enlace estipado es

hi, p; 0 q; ¥y Si esh desocupado es su complemente h;,
—c—c—a+1=0. (21) q_ p;, 01 — ¢;, respectivamente.

— CaC3Cq + C1C2 + C1C3 + C1C4

Rev. Mex. Fs. E56 (2) (2010) 190-196
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b)

a)

FIGURA 5. a) Red de Kagogy su red dual, b) Celda hexagonal
de la red de Dice c¢) Doble celda hexagonal de la red de Kégom

Al aplicar el criterio (I) en los enlaces internos de la

W. LEBRECHT

Asi para las9 configuraciones ilustradas en la Fig. 7 se

obtiene la siguiente transformaai:

hohs — hihohs — p1g1 — P1P2q192 — P1P391G3

+ P1P2P3q192G3, (24)

o en forma alternativa

hohs — p1q1 + P2p3g2q3s — P1P2P3q1g2q3-  (25)

Otras dos transformaciones pueden obtenerse al utilizar
el criterio (Il), dado que puede preguntarse alternativamente

Fig. 5b se requiere que todos los enlaces deban estar oogue A conecte C y no B y luego que B conecte C y no A.

pados, en este caso la probabilidad total gs,h3. La Fig. 6

Ellas eshn dadas por

representa las0 configuraciones posibles cuando se aplica

el criterio (1) a los enlaces externos de la Fig. 5b. lineds
gruesas representan enlaces ocupados, yrlaad ms del-

hihs — paga + P1P3G193 — P1P2P3919243,

hiha — p3qs + P1P2qi1G2 — P1P2p3q1G2q3-  (26)

gadas enlaces desocupados. Sumando las probabilidades que

representan cada configuraciy realizando las simplifica-
ciones se llega la siguiente transforntaci

hihahs — p1p2q1q2 + P1P3q193 + P2P3q2q3

— 2p1p2p3q1q2q3  (23)

Por otro lado, este mismo procedimiento se aplica con

siderando ahora el criterio (II). En el primer caso, esto es,

considerando los enlaces internos de la Fig 5b, se obtie
la probabilidadhshs(1 — hy). En el segundo caso, se debe

Cuando se realiza el cambio de variables: p;q; en las
Ecs. (23)-(26) y se compara con las expresiones obtenidas pa-
ra la trasformadin entre la red triangular y hexagonal dadas
por las Ecs. (10)-(12) se observa una igualdad, esto significa
que la percoladin de sitios de la red de Kag@transforma
de acuerdo con la ecuaci dada por (14), cuyo umbral de
percolacdn es la Ec. (6) cuando existe simatde sus enla-

ces.
Consideremos ahora la Fig. 5¢ para discutir la percola-

N&on de enlaces de la red de Kagarkl desarrollo que se rea-

liza a continuadn fue propuesto por Scullard y Ziff [16], los

analizar todas las posibles configuraciones en que los enlacg&abs consideran el proceso inverso al utilizado eflelie

externos de la Fig. 5b satisfacen el criterio (Il). Estas combi

To anterior. Esto significa utilizar la siméirde la doble celda

naciones esin representadas en la Fig. 7. Los enlaces 0CUPgjeyagonaly por lo tanto sus enlaces internos deben satisfacer
dos se ilustran coridea gruesa, en cambio los desocupado§a Ec. (14) escrita de la siguiente manera:

con unainea delgada.
C c Ps C P C Ps (_ ——
\ . S \ 3
9, \ VAN 93 qf N R ZTARN \ af N, 93
\ \ \ \ \ \
F----2 B / r--=-)B F----%B === B r----)B
N\ / / / ’
P’ P, S p, P\ / PN\ / /‘ AN P
/ : / / ;
g 4 q A T q g
C C Ps [ 4 P [- Ps o
/N Ny N
‘% 73 VAN 5 df N CCCYARN &: 4
SN \ \
-==3B r-=--=)B r-=-=-=)B r====3B
\ / / / /
D\ ,\ / Dy P\ / Dy P\ / / 2
; / /
A q, A A q, 4
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\.

\
N
4

\.
\
\
-
/
/
/
9

UjU2U3V1V2V3 — UIUVI V2 — UIUIVIV3

(27)

— uguglory + 1 =0.

Usando las transformaciones de los enlaces internos (a
la manera hexagonal) a los enlaces externos, mediante las
Ecs. (10)-(12), recordando que les transforman a los;

y los v; a losr; y realizando eklgebra correspondiente, se
obtiene la expreén

FIGURA 6. Conectividad en enlaces externos de la celda de 1a redy; 5145, 5955 — 7975581 8283 — 1173518283 — 7172515283

de Dice aplicando el criterio (I): A conecta B y C sinarieamente.

C...

C
q/ AN N\ /N \
\ \ /N \
\ \
4 /)_____\B / e 8
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C (4 € Ps
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[N qs VRN Y ARN N\
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r-===)B r-===)B r-==--2B r-=-=--2B
N/ / N/ /
/ by PN\ / p, N/ PN\ / P,
@ A q A g

N\

/
A

— T'1T2Tr38983 — I'1Tror3sS183 — I'11rar3sS1S82 + 3515283

+ 72515283 + 11515283 + 11735283 + 71725283 + 12135153
+ 71728183 + 11727383 + 1238182 + 1738182 + 11727351
+ T17T2T382 — 115283 — 128183 — T'1T283 — 121351 — 1’35152
(28)

— 111389 —Tr9Sg — 1181 —r3s3+ 1 =0.

Considerando ahora que todos los enlaces son iguales a
r; = s; = k, se obtiene la ecuam de grado seis, dada por

FIGURA 7. Conectividad en enlaces externos de la celda de la redk® —6k° +12k* — 6k —3k2+1 = 0, cuya soluddn nunérica

de Dice aplicando el criterio (l1): A conecta B, pero no C.

genera un punto @iico dado pork. = 0.5244297.. el cual
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obtenéndose la ecuatn para sus enlaces:

—T38283 — I'28283 — T'2T'3S3 — T'2T3S2 + S253 + 1383
+ 1283 + 1382 + 1282 + Tar3 — Sz — S2

—r3—1ro+1=0. (32)

Reemplazando la Ec. (30) obtenida en la Ref. 15 en la
» b 0 Ec. (32), se encuentra:

FIGURA 8. a) Red Martini A de enlaces. b) Red Martini A de sitios 7"35?3 — 138283 — IarssSs + 1"32)53 + S983 + 1983 + 1389
c¢) Red cuadrada as#trica de enlaces.

+T‘27'3725378272T37T2+2:0. (33)
corresgonde al umbral de percolatide enlac_es de lared de Cuando la interacoh es la misma y los enlaces= s; = c,
Kagon®. Dado que la red de enlaces de Dice es dual de lg

B} . e obtiene la ecudm cuadatica(2c — 1)(¢ — 1) = 0, cuyo
e o Kagrs, o auerdo ala Fig. S emonces el umbra i e 55 CCIEELL o - re er

En la Ec. (28), y suponiendo ahora que el enlace- 0, se colacbn de enlaces de la red cuadrada, como se ha menciona-
encuentr.a ue’ ysup q ' do anteriormente en este trabajo. Este mismo procedimiento
q puede realizarse con las Ecs. (16) y (17) oli#rdose el mis-

mo resultado.
— T2738182583 + 35818283 + 72815283 + 12735183

+ 1or35182 — 25183 — T2r38] — 135182 — I'2S2 3. Conclusiones

—rss3+1=0. 29  se puede concluir de este trabajo, que la metodaloge-
diante el estudio de conectividades para obtener los umbrales
En el caso particular en que los enlaces tengan la mismde percoladn de redes duales es simple y exacto. Mediante
magnitud de interacohn r; = s; = m, Se obtiene una ecua- transformaciones entre enlaces de redesé&sicas es posi-
cion de grado cinco, dada pemn®+4m*—3m3—2m?+1=0  ble establecer umbrales de percobaxcile redes planas en las
gue al resolverla nuéricamente se obtiene un puntdtico  cuales los enlaces no tienen la misma intei@tcEn el ca-
determinado pom,. = 0.62545.. correspondiente al umbral so de la red cuadrada de enlaces, el umbral de peréaolaci
de percolad@n de enlaces de la red Martini A [15] (Fig. 8a). es0.5, para la cual se han identificado al menos cuatro ecua-
De la misma manera que antes, cuando se impone,gee)  ciones anaticas Ecs. (18)-(21) que dan cuenta de este punto

en la Ec. (29), se encuentra que critico. Estas ecuaciones presentan una simegéspecto de
la transformadin ¢ = 1 — ¢/, representando la dualidad de
—r9sy — 1383 + 1 = 0. (30) lared consigo mismay constituye uno de los aportes de este

trabajo. Del mismo modo, se ha validado el umbral de perco-
lacion de la red de Kagoénde sitios. El uso de estadnica
permite estudios sobre otras redes arquimedianas y eventual-
mente en redeslibicas, tanto de enlaces como sitios, cuyos

En el caso particular qug = s; = m’ se determina una
ecuacdbn cuadatica dada por-2m'? + 1 = 0, cuyo punto
critico m;, =1/, c.or.respc.)nde al umbral de percotawde puntos citicos pueden contrastarse con estudiosémnigos o
sitios de la red Martini A (Fig. 8b) [15,16]. de celdas renormalizadas.

Finalmente, con el objetivo de comprobar las transfor-
maciones que dan lugar a la Ec. (21) para la red cuadrada L
asinetrica de la Fig. 8¢, se tiene que los enlaces transformafdradecimientos
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