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Los avances tecndgicos recientes, apoyados en una profunda comgnedsi las caractesticas propias de los electrones, son los elementos
que ya esin listos para innovar la tecnoliagde la informadn, a$ como para refinar laétnica de iragenes mediante el efecto de la
resonancia maggtica (MRI), la cual es crucial como herramienta de désgico para generar vistas de tejidos vivos sin ird@sii ddio,
entre otras aplicaciones importantesi 4se, con la intenén de explicar los conceptosotgcos kasicos que no son tratados, en general,
con suficiente claridad en la literatura especializada y libros de texto tradicionales, relacionados coicldagpdescritas mediante la
ecuaocbn de Dirac, analizamos los operadoreérticos que proyectan sus peculiares carestieas. Estos operadores@stisociados con
cantidades f@ricas que se conservan y por endé@eselacionadas con las sinies del sistema. Consideramos la formwadiamiltoniana
para establecer el principio de conseréacy las propiedades de los proyectores que determinan la de helicidad, quiralidad y pélarizaci
de las paittulas de Dirac.

Descriptores: Fermiones; edp.

The recent technological advances, based on the profound understanding of the electron’s inherent characteristics are the elements that
ready to innovate the technology of information, as well as to refine the (MRI) technique of imagery through the efect of magnetic resonance,
which is crucial as a tool for diagnosis and generation of views of live tissues without invasion or harm. So, with the intention to explain the
basic theoretical concepts, which are, in general, not clarified in the specialized literature and traditional textbooks, which are related with the
particles in Dirac equation, we analize the quantum operators that project some of their peculiar characteristics. These operators are relate
with the conserved quantities in the theory and therefore with the symmetries of the system. We consider the Hamiltonian formulation to
establish the conservation principle and the properties of the projectors that determine the helicity, quirality and polarization of the Dirac
particles.

Keywords: Fermions; spin.

PACS: 01.30.Rr; 01.40.Ha; 03.65.Pm

1. Formulacion Hamiltoniana

El marco de referenciadeico para describir las caracisti- a= ( Q g ) B= ( 10 > 2
casy el comportamiento de pi@las lasicas, como lo son el g 0 )’ 0 =1 )’

electibn y los quarks, es la ecuaai clantico-relativista, ob- 7 = (0,02, 0% son las matrices de Pauli

tenida por P. Dirac en 1928 [1]. Estas peutas satisfacen la T '

estadistica de Fermi-Dirac, que establece que no puede haber . 0 1 ) 0 —i

dos de ellas con todos su8meros canticos ig@nticos (esto g = ( 1 0 ) 0= < i 0 ) ,

es, en el mismo estadoamtico de paitula individual). Lo

anterior es conocido como el principio de exciusde Pauli, o3 — ( 1o > ' ?)
con el cual se explica la tabla padica de los elementos. Con 0 -1

el proposito de describir las propiedades relacionadas con
espn que caracterlz_a a las parlas Fje Diracy encor)trar !as cuadrados generan la matriz identidad.
constantes de movimiento, apropiadas para la déteaté

L . Lo En la formulacbn covariante se adoptan las matrigés
observables simuiheas, vamos a considerar el hamiltoniano . !
. . g ) ) cony = 0,..., 3, las cuales son matricdsx 4 que esin de-
de la ecuadin de DiracH p para patficula libre [2]:

finidas en érminos de bloques de matricgés< 2 en los que
3 participan la matriZ identidad y las matrices de Pauli. En la
Hp =cd -+ pmc® =Y campi+Pmc®. (1) RS eshn dadas la siguiente manera:
i=1

I P : .
(?_as matricesy y £ son tales que anticonmutan entre/ sus

I 0

, (0 _

Este consiste de los siguientes elementos: el trivector mo- v =EB= ( 0 —J ) ’

mentop’ = (p1, p2, p3) ¥ la masan de la paricula, la veloci- ;

dad de la luz:y las matricesi y 3, que en la representaci v = Ba; = ( 0 ; 8 > i=1,...3. (4
estindar (RS) tienen la siguiente forma: -
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En ttrminos de estas matriced el hamiltoniano de la ecua- es decir, qué&ste conmuta con el hamiltoniano, vamos a en-
cibn de Dlrac se reescribe de la siguiente forma considerandmntrar la expreéin expicita para el esp S (momento an-

que(y ) =1 gular interno de la pédidula en consideragn).
Para ello, primeramente vamos a evaluar el conmutador
Hp =c(y*9 - p++"mc) . (5)  del momento angular orbitdl = 7 x p’con el hamiltoniano
En adelante vamos a trabajar en unidades naturales para las [Hp, L] = eiji [Hp,ripj] # 0 (12)

cualesc = 1, h = 1, losindices latinos toman valores de

1 a 3, mientras que los griegos van de 0 a Bidices re- y obtenemos, para pé&stla libre, que estos operadores no

petidos implicadin suma sobre ellos. Solamente se consideraonmutan entreisLo anterior determina que existe una com-

el caicter covariante y contravariante de tensores cuando $®nente adicional con caradtgicas de momento angular (el

utilizanindices griegos. espn S) que compensa dl de tal manera gue el momento
Las matrices* satisfacen la reladhn de anticonmutagén ~ angular totall = L + S , § se conserva, es decir,

siguiente, donde*” es el tensor r@trico de la relatividad es-

pecial: [Hp, Jk] = 0. (13)
APV Yt = 2gHY Tenemos entonces
10 0 0 [HD, }*fzhc(axﬂio (14)
0 -1 0 0
= 6
g 0 0 -1 0 (©) y al proponer
00 0 -1
§-"axa §) = eay 15
La base conveniente para describir cualquier matriz de —u” X ( >7 = g SRk (15)
4x4 esh dada por 16 matrices las cuales domy*, o+V,
50 resulta
Y
0 I [HD,S} = - [HD,L} : (16)
V=5 =i’y = ( I o ) :
Por lo que
La definicbn de la matriz*” es B L Lo
; ; [Hva}:{HD,LJrS} =0, J=L+S. (17)
ot =" =5 M = 7 )
Asi que, tomando en cuenta las Ecs. (4)
que en forma exftita corresponde a
J h h 0.k
‘ . (S) = —eirogar = —eiiry Y70y
T A oo’ 0 i A 4i
oW = 2 [’YZ ,YJ} —— i
2L 0 oo’ ih h ik
= Z&:”k*y ’y Z&qjjkg (18)
< ok 0 > > ®)
= Eijk = Eijk 2k, i
R4 0 O'k K (S) = EEZ]]@U] E Z (19)
; ; i 4 2
0j __ 0 .71 — J 0y — ;.. , L. .
o = 9 [V 7] = ) (V'Y =277") =iag. (9) y al comparagéste con el resultado de la sentanterior
La matriz: se define en la Ec. (8) y en tanto que 0 =1 Sk, Tp = %gijngij (20)
5\2 5 5
(") =1, 7t ==ty (10) y utilizar las propiedades del tensor de Levi-Civita,
puede establecersadilmente la relaéin que existe entrs
ya. Z EijkEijn = 20kn,
i,j=1
- 7 0 5 o
25( 7 _,):’y50_2, a=~"%=%" 1 3
0 ¢ Z E”nO' Z EwnE”ka = 2(5].3”2],3 = 22 (21)

i,j=1 1,j=1

2. Representadn matricial del espin _ B . .
se confirma qu&' = (%/2)X. Por otro lado, no es diil de-

En base al principio que establece que en ausencia de fuerzasstrar que§ satisface las reglas de conmutatpropias de
externas, el momento angular totake conservd,H, J|=0,  un momento angular.

Rev. Mex. 5. E 56 (2) (2010) 197-206



CONCEPTOS BSICOS ACERCA DEL ESIN, HELICIDAD, QUIRALIDAD Y POLARIZACI ON DE UNA PARTICULA DE DIRAC

3. Representaddn del espn en el sistema
propio

Para el sistema particular en el que la faitt libre se en-
cuentra en repos6H p) = v’mc? las soluciones de la ecua-
cion de Dirac,

X

—mc?1

mc21
0

.0

v 2
‘ot

X)7(m

son
© = pexp (—icht) , X = Xexp (icht)
donde
~ ¥1 ~ X1
= = 23
% ( . ) X ( o ) (23)
es decir
_ 1 0
Y =¢ 0 + %) 1 )
- 1 0
X:X1(O>+X2(1)a (24)

y se interpretan los estados de em@rngositivap; y los de
enerda negativay; como estados de dsypara arriba si = 1
y de esjfn para abajo si = 2.

Por lo anterior pareci& adecuado considerar a la ma-
triz ¥ para describir al es$p de la paffcula, sin embargo esto,
en general, no es lo correcto.

Dado que

0.5.0.k

5y09%] = 404540y

(7%, Zk] = [+°7°7%

5,0.k,0 _

—P09 0 = =Pk PR =0,  (25)

para pafcula libre[S, Hp] = 0, s conmutan entreislo que

implica que estos operadores tienen autoestados que compat-

ten Sin embargo, en el cas@sgeneral Ec. (5), ebtmino
cv%7 - 7 del hamiltoniano no conmuta cah es decir, consi-
derando las Ecs. (10) y (11) se obtiene

(V7' Dis Bi] = [0 Za] pi

0,7 [ 50k}

APag] pi= [0y Ny

[+°

=["v

el e e A e B R e R
y

) pi
P (=" Y 4R pi
=29 (6" —7"+*) pi

=29 (—pr—piy'7/*) # 0 (26)

Resultando que, tarbk para el sistema en repoé?brepre—
senta adecuadamente al iesge la paicula.

199
4. Operador helicidad

Usando el resultado de la Ec. (26) se puede verificar que al
multiplicar el conmutador en ella ppg, es decir, al construir
el operadoﬁ - p si se logra obtener un operador asociado a
una constante de movimiento, que comparte estados propios
con elHp en tanto que

[HD,f: -ﬁ} — 0. 27)
Consecuentemente, el operador correspondiente a la proyec-
cion de¥ en la direcodn del trimomento de la pacula ad-
quiere importancia y es conocido como el operador de heli-
cidadA, [3]:

(28)

A diferencia deX, el nuevo operado¥. - 7 relacionado
con el espn §:(1/2)i es un operador relevante cuyos auto-
estados tambn son autoestados de eriardefinida.

Dado queA? = 1, los valores propios de este operador
son\ = +1 para sus autoestado%

il

iz

Paraxt =1,% y p'tienen el mismo sentido (helicidad po-
sitiva) y para el autovalok~ = —1 la helicidad es negativa,
) y p'son antiparalelos. (Ver el Amdice para encontrar los
estadoeﬁ para un caso particular).

(2 p) u = Ao, p= (29)

5. Operador de quiralidad ~°

La quiralidad est relacionada con el giro y se refiere a
la "lateralidad” derecha o izquierda de un sistema. Como
(7 )2 = 1, sus valores propios sahl y sus estados propios
son las soluuones de la siguiente ecamei®ul = +ul :

(), Ga)(0), (), e
X ch I 0 X ch X ch
por lo tanto
Xch = £Pch; (31)
en consecuencia
+ Pch - _ Pch
Heh ( Pch >’ ch ( —Pch ),
$1
ch = . 32
ea=( 21 @2)

Los autoestados de quiralidad requieren o de dos com-
ponentes, es decir, las dos componenteg ge
Al aplicar el operador (de proyedi)

PE=(1/2) (1£4°)

ch —
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a un estado en el que se combinan diferentes quiralidadé€3bservamos quedio en el caso de pacula con masa nula,
uch, = aufy + bu_,, éste selecciona sus correspondientes eses decirn = 0, E = |,

tados de quiralidad, es decir,

1/ 71 1
Tt — =
Pchu_2<l I)

1 1
(o (1) (1)) 2o

Pru="bu,. (33)
ch ch

Considerando los valores propios-g en su representaui
diagonal (quiral) lay®> toma la forma

5 _ (1 0

(v )Ch—(o I)Ch (34)
siendo en la representéaai eshndar
s (0 I

), = < I 0 >St. (35)

El paso de la representaai quiral a la estndar para las ma-

tricesy* se efedia mediante la transformaxi S siguiente

S0 e

6. Proyector de estados de helicidad

A =84k ST S=

(h’m (Phi) |m~>0) u= (1 + 75) u. (42)

DN |

Los proyectores de helicidad y el de quiralidad coincidlen,

en este caso los estados quirales corresponden a los estados
de helicidad definida. Este resultado es de suma utilidad por
su frecuente aplicagh en procesos ultrarrelativistas en los
cuales suele despreciarse la masa en reposo de lleuta el
compararla con su enéegtotal.

Una teofa que es asiétrica entre quiralidades es cono-
cida como una te@a quiral, mientras que una téarque es
simétrica ante paridad se conoce como unaitewectorial.
La muy importante teda electro-@&bil desarrollada a la mi-
tad del siglo veinte es un ejemplo de una tequiral.

En la representagn eséndar, las soluciones estaciona-
rias de enefg positiva para paitulas sin masa son las si-

Las propiedades generales de los operadores de progeccilo que equivale a

para una base coil® dos estados™, u~ son
Pt4+P =1, Pt.P =P .PT =0,

(P%)? = P+, (37)

El operador proyector de helicida*éjli al ser aplicado a
un estaday, = u;f +u; selecciona los estados de acuerdo a

su helicidad

1
Pifuy, = 5 (1 A)up = uif. (38)

guientes:
. ® _ 0 o-p ®
@9 (5),=(a% 7). (%)
‘ X st o-p 0 st X st
¥

=F , 43

< X )st ( )

o- ﬁXst = E‘Psta o- ﬁ%ﬁst = EXst; (44)

por lo tanto, comd = |p] y sip = p/ |p] entonces
g- ﬁXst = Pst; g - ﬁ@st = Xst- (45)

Al combinar las ecuaciones anteriores (sumando y restando)
obtenemos los autoestados del operador helicidad y de quira-

Es interesante establecer la diferencia que existe entre los didlad con eigenvalores1:
tados de helicidad y los de quiralidad. Para ello reescribimos
el hamiltoniano de la Ec. (1) de la siguiente manera para es- G p(pst + xst) = (@st + Xst) »

tados estacionarios de enxgositiva:
(@-p)u=(E—pm)u, (39)

y combinando las Ecs. (38), (28), (11) dongle= (p/ |p])
llegamos a

ID,:—Lu:%(1j:/\)u:%(1:&75(52-13)117 (40)
y usando la Ec. (39) obtenemos
5(F —
Pfu _ 1 (1 4+ 7(Eﬂm)> w. (41)
2 7]

o ﬁ (‘Pst - Xst) = - (‘pst - Xst) y (46)
es decir,
:t 1
Uy, = NG (¢st £ Xst) - (47)

Es costumbre denotar a estos estados como el estado dere-
cho (R)¢r = u/, (al de helicidad y quiralidad positiva) e
izquierdo (L) al¢;, = u_, (al de helicidad y quiralidad nega-
tiva).
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7. Proyector de espn Asi que
El operador que proyecta al ésen una direcéin dada, de- 5 0= =, .0 5
: : . ! H Hl = . oatea
terminada por el cuadrivectet', est definido en la literatu- [Hp,7>7"] VAP M
ra [2] de la siguiente manera: =29° (¢"'1°pi — g"°7 - p— mg"*) . (51)
s 1 5
PL = 5 (LE7""s,) - (48) Despejando el efecto de p'en la Ec. (50)

Normalmente se argumenta que este operador es el adecua-

do para describir en forma covariante al proyector dénesp Hpu =y’ (¥-F+m)u
de la teora de dos componentes (Pauli). Se establece aslem
que el vector de e&p esh definido ené&rminos de la pola-
rizacion, donde los estados polarizados en la dif@tgison 5 pu = (’yopo — m) u, (53)
tales que cumplen con la ecuaci

=pou— (V- p+m)u=1"pou,  (52)

7 Hu=u, (49) y sustituirlo en la Ec. (51)
es decir, que el espinat correspon_de a_l estado de una [HD7 7%#] =27 (gmvopi,guo (yopo,m) ,mgou)
parfcula polarizada a lo largo de la direénidel vector uni- ,
tario s . = 299" (9"'pi — 9"°po) - (54)
Para entender con mayor profundidad labrade la im-
portancia del operador de la Ec. (48), sus car&stieas y el  En particular obtenemos los conmutadores no nulos siguien-
papel que juega en la formulaci adecuada para la descrip- tes
cion de los estadossicos observables, vamos a enfocarnos

ahora en el elementg~*s,, que lo constituye. [Hp, 7570] = —275+%py,
Resulta, como vamos a demostrar, que este elemento con- s = o
muta con el hamiltoniano de Dirac, por lo quesestlaciona- [Hp, 77’ = =27°7"p;. (55)

do con una constante de movimiento y por lo tanto los estados
propios del operadoysy*s, son compatibles con los auto- Hasta aqihemos encontrado que el elementa* por d so-
estados del  (de ener@p). Lo anterior se satisface siempre |0 no conmuta con el hamiltoniano. A pesar de tener las ca-
y cuando et presente un vecter!, que se asocia al €isp  racteisticas propias asociadas a un vector axial como el ne-
que satisface la relamn p#s, = 0. Este producto es inva- cesario para representar al EspHace falta un ingrediente
riante de Lorentz y es siempre nulo debido a que en el sistenagicional. Si se introduce el vects, = (so, — 5) multipli-
propio se considera g, = (m,0,0,0) y espedficamente a cando la Ec. (51), se logra que el conmutador se analg,
st = (0, 8z, 8y, Sz) -

Partiendo del hamiltoniano asociado a la ecbiacie [HD775'YM5M] = —2754%pgso + 2'75'70pj5j

Dirac 5 o
e - o = —27"7" (poso — p;js;) =0, (56)
(v°7 - P+ ~"me) u = po u, (50)

12 — I I -
hay que evaluar el conmutador ¢y con cada una de sus Y& Quép*'s, = 0 es invariante de Lorentz como se ha men
cionado anteriormente. De esta manera hemos encontrado un

componentes _
resultado sumamente importante referente a que el proyector

[V°% - 5,7°9*] = [¥°7",¥°v*] pi de esfin est definido enérminos dey5~* proyectado sobre
5 (0 ip L0\ i el vector de polarizadn, de tal manera qug’+/s,, es una
=" (""" (")) i constante de movimiento, por tanto, sus estados propios son
=" (07" — (29" — 7%9*) 41 ps au'Eoestados de la engéag Finalmente hay que resaltar que
o 0. ry"y*u Se comporta como un vector aX|a}I. Para entender aun
=" (""" — 29"y con mayor formalidad al operador relacionado con elresp

449 (267 — ~ink)) p; se requ!ere considerar al grupo de Poigoanl seudovector
v 2 A Y ))p de Pauli-Lubanski. [4].
= 27" (9" = ¢"°") pi,

0 5. 1] 0 5.1
[V, 7] = [7°, 7] .
8. Autoestados del operador de polarizaéin
= [V 7°7"] = (% = 4°4"1°) g imi
’ para partlcula en movimiento
— '75 (_VO’YH _ ,V/L,YO) . . ]
504 50 5 0p Como se ha mecionado anteriormente, la polaroradel
=7 (7" + ) = —29°g" espn es el grado de alinedri deéste en una direan dada.

Rev. Mex. 5. E 56 (2) (2010) 197-206
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En la representagn eséndar para estados estacionarios obtenemos un resultado correestts, = —1
de energn positiva y pafitulas masivas se cumplen las si-
guientes ecuaciones: [(§' 3— 1) © — S0 (5 L5+ >\p) X] =0, (67)
e _( m co-p @ - o -
Ho)sto ( X >st < co-p —m >st< X >st [8'3_1_(80)2}80:0—’(50)2—8'8+1
=0—sts, =—1. (68)
—5(¢) . 57) "
X st
G p G5 Por otro lado, combinando las ecuaciones gog# 0y
——X =, ————p =X 58 m # 0, Ecs. (64) y (58
E_m ¥ Erm)? =X (58) # (64) y (58)
Los estados y valores propios del operad@r, = y5+"s,, (G-5—M\)—s a-p _0
estn definidos de la siguiente manera: ? P T B m) )T
Sbs,u = = +1 59 i
Yy suu )\pU, >\p 9 ( ) S0 (E — m) — (U =S + )\p) X = O, (69)

dondes fija la direccbn del esph mediante un vector unitario

y s - s esinvariante de Lorentz: obtenemos las ecuaciones para autoestados de polanizaci

2 para una pafrtula en movimiento:
(°7*su)” =71 5:7°7P 55

= —yHyPs,s, = —s-s=1. (60) [(

St

§=Xp) (E+m) — 505 plep =0,
5+ X)) (E—m) —s06-plx =0. (70)

ST

En consecuencia I(

757”'suui = 4ot (61)
Para verificar este resultado se sustituye la siguiente ecua-
y el operador de proyedmn es cion que define a’# en un sistema en movimiento relativo a

s'* en el sistema en reposo en (70):

1 5
PY = 2 (1£9°9"s,) - (62)
En la representach esandar OV (ﬁ Q)ﬁ
P s =2 878 +t (71)
0 I\ (s -G 7 m m (E +m)
oots, = 0
i I 0 0.5 —sg
G5 —sq y resulta parg
= I I (63)
S0 —0 - S
Al conmutar este operador con el hamiltoniano, comparte [EQ(Eer) + (P-5)7-p
autoestados deste Ec. (58) y se satisfacen las ecuaciones m

(&'g_)\P)SD_SOX:()v m
sop—(6-5+X,)x =0. (64)
Para resolver este sistema de ecuaciones consideramos - A
[0 5= Xl =0; (73)
a) so = 0 en el sistema en reposo, difiriendo las solucio-
nes en su polarizdmh. ar'ak)gamente parg

G-Sp=Xp  G-SX=—ApX (65) G54 ] x =0 74

oS p) X = 0.

b) so # 0, en el sistema en movimiento al multiplicar la
primera de las Ecs. (64) pdF - s+ \,) y usar la se- Lo que muestra la acertada defidicipara el operador pro-
gunda yector de estados de polarizagidebido a la rigurosa com-

(G-5+A)[(G-5—A) =0 (66 patibilidad con la del sistema en reposo.
05+ Ap) (08— Ap) @ —50x] =0,
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9. Polarizacibn de un haz de partculas

En muchos experimentos se pueden producir haces polariza-

dos de electrones, por lo que es importante enterigaodn-

corporar operadores de proyemtique puedan seleccionar el

espn de un conjunto de paculas. En la pactica, el operador
de proyecdn del esfn se aplica para medir la polarizani

203

En esta ecua6n se ha considerado la normalizatsiguien-
te:

de haces de electrones dispersados considerando la siguiente

definicion:
Ngr — Ng

p=_R_"L
Nr + Ny,

(75)

uwwmm@=ﬁ=¢;iﬁzwiﬂ2ww
Ua (P, s) (157h) 05 s (P, 5)
= (157) 0 up (P, 5) Ta (P 5) (84)

Para obtener resultadosagticos, se introducen los opera-
dores de proyecen de esfn y ener@a correspondientes al

dondeNy denota el amero de electrones que emergen coneStado del eleadn,

una helicidad positiva (derechos)y;, el nimero de elec-

trones que emergen con una helicidad negativa (izquierdos).

Ngr, N y P son generalmente funciones de la efeerg
angulo de disperéh para un proceso dado [5].

,En el S|st¢ma en reposo, sin embargo, sabgmos que el cogq = /1 32Tr
espn de un sistema puede ser descrito por un tri-vector que

apunta en cierta diredm, a$ que se introduce el cuadri-

u(p,s)gUa (p,s) = [75;;:“ Zwé] . (85)
Ba
y la Ec.(82) adquiere la siguiente forma:
(w/i ¥ 2+mm) (1 +275,é))
=+/1— 328 n, (86)

vector s#, el cual, en el sistema en reposo, se reduce a,
s# = (0,35). Entonces, demandando géste se transforme Al sustituir el valor d¢gs], de la Ec. (79) se concluye que

como un cuadrivector, podemos impulsar al sistema (boost)

mediante una transformaci de Lorentz. El vector asociado

al espn s* satisface lo siguiente:

$?=-1= (50)2 - 5.5, st'p, =0, (76)
es decir,
0 L = i ]5’
= . = —. 77
=58 §=7 (77)

Al combinar estos resultados, érrminos del vector unitario
s en la direcabn del vectors se obtiene de

N2
~1=(36) -,
1

S N2
1— (ﬁ : s)
Para electrones con helicidad definida: derecha se figne

(5i) p =+03:, y paralos de helicidad izquierd-(s;) , =—/;
ya que(s) , =— (5), . Entonces

1 E
|| = =

Vi

(78)

131 (79)

, B

. @0

adenas

(9, = BI@Rl, (%), =-8I(),]. (8

En el caso general en el que el Bsge un electin de ener@
positiva y en movimiento, con funmn de ondau (p, s) se
proyecte en una diredm arbitrarian* = (0, ), el angulo
entre el esm y una direcdn arbitraria se define de la si-
guiente manera [2]:

fl> _ ul (p7 S)&flu (p73)
uf (p,s)u(p,s)

= mﬂ(p, )y (p, s) .

N
cosa= (70 -

(82)

- h. (87)

CoSx =

Hay que enfatizar que agesfn involucrados doangulos
diferentes.

El angulo de proyecon del espn en la direcdn del mo-
vimiento, el cual estasociado a la helicidad y @hgulo entre
el espn y una direcdn 7 arbitraria el cual determina la po-
larizacbn.

Ahora consideremos varios casos:

i) Primer casgs - § = 0, es decis es perpendicular a la

direccbn del movimiento dada pcﬁ". Para una situa-
cion ultrarelativista, es decif, — 1, cosa =0

i) Segundo caso. Para estados de helicidad, es decir
(3-8)* = %> entoncescosar = § - n.. Si adenas

§ -n. = £1, cuando el egp es paralelo o antiparalelo

a esta direc¢in, n tambien corresponde a la direéci

del movimientocos o« = 1.

El valor promedio decos o para un haz de electrones
est dado por

(cosa) = Z w(s, p) cos a, (88)

+s
dondew(s, p) es la probabilidad de transii a un estado fi-
nal con momente y espn s . La suma se efeg sobre los
estados de helicidad.
Si el esfin se proyecta en la dire@ri del movimiento

Z w(s, p) cos a

+s

(cosa) =

= w(sg,p) —w(sr,p) =P (89)

P es la polarizadin que representa al promedio égigulo
entre el esm y vector momento.
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10. Aplicaciones e importancia del entendi- ferromagtticos y paramagtticos, tamkén tienen su origen

miento del espn en la existencia del egpy el momento maggtico de los elec-
trones de estos materiales. Los materiales raggps tienen

La idea de la existencia del éapconcebida y publicada en aplicaciones tecnobicas muy amplias y hasta eledde hoy

1925 por George Uhlembeck y Samuel Goudsmit bajo la asese han encontrado algunas muy novedosas.

soria de Paul Ehrenfest [6], y el entendimiento de las propie-  Actualmente, la microeledinica encuentra aplicaciones

dades deéste han dado lugar a relevantes avancesifiient a ciertas propiedades o efectos derivados de la naturaleza del

cos y han revolucionado la tecnolagie la informadn [7].  espin, como es el caso de la magnetorresistencia (MR).

Las aplicaciones de las propiedades deirespn importan- En fin, las aplicaciones a nivel no relativistasndirectas

tes tanto a nivel @ico como pactico y enambitos tanto  y mejor establecidas se dan en procesdmipos y fisicos a

relativistas como en los no relativistas. traves de su manipulah mediante ondas de radiofrecuencia
En fisica de altas eneiag, en los aceleradores modernos,para la espectroscopia de resonancias i&écas de nucleos,

las partculas que se dispersan tienen enormes é®I(gu- v electrones; en medicina las asociadas a la densidad de es-
periores a 1000 GeV) y su velocidad es muy cercana a Igines de protones para lasdgenes de resonancia matjoa
velocidad de la luz. En este caso, por ejemplo, en&lisis  (MRI); en tecnologas modernas: en la investiganide ma-

de los datos para protones cuyoiesgs 1/2, debe tomarse en teriales mediante la magnetorresistividad gigante (MRG) y

cuenta el formalismo de esprelativista y el imero c@nti-  |a del tunelamiento de espines polarizados (SPT) para discos
co, que se usa frecuentamente es la helicidad. Los modelggros.

te(')riCOS, en sus prediCCioneS, tammbideben tomar en cuenta El acop|amientos eép_(’)rbita conduce al espectro de es-

la invariancia relativista. Un efecto muy interesante aparecgyctura fina admica que se usa en los relojesratcos y en la
en el modelo de partones, donde se considera, que @prot definicion moderna del segundo como unidad de tiempo. Por
consiste de componentes, partones, que corresponden a %o lado, la medidin tan precisa del factor-g del elemtrha
quarks de esp 1/2 y los gluones de eBpl. En las medicio-  jugado un papel muy importante en el desarrollo y verifica-
nes de la contribudh de los partones al ésytotal del probn  ¢ipn de la tedia de la electrodiamica céntica, ascomo lo
aparece “una crisis del eéspdel probn”, que establece, que jugs en su momento el principio de exclaside Pauli que
solamente una parte pedizedel esp total del prodn proce-  hubo explicado la tabla pédica de los elementos foicos
de del esp de los quarks. Este problema sigue sin resolversg que actualmente essujeto, de nueva cuenta, a estudio an-
hasta el @ de hoy y solamente refleja el importante papel dete un nuevo fedmeno de fractura de electrones, dentro de
espn en la fsica de paftulas elementales. . los materiales, en cuasipitlas denotadas como espinones
~ Las enormes enei@s necesarias para investigar 1as pro-y chargones (holones). Es decir ante el recientemente obser-
piedades de la materia, en pefjas distancias, crean retos yado feromeno de separami del esin y la carga del elec-
experimentales y teicos. Desde el punto de visteOt&o,  tron [9] que abre nuevas rutas de investigacy aplicacio-
tenemos que formular nuestras fegrde manera relativista. pes.
Un ejemplo muy relevante es el modelocestar (ME) [8], el También se estudia la posibilidad de aprovechar las pro-
cual es unimportante paso, muy exitoso, en este sei®; piedades del edp para futuras computadorasariicas, en
ha sido formulado con base en principios fundamentales asgsg que el esip de un sistema aislado pueda servir como qu-
ciados a las simétis imperantes en la naturaleza (invarianciay;t o it cuantico. Los bits de ordenador 0y 1) péa ser
relativista, de norma y renormalizabilidad). Gelrse lograla  reemplazados por qubit (algo entre 0 y I), convirtiendo a las
unificacbn entre la interacén electromagetica y la inter- computadoras @nticas en una herramienta muchaspo-
accon nuclear-ébil causante del decaimiento de pautas  tente. Esto permitia no $lo renovar los fundamentos de la

tales como el neutn. . informatica sino superar los procesadores actuales basados
El espn juega tamk#n un papel muy importante para pro- ap, ¢ silicio.
cesos en bajas enéag. En general, las partilas con esp Al uso, presente y futuro, de tecnolaggue aprovecha

poseen un momento dipolar magico que puede ser obser- ,oniedades espiicas de los espines o que busca la manipu-
vado experimentalmente en diversas formas, por ejemplo, P@4cion de espines individuales para iamalh de las actuales

su deflecdn al pasar por campos magitos inhomogneos  apacidades de la eledtiica, se la conoce como espori-
en el experimento de Stern-Gerlach o midiendo los campog,

magreticos generados por ellas mismas. La primera eviden-

cia experimental directa acerca de la existencia déhdsp,

precisamente, el experimento de Stern-Gerlach en 1922. Lh1l. Reconocimientos

técnica actual para medir el ésple electrones libres es co-

nocida como la de imagen LEED de un cristal de WolframS-R.J.W. agradece al Dr. P. Kielanowski sus acertadas ob-
limpio (SPLEED) o por un microscopio elegtiico com-  Servaciones y por el apoyo a la Cordiside Operaéin y
puesto puramente por lentes electatisas y unadmina de  Fomento de Actividades Acadhicas’(COFAA) y al sitema
Oro como muestra. EDI del Instituto Poliecnico Nacional, al igual que a la SEPI

Las propiedades magticas de los materiales, como los Proyecto 20100034.
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Apéndice A

Como ilustraddn, encontramos en esteémglice los autoestados de helicidad para el caso en el que el movimiento de la
parficula se lleve cabo en el plano xy,

P = |p| (%cos@—i—j’sin@),

entonces
A—i p_1(aop O _( o1cosf+ oosind 0
T 0 o-p) 0 o1c0s8 + oosinf /'’
explicitamente
0 cosf —isinf 0 0
| cosf+isinf 0 0 0 2
A= 0 0 0 cosf —isinf |’ AT=1.
0 0 cosf + isinf 0
Su cuadrado es la matriz identidad y sus eigenvalorea som.
Los eigenestados de helicidad se obtienen considerando la siguientércuaci
[ o1c0s80 + ogsinf — A 0 e\ _
(A_/\I)‘II_< 0 01c089+ogsin9—/\><x =0

Es decirp = x, y para\ = +1 se obtienen los estados de helicidad positiva y negétiva- (
P
P

(o1 cosf 4+ ogsinf F1) ot =0, ie. ( i COS&ZSIHG)(

cosf +isinf F1

Resulta particularmente para el caso de movimiento en el

plano (x,y) El estado céntico de una paula masiva se describe en
N of 1 [exp(—ib) terminos de la masa y el dsps y éste determina el com-
Y= ©oF = ﬁ 1 ) portamiento estddtico de la paitula. En este contexto, el
operador helicidad se define como
_ ( 07 ) 1 <— exp (—ié)))
(p = - = — 1
2 V2 A=W/ |P|=J P/|P|.
Apendice B Para paitulas sin masa, para las cualBsP* = 0, el

operadorA conmuta con todos los generadores del grupo de
Poincare yA — \ = +s

Explicitamente

Formalmente, el e$p esh caracterizado por el operador de
Pauli-Lubanskit <

1
we = 5aWWMWP@, P, =id,,

1
P, =i0,, J=—ixxV+=0,

M, =i(x,0, —x,0,) + %O’l“, 2
El invarianteW W, que conmuta con todos los generado- K=—i (Xa + tV) + la
res del grupo de Poindarincluye al esm s para paftulas ot 2
masivas.
N ) ) donde operada¥ es el momento angulark es el operador
WWo =W =mZs(s+1). de empuije (boost) [4].
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