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Con un enfoque fundamentalmente didáctico se pretende dar una amplia visión de la denominada radiación de Hawking de los agujeros
negros, lo que implica una pequeña introduccíon a la cuantización en espacios curvos. Se señalan dos de los principales métodos de obtener el
espectro de la radiación: el original, debido a Hawking, y el conocido porefecto t́unel. Aśı mismo, se hace extensión del segundo mecanismo
para la obtención de radiacíon en otro tipo de horizontes: concretamente para el horizonte aparente asociado a la métrica de Friedmann-
Robertson-Walker. Se señala alguna objeción surgida recientemente a la derivación por este ḿetodo y, finalmente, se hace una breve discusión
sobre el ḿetodo de Gibbons-Hawking
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The aim of this article is to provide a general analysis of the so-called Hawking radiation in black holes from a didactic perspective, including
a brief introduction to quantization in curved spacetime. Two main methods for obtaining the radiation spectrum are explained: the original
one due to Hawking and the tunneling method. Also, it is shown how the second mechanism can be extended to obtain the radiation spectrum
in a different kind of horizon, that associated to the Friedmann-Robertson-Walker metric. Finally, some recent objections to the derivation by
the tunneling method are mentioned.
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1. Introducción

En la Ref. 1 Bekenstein expresa la desazón que le produćıa la
violación del segundo principio de la termodinámica que se
verificaba en un experimento mental que el gran fı́sico Whee-
ler, entonces su director de tesis, le expuso en 1971. Dicho
experimento, grosso modo, puede establecerse de la siguien-
te forma:

Mezclemos una taza de te caliente con una de agua frı́a
creando aśı entroṕıa. Arrojemos la mezcla a un agujero ne-
gro y habremos hecho desaparecer, junto con la mezcla, la
entroṕıa creada puesto que no hay forma de verificar el cam-
bio producido a partir de los tres parámetros (masa, M, car-
ga, Q, y momento angular, J) que, por el denominadoTeore-
ma de Unicidad(tambíen conocido como el deAusencia de
cabello) [2,3] de Carter-Robinson, sabemos que definen to-
do agujero negro. La respuesta a su inquietud fue dada por
Bekenstein asignando entropı́a propia a los agujeros negros.
Penśo que la entroṕıa de un agujero negro debı́a ser, en prin-
cipio, una funcíon de los observables M, Q y J con las propie-
dades adecuadas entre las que deberı́a figurar, naturalmente,
que fuese una función no decreciente como sucede para la
entroṕıa de cualquier sistema fı́sico aislado. En 1970, Chris-
todoulou, Floyd y Penrose habı́an proporcionado fuertes indi-
caciones de que, al menos clásicamente, eĺarea delhorizonte
de un agujero negro(la superficie que delinea los puntos de
no retorno, traspasada la cual nada puede salir) no podı́a de-
crecer, pero fue finalmente Hawking [4] el que estableció de
forma rigurosa el denominadoTeorema deĺarea que puede
establecerse en los siguientes términos:

Si el tensor enerǵıa-impulsoTµν satisface la condición

débil de enerǵıa Tµνvµvν ≥ 0 para todovµ de tipo tiempo o
nulo y asumiendo como cierta la conjetura de censura cósmi-
cai, entonces eĺarea del horizonte de sucesos de un espacio-
tiempo asint́oticamente plano es una función no decreciente
del tiempo.

Consecuentemente Bekenstein propuso que la entropı́a
del agujero negro,SBH , debeŕıa ser una función real, posi-
tiva y mońotonamente creciente delárea del horizonte, A.
La eleccíon más sencilla compatible con estas condiciones es
sencillamente:

SBH = C.A, (1)

siendo C(> 0) una constante. De este modo quedaba resuelto
el problema propuesto por Wheeler sin tener que asumir la
violación del segundo principio de la termodinámica puesto
que al caer la taza con la mezcla de te y agua aumentarı́a el
área del agujero negro y consecuentemente, por (1), su en-
troṕıa de forma que el sistema total que forman la taza con
su contenido y el agujero negro tendrı́a (siendo un proceso
irreversible) un aumento de entropı́a. Pero hab́ıa algo ḿas:
hallando la variacíon de la enerǵıa (= masa en unidades na-
turales,G = 1, ~ = 1, c = 1, kB = 1 que utilizaremos en
este art́ıculo, salvo indicacíon en contra) de un agujero negro
y compaŕandola con la variación de enerǵıa de un sistema ter-
modińamico lleǵo a la conclusíon de que los agujeros negros
debeŕıan tener temperatura. En efecto, en su tesis doctoral [6]
utilizando la, posteriormente denominada,fórmula de Smarr:

δM =
κ

8π
δA + ΩHδJ + ΦHδQ, (2)

dondeκ es la denominadagravedad superficialdel agujero
negro ,ΦH su potencial eĺectrico superficial yΩH su veloci-
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dad angular y comparándola con la variación de enerǵıa de
un sistema termodińamico dotado de una energı́a E, con un
potencialΦ y rotando a una velocidad angularΩ,

δE = TδS + ΩδJ + ΦδQ, (3)

se llega a la obvia conclusión de que los agujeros negros tie-
nen una temperatura:

TBH = C−1 κ

8π
. (4)

Esta conclusíon (y en general lo que posteriormente se co-
noció comoTermodińamica de los Agujeros Negros) no fue
aceptada por, si no la mayorı́a, śı los más reputados fı́sicos
relativistas puesto que el hecho de que un agujero negro tu-
viese su propia temperatura y se comportase como un siste-
ma termodińamico implicaba necesariamente que deberı́a ra-
diar para alcanzar el equilibrio termodinámico y se sab́ıa que,
si bien un agujero negro engullı́a cualquier cosa, nada podı́a
escapar del mismo. A lo sumo, lo que estos fı́sicos estaban
dispuestos a aceptar era la mera analogı́a mateḿatica de la
entroṕıa y la temperatura de un sistema termodinámico con
el área y la gravedad superficial, respectivamente, de un agu-
jero negro. Como sẽnala Bekenstein en la Ref. 1, es curioso
que el art́ıculo “The Four Laws of Black Hole Mechanics” [7]
escrito por Bardeen, Carter y Hawking contra esta interpreta-
ción termodińamica, sea citado frecuentemente como una de
las piedras angulares de la termodinámica de los agujeros ne-
gros. Con respecto a este punto quizás sea conveniente citar
el texto que aparece en la introducción del citado artı́culo [7]:

“Of particular interest are the area A of the event horizon
and the “surface gravity”κ, which appear togheter.These ha-
ve strong analogies to entropy and temperature respectively.
Pursuing this analogy we are led in Sec. 4 to formulate four
laws of black hole mechanics which are similar to, but dis-
tinct from, the four laws of thermodynamics.”

Y, por si quedase alguna duda, más adelante se dice:
“ It should howewer be emphasized that(κ/8π) and A are

distinct from the temperature and entropy of the black hole.”
Entre los que se opusieron de forma más decidida a

las conclusiones de Bekenstein estaba, como ya se su-
girió, Hawking. En septiembre de 1973, Hawking visita
Mosću y alĺı coincide con Yakov B. Zel´dovich y su estu-
diante A.Starobinsky quienes están convencidos de que, si se
tienen en cuenta aspectos cuánticos, los agujeros negros en
rotacíon deben radiar hasta que se detiene su movimiento de
rotacíon. Dada la reputación de Zel´dovich parece ser que los
argumentos déeste convencieron a Hawking, si bien no le
gust́o demasiado el tratamiento matemático que Zel´dovich y
Starobinsky haćıan del tema [5,8]. A su vuelta a Cambridge,
Hawking se propuso seguir su propio camino matemático y,
¡¡sorpresa!!, en un trabajo seminal [9] llegó a la conclusíon
de que los agujeros negros efectivamente radian aun después
de haberse desprendido de su momento angular y lo hacen a
un ritmo estacionario y con un espectro térmico; es decir, co-
mo lo haŕıa un cuerpo caliente a una temperatura dada. Desde

entonces la radiación de un agujero negro se conoce comora-
diación de Hawkingy ha sido obtenida de diversas maneras y
por distintos ḿetodos, algunos de los cuales han sido exten-
didos a otras ḿetricas distintas de la de los agujeros negros
como el universo de Friedman-Robertson-Walker (FRW). En
este art́ıculo se pretende abordar desde un punto de vista fun-
damentalmente did́actico, y con todo el rigor del que el autor
sea capaz, los dos más aceptados ḿetodos de obtención de
la radiacíon de Hawking, subrayando las caracterı́sticas ḿas
esenciales de cada uno de ellos. También se haŕa mencíon de
cómo se aplićo alguno de los ḿetodos para derivar la radia-
ción en horizontes cosmológicos. Finaliza el artı́culo hacien-
do referencia a unos trabajos recientes que cuestionan la de-
rivación conocida como de efecto túnel y haciendo un esbozo
del método Gibbons-Hawking.

2. Cuantizacíon en espacios curvos

El punto de partida de Hawking para derivar la radiación de
los agujeros negros es semiclásico. Sabemos que los agujeros
negros son una de las soluciones de lasecuaciones de Eins-
tein (sin constante cosmológica):

Rµν − 1
2
gµνR = 8πGTµν . (5)

Huérfanos de una teorı́a cúantica de la gravedad (esta situa-
ción áun persiste), Hawking incorporó el aspecto cúantico al
miembro de la derecha de la ecuación suponiendo que elten-
sor enerǵıa-impulsoTµν es el valor esperado de vacı́o de
algún operadorT̂µν para los campos de radiación-materia.
Los camposϕ (escalares por simplicidad) verifican laecua-
ción de Klein-Gordon:

(gµν∇µ∇ν −m2)ϕ = 0 (6)

que se deriva de la acción

S = −1
2

∫
d4x

√−g(gµν 5µ ϕ5ν ϕ + m2ϕ2),

dondegµν(x) es la ḿetrica del espacio-tiempo,g = det(gµν)
y ∇µ es laderivada covariantecon

gµν∇µ∇νϕ =
1√−g

∂µ(
√−ggµν∂ν)ϕ. (7)

Se trata, pues, de trabajar con campos cuánticos en un
espacio-tiempo curvo. Y a la hora de cuantizar los mismos
por el procedimiento estándar es donde surge el primer pro-
blema:

En un espacio-tiempo plano con unamétrica de Minkows-
ki: ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) los campos cúanticos tienen una
descomposición, en funcíon de los operadores de aniquila-
ción y de creacíon (a, a†), de la forma

ϕ(x) ≈ Σk[fk(x)ak + f∗k (x)a†k ]̄ (8)

siendo los denominados modos de frecuencia positiva,fk(x),
y negativa,f∗k (x), soluciones de la Ec. (6). Para un espacio-
tiempo curvo con una ḿetrica dependiente del tiempo en ge-
neral ,gµν(x) , se seguiŕıa verificando la Ec. (6) pero no serı́a
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posible unáunica descomposición de la forma (8) por cuanto
las frecuencias positivas y negativas no tienen un significado
invariante. Dado que las partı́culas son definidas como osci-
laciones de frecuencia positiva de los campos con respecto al
tiempo propio del observador, quiere esto decir que dos ob-
servadores distintos medirán un ńumero distinto de partı́cu-
las. Tendŕıamos, por tanto, diferentes construcciones deles-
pacio de Fockbasadas en diferentes nociones de frecuencia
positiva que no son unitariamente equivalentes, puesto que en
el caso de ḿetrica curva no tenemos la invariancia bajo trans-
formaciones de Poincaré que, junto a la covarianza general de
la teoŕıa bajo las mismas, que se verifica en el espacio-tiempo
de Minkowski, implican que todos los observadores inercia-
les est́en de acuerdo en el número de partı́culas contenidas en
un campo cúantico que se encuentra en un estado dado y ,en
particular, estaŕan de acuerdo en lo que es elvaćıo de Fock
entendido como el estado en el que el número de partı́cu-
las es cero. Y esto es ası́ debido a que las transformaciones
de Poincaŕe dejan invariante el tiempo propio y por tanto el
vaćıo. Siempre que se produzca la ruptura de tal invarian-
za, como sucede aun en espacios no curvos como, por ejem-
plo, en el denominadoefecto Schwinger, donde un t́ermino
de acoplo a un campo dependiente del tiempo es el causante
de tal ruptura por violarse la invarianza bajo traslaciones del
espacio-tiempo [10], tendremos una situación en la que dos
observadores diferentes medirán distinto ńumero de partı́cu-
las contenidas en cualquier estado y en particular en el vacı́o
que, por otra parte, en este caso no tiene porqué ser auto-
estado del hamiltonianoii. Al no haber en el espacio-tiempo
curvo en general un parámetro similar al tiempo propio (inva-
riante) tenemos otras dificultades añadidas como la siguiente:
cualquier coordenada de tipo tiempo definida, quizás, śolo
localmente es tan válida como cualquier otra para definir o
medir las excitaciones (partı́culas) del campo o decidir si una
cierta magnitud se conserva localmente o no pero tendremos
serias dificultades a la hora de decidir si esa magnitud se con-
serva globalmente o no porque, abusando del lenguaje, pode-
mos decir que en los espacios-tiempo curvos no hay, en ge-
neral, un paŕametro que sea una función global del tiempo.
En estas condiciones, magnitudes como, por ejemplo, el vec-
tor enerǵıa-momento,Pµ, pierden todo su significado fı́sico.
Sin embargo hay excepciones a este comportamiento en cier-
ta clase de variadades espacio-temporales. Estas son las lla-
madas variedadesglobalmente hiperb́olicas [16] que se ca-
racterizan, a efectos de lo que nos interesa aquı́, por poseer
una familia de superficies de Cauchyζt

iii que nos permite
considerar la variedad como el producto

M = R× ζt

y, adeḿas, predecir lo que sucederá enM a partir de datos en
ζt. Podemos, en consecuencia, formular una teorı́a cúantica
con buen comportamiento sobre toda la variedad globalmente
hiperb́olica,M , si podemos seguir el proceso usual de cuanti-
zacíon cańonica sobreζt. Supongamos que este es realmente
nuestro caso.

Para cuantizar el campo por el procedimiento canónico,

en primer lugar definimos el momento canónico en un tiem-
po fijo x0 asociado al campoϕ(x) como

π(x0, ~x) =
∂L

∂(∂0ϕ(x0, ~x))

=
√−ggµ0∂µϕ(x0, ~x) =

√
hnµ∂µϕ(x0, ~x),

siendoL la densidad lagrangiana,nµ = gµν∂ν , un vector
unidad normal a la superficiex0=Cte y h el determinante de
la métrica espacial inducida. A continuación exigimos que se
verifiquen lasrelaciones de conmutación cańonicas a igual
tiempoiv:

[ϕ̂(x0, ~x), π̂(x0, ~x′)] = iδ(~x− ~x′). (9)

Tambíen podemos exigir que las soluciones complejas de
la Ec. (6){fi(x)} formen una base ortonormalizada con la
norma dada por el denominadoproducto interno de Klein-
Gordondefinido por

〈fi(x) | fj(x)〉 =
∫

ς

dSµµ

= i

∫

ς

d3~x
√−gnµf∗i

↔
5µ fj(x), (10)

siendoζ una determinada (en la que t toma un valor dado)
superficie de Cauchyv y siendo la corriente,µ, localmente
conservada (∂µµ = 0) , su integral

∫

ζ

d~x
√

hnµµ

(h es el determinante de la métrica inducida sobreζ)
seŕa constante. Se verificarán entonces las siguientes relacio-
nes:

〈fi | fj〉 = −〈f∗i | f∗j 〉 = δij , 〈f∗i | fj〉 = 0 (11)

El campo puede entonces expresarse como

ϕ(x) ' Σi[fi(x)ai + f∗i (x)a†i ], (12)

siendo los operadores de creación y aniquilacíon definidos
por

ai = 〈fi(x) | ϕ〉, a†i = −〈f∗i (x) | ϕ〉 (13)

Es evidente por otra parte que las relaciones (11) junto a la
exigencia de que se verifique (9) conducen a las siguientes
relaciones de conmutaciónpara los oparadores de creación y
aniquilacíon:

[ai, aj ] = [a†i , a
†
j ] = 0 [ak, a†j ] = iδjk. (14)

El vaćıo es definido como el estado| 0〉 tal que

ai | 0〉 = 0 ∀ i, (15)

〈0 | 0〉 = 1, (16)
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y a partir déel podemos definir el espacio de Fock

{| 0〉, a†i | 0〉, a†ia†i | 0〉, a†ia†j | 0〉.....}

que constituiŕa elespacio de Hilbertdel sistema.
En un espacio-tiempo general no hay una elección prefe-

rida de las bases{fi(x)}. Cualquier otra base{ui(x)} puede
ponerse como combinación lineal de la anterior de la forma

ui(x) = Σj{Aijfj(x) + Bijf
∗
j (x)}, (17)

donde los A y B son los denominadoscoeficientes de Bogo-
liubov y, debido a las condiciones de ortonormalidad y a la
invertibilidad de ambas bases, estos deben verificar las rela-
ciones [15,16]

AA† −BB† = 1, (18)

ABT −BAT = 0, (19)

A†A−BT B∗ = 1, (20)

A†B −BT A∗ = 0. (21)

Por tanto, el campoϕ(x) puede expresarse en la nueva base
como

ϕ(x) ≈ Σi{ui(x)bi + u∗i (x)b†i}, (22)

y donde los nuevos operadores de aniquilación y creacíon
est́an relacionados con los anteriores mediante la denomina-
datransformacíon de Bogoliubov(en notacíon matricial):

b = A∗a−Ba†. (23)

Dadas estas relaciones, los nuevos opreadores de aniquila-
ción y creacíon verifican las mismas relaciones de conmuta-
ción que los antiguos

(
[bi, bj ]=[a†i , a

†
j ]=0 [bi, b

†
j ]=iδij

)
.

Sin embargo obviamente su vacı́o ya no es el de aque-
llos.Es decir,bk | 0〉 6= 0. En definitiva lo que sucede es que,
dado que los operadores de creación y aniquilacíon depen-
den, por definicíon, de la base elegida, como puede verse a
partir de la Ec. (13), tenemos distintos vacı́os y, adeḿas en
este caso, no podemos hacer uso de las trasformaciones de
Poincaŕe (bajo la cual el vacı́o es invariante) como sucede en
un espacio-tiempo de Minkowki. El observador cuyo tiempo
propio es el asociado a la nueva base{ui} contaŕa para| 0〉
un ńumero de partı́culas para cada modo k que viene dado
por (haciendo uso de (23))

〈Nk〉 = (B†B)kk (24)

y el número total de partı́culas est́a dado por

〈0 | Σkb†kbk | 0〉 = Tr(B†B).

La pregunta que procede inmediatamente es: ¿qué criterio
seguir para elegir la base más adecuada a nuestros propósi-
tos? En unespacio-tiempo estacionario, que se define por
poseer una familia continua de traslaciones temporales que

conservan la geometrı́a del espacio-tiempo y generadas por
el denominadovector de Killing, k, definido por la condicíon
de que laderivada de Lie(a lo largo de dicho vector) de la
métrica es nula:Lkgµν = 0vi podemos elegir la base, (una
base), por ejemplo la denominada{ui(x)}, de acuerdo con
el criterio de que los modos que la forman tengan frecuencia
(enerǵıa) positiva con repecto al tiempo definido por el vector
de Killing temporal,kµ. Es decir, que sean autofunciones del
operador de Killing temporal:

kµ∂µui = −iωiui con ωi ≥ 0 (25)

Dada la conmutatividad dek = kµ∂µ con52 y dado que
{ui(x)} es solucíon de la ecuación de Klein-Gordon,kui(x)
tambíen lo seŕa. En este caso el estado de vacı́o, | vac〉 (de-
finido por bj | vac〉 = 0 ∀ j), śı es autoestado del ha-
miltoniano y adeḿas es el estado de más baja energı́a (ver la
nota ii).

3. Radiacíon de Hawking

Despúes de este preludio matemático estamos en condiciones
de derivar la radiación de Hawking. Evidentemente hay mu-
chos textos, adeḿas del original [9], ĺogicamente, que pueden
consultarse para estudiar la misma. Remito al lector a las ci-
tas Refs. 15 a la 18. Otras derivaciones, a partir de matrices
densidad, pueden encontrarse en las Refs. 19 y 20.

El efecto Hawking consiste en la emisión de part́ıculas
por un agujero negro formado por colapso gravitacional. El
proceso que da lugar a la misma puede considerarse que se
produce de la siguiente forma:

En la inmediatez externa del horizonte de sucesos del
agujero negro, debido a las fluctuaciones cuánticas del vaćıo,
se crean pares de partı́culas virtuales (partı́cula-antipart́ıcu-
la). La antipart́ıcula con enerǵıa negativa, que se encuentra
en una regíon cĺasicamente prohibida, puede, sin embargo,
por efecto t́unel, atravesar la barrera de potencial del hori-
zonte de sucesos y caer al interior del agujero negro con una
probabilidad que depende de la gravedad superficialκ defini-
da porκ2 = −(1/2)5µ kν5µ kν |hor. Ésta es constante y es
la magnitud que mide cuán ŕapidamente el vector de Killing,
kµ (el generador de las traslaciones temporales), se vuelve de
género espacio.

En el interior del agujero negro, el vector de Killing es
de ǵenero espacio y la partı́cula virtual se convierte en una
part́ıcula real con un cuadrimomento de género tiempo. La
otra componente del par no puede aniquilarse con su com-
pãnera y escapa al infinito constituyendo ası́ el flujo de radia-
ción observado en el infinito.

Podemos considerar el espacio-tiempo asociado al proce-
so como la uníon de tres subespacios de la siguiente forma
E = Ein ∪ Ebh ∪ Eout (ver Fig. 1), dondeEin y Eout son
espacios-tiempo estacionarios (de hecho podemos conside-
rarlos espacios de Minkowski en el infinito asintótico) aso-
ciados al exterior del agujero negro con vacı́os respectivos
| 0in〉 y | 0out〉 y Ebh es un espacio-tiempo no estacionario
correspondiente al interior del agujero negro. Cabrı́a pensar

Rev. Mex. F́ıs. E56 (2) (2010) 213–226
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FIGURA 1.

que, puesto que en el infinito asintótico temporal antes y des-
pués de la formación del agujero negro (t → ±∞) el espacio-
tiempo es estacionario, el fenómeno de creación de part́ıculas
fuese un feńomeno transitorio que dura lo que tarda la estrella
en convertirse en agujero negro y que además el mismo fuese
un proceso dependiente de los detalles del colapso. Sin em-
bargo, debido a la presencia del horizonte de sucesos y lo que
esto implica en relación a la dilatacíon temporal, el feńome-
no es de hecho permanente (al menos hasta que el agujero
negro se evapora) y además es independiente de los detalles
del colapso.

Supongamos que el agujero negro es de tipo Schwarzs-
child y que por tanto la ḿetrica en el exterior del mismo es la
correspondiente a un espacio-tiempo estático, esf́ericamente
simétrico y asint́oticamente plano de la forma

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2. (26)

Consideremos por simplicidad un campo escalarϕ en esta
métrica.Éste verificaŕa la ecuacíon de Klein-Gordon (6):

[
− 1

f(r)
∂2

t +
1
r2

∂r(r2f(r)∂r)

+
1

r2senθ
∂2
Ω −m2

]
ϕ = 0, (27)

siendo

dΩ2 = dθ2 + sen2 θdφ2 y

∂2
Ω = ∂θ(sen θ∂θ) + ∂2

φ.

Sin embargo en la proximidad delhorizonte de sucesos, rH ,
(definido por la condicíon f(rH) = 0) podemos despreciar
algunos t́erminos y obtener una ecuación de ondas bidimen-
sional que genera ondas planas en el plano(t, r∗) siendor∗

la denominadacoordenada radial de Reege-Wheelerdefinida
por dr∗ = dr/f(r). En efecto, la Ec. (27) puede expresarse
en la forma

−∂2
t ϕ + ∂2

r∗ϕ

+ f(r)

[
2
r
∂r∗ϕ +

∂2
Ω

r2senθ
ϕ−m2ϕ

]
= 0, (28)

y es claro entonces que, teniendo en cuenta quef(rH) = 0,
podemos despreciar los 3últimos t́erminos en la proximidad
del horizonte de sucesos (r → rH) y quedarnos con la ecua-
ción

−∂2
t ϕ + ∂2

r∗ϕ = 0 o bien
∂2ϕ

∂u∂v
= 0, (29)

cuya solucíon general es

ϕ = Ξ(u) + Υ(v), (30)

dondeu = t − r∗ y v = t + r∗ son las llamadascoordena-
das radiales nulas saliente y entrante, respectivamente, y con
respecto a las cuales la métrica (26) pasa a ser de la forma

ds2 = −f(r)dudv + r2dΩ2.

Es claro que para geodésicas radiales nulas (ds2=0, dΩ2=0)
las coordenadas radiales nulas (u, v) son constantes.

Si escogemos queϕ sea autofunción del vector de Killing
∂t (es evidente que para este tipo de métricas(∂gµν/∂t) = 0)
con frecuenciaω positiva, como se comentó anteriormente,
(Ec. (25)), podemos tomar

ϕ(t, r∗) = e−iωtR(r∗), (31)

y evidentemente de (29) se deduce

−ω2R(r∗) =
d2R(r∗)

dr∗2
cuya solucíon es

R(r∗) = e±iωr∗, (32)

con lo que obviamente las soluciones más generales de la
Ec. (29) son

ϕω(u) =e−iωu,

ϕω(v) =e−iωv. (33)
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Es claro que las Ec. (29) pueden expresarse, respectiva-
mente, de la forma

∂uϕω(v) =0,

∂vϕω(u) =0, (34)

las cuales expresan condiciones de chiralidad (holomorfı́a),
por lo que suelen denotarse las soluciones con los superı́ndi-
ces L y R para las solucionesϕω(v) y ϕω(u), respectivamen-
te [21] (Fig 2). La solucíon más general de la ecuación para el
campo seŕa de la forma (8) o (22) confi

.= ϕω(v) = e−iωv

y ui
.= ϕω(u) = e−iωu . Es decir,

FIGURA 2.

FIGURA 3. Trayectoria cĺasica o de fase estacionaria de un par pro-
ducido en la vecindad del horizonte de sucesos de un agujero negro
esf́ericamente siḿetrico producido por colapso gravitatorio de una
estrella (diagrama de Carter-Penrose). Sólo el miembro que alcan-
za I+ se convierte en partı́cula real (ĺınea ondulada discontinua).
El compãnero (ĺınea quebrada) cae en la singularidad.

ϕ =
∫

dω√
2π

[aωe−iωv + a†ωeiωv] (35)

o

ϕ =
∫

dω′√
2π

[bω′e
−iω′u + b†ω′e

iω′u]. (36)

El mecanismo de la radiación podemos visualizarlo de
la siguiente forma: en el pasado infinito nulo=−(r → ∞,
t → −∞, v finito), antes de que la estrella comience a co-
lapsar, escogemos un vacı́o | 0in〉 ( que puede ser el de Min-
kowski, pues estamos trabajando con métricas asint́oticamen-
te planas). Fijamos la condición de contorno de que los mo-
dos que se propagan a partir de=− sean de la formae−iωv

(más bien paquetes de onda que sean combinación lineal de
los mismos).Éstos se propagan y se dirigen hacia la estre-
lla colapsante que supondremos ya ha devenido en agujero
negro. Una parte del paquete de ondas será difundida por el
campo gravitatorio del agujero negro y finalizará en=− sin
experimentar ninǵun cambio de frecuencia. La parte restante
se propagará paralelamente alhorizonte de sucesos pasado
(H−) (el contorno del futuro causal deI−) definido porvH

(= 0 por comodidad ) y será absorbida por el horizonte del
agujero negro. La radiación de Hawking provendrá de estos
modos que penetran en la estrella colapsante (agujero negro),
pero no de todos ellos. Algunos modos serán adsorbidos por
la singularidad y otros (los que se reflejan enr = 0 en un tiem-
po finito de Schwarzschildv < 0 adquiriendo una dependen-
cia deu ,Φω(u)) seŕan difundidos y alcanzarán=+(r → ∞,
t →∞, u finito) (ver Fig. 3). Es esta parte la que produce los
efectos de ḿas inteŕes. Supondremos que los modos de onda
salienteΦω(u) cumplen la condicíon de contorno

Φω
=+

→ e−iωu

Para calcular los coeficientes de Bogoliubov definidos por la
Ec. (17) se necesita por tanto, digamos, emparejar los mo-
dosΦω(u) (pero no todos: śolo los que finalmente alcanzan
=+) con lose−iωv y sólo en la proximidad del horizonte de
sucesos. Puesto que sobre=− las ondas de fase constante se
acumulaŕan ŕapidamente, próximas al horizonte de sucesos y
para un observador sobre la estrella colapsante, deberı́an te-
ner un gran desplazamiento al azúl debido a que el tiempo
que dura el proceso de colapso gravitatorio es mucho mayor
que el de Schwarzshild, por lo que está plenamente justifica-
da la aproximacíon de laóptica geoḿetrica (pequẽnas longi-
tudes de onda). Con todos estos ingredientes los coeficientes
de Bogoliubov que en una nueva notación son

Aωω′
.= ϕ̃ω(ω′)

y

Bωω′
.= ϕ̂ω(ω′),

siendo

Φω(v) =
∫

dω′√
2π

[ϕ̃ω(ω′)e−iω′v + ϕ̂ω(ω′)eiω′v], (37)
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pueden calcularse tomando las trasformadas de Fourier en las
anteriores expresiones:

ϕ̃ω(ω′) =

∞∫

−∞

dv√
2π

eiω′vΦω(v),

ϕ̂ω(ω′) =

∞∫

−∞

dv√
2π

e−iω′vΦω(v). (38)

Obtener la expresión deΦω(v) próxima a=− que se corres-
ponde conΦω(u) con las condiciones de contorno impuestas
sobre estáultima es un proceso algo tedioso que no aborda-
remos [9,11,15,-18].

El resultado es

Φω(v) =
{

e
iω
κ log(−v) si v < 0,

0 si v > 0.
(39)

Aśı pues los coeficientes de Bogoliubov son

Aωω′'
∞∫

−∞
dvΦω(v)eiω′v=

0∫

−∞
dveiω′v+ iω

κ log(−v)

v→−v=

∞∫

0

dve−iω′v+ iω
κ log(v) (40)

y

Bωω′ '
∞∫

−∞
dvΦω(v)e−iω′v =

∞∫

0

dveiω′v+ iω
κ log(v). (41)

Estos coeficientes verifican las siguientes propiedades:

FIGURA 4.

Bωω′ = Aω(−ω′), (42)

Bωω′ = −e−
πω
κ Aωω′ . (43)

La primera propiedad es evidente a partir de las defini-
ciones. Para demostrar la segunda podemos integrar sobre el
plano complejov a lo largo del contorno de la Fig. 4. Para
ω′ > 0 se verifica:

Bωω′ =

∞∫

0

dveiω′v+ iω
κ log(v)

= −
0∫

∞
(idx)e−ω′x+ iω

κ log(ix) x→iv−→

= −
0∫

∞
−dve−iω′v+ iω

κ log(−v)

= −
∞∫

0

dve−iω′v+ iω
κ log(veiπ) = −e−

πω
κ Aωω′

Estamos ya en condiciones de calcular, de acuerdo con
la Ec. (24), el espectro de partı́culas que observarı́a un ob-
servador en el infinito asintótico plano.Éste puede calcularse
a partir de las relaciones (18)-(21) y de la propiedad (43).
Aśı haciendo uso de la propiedad (18) (consideramos, por
simplicidad, espectro discreto):

∑

ω′′
Aww′′A

∗
ω′ω′′ −Bww′′B

∗
ω′ω′′

= δωω′ ⇒ (e
π
κ (ω+ω′) − 1)

∑

ω′′
Bωω′′B

†
ω′′ω′ = δωω′

Por tanto:

〈Nω〉 = (BB†)ωω = (B†B)ωω =
1

e
2πω

κ − 1
. (44)

Esta expresión nos da el ńumero de partı́culas creadas en el
modo de frecuenciaω que ve el observador en el infinito le-
jano, supuesto que todas las partı́culas entrantes son capaces
de atravesar el horizonte de sucesos y salir de nuevo (pero
ya vimos que esto no es ası́) y ha sido obtenida para campos
escalares (bosones). Pero parece muy claro que si sólo una
fracción,Γω, verifica este proceso, entonces

〈Nω〉 =
Γω

e
2πω

κ ± 1
,

siendo el siendo el signo + el correspondiente para fermiones
(neutrinos, etc). Esta expresión afirma que el agujero negro
tiene un espectro de emisión t́ermica que se corresponde con
una temperaturaT = (κ/2π). Para elagujero negro de Sch-
warzschild, conf(r) = 1− (2M/r) y κ = (1/4M) (siendo
M la masa del agujero negro) tenemos, obviamente,

〈Nω〉 =
1

e8πωM − 1
. (45)
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Puede demostrarse [9] que el espectro obtenido es indepen-
diente de la simetrı́a esf́erica y puede generalizarse a aguje-
ros negros cargados y/o en rotación. Para agujeros negros en
rotacíon, por ejemplo, todo queda igual salvo que hay que
reemplazar la frecuenciaω por la carga conservada asocia-
da al correspondiente Killing:ω −→ ω −mΩH , siendoΩH

la velocidad angular del horizonte del agujero negro ym la
componente z del momento angularl.

4. Efecto túnel

Preocupados por las consecuencias que la radiación de Haw-
king plantea en relación con el llamadoproblema de la ṕerdi-
da de informacíon (que no abordaremos aquı́) cuando el
agujero negro se ha evaporado [22], Parihk y Wilczek [23]
baśandose en la representación de la radiacíon de Hawking
como un feńomeno de efecto túnel, ya vislumbrada por el
propio Hawking como vimos en la sección anterior, propu-
sieron una derivación semicĺasica de la misma donde la con-
dición de la conservación de la enerǵıa total- entendida tal
como fue definida por Arnowit, Deser y Misner (ADM) pa-
ra espacios asintóticamente planos como una integral super-
ficial en el infinito donde(∂/∂t) es un Killing - juega un
papel esencial: la masa del agujero negro puede variar pe-
ro no la enerǵıa total. Esto implica que el proceso de emi-
sión no puede ser exactamente térmico, ya que un espectro
de este tipo contiene un extremo de energı́as arbitrariamen-
te altas y es evidente que un agujero negro aislado no puede
radiar mayor energı́a que su propia masa. Por otra parte hay
que sẽnalar que en la derivación de Hawking hay implı́cita
una hiṕotesis y es que se asume que la masa M del agujero
negro se mantiene constante en el proceso y que la métri-
ca no juega ninǵun papel dińamico. Pero es evidente que,
aunque no tenemos una teorı́a cúantica de la gravedad que
nos indique ćomo evoluciona la ḿetrica con la emisión de
part́ıculas, śı parece razonable pensar que, al radiar, el agu-
jero negro pierda energı́a (masa) y si bien para los estadios
iniciales es asumible la hipótesis de que la ṕerdida es muy
baja ((dM/dt)¿ M ), esto ya es ḿas cuestionable para las
etapas finales de la evaporación. Éstas consideraciones, en-
tre otras, les llevaron a considerar el agujero negro como un
estado cúantico excitado metaestable y donde la geometrı́a
del espacio-tiempo juega un papel dinámico en el sentido de
que eśesta la que impone la condición de conservación de la
enerǵıa.

Para describir el proceso necesitaban salvar una primera
dificultad t́ecnica, cual era tener un sistema de coordenadas
que se comportase bien en el horizonte de sucesos. Tal siste-
ma es el llamado de Painlevé-Gullstrand y posee otra serie de
buenas propiedades que más abajo esbozaremos. Definieron
el tiempo Painlev́ecomo

tP = t + χ(r), con χ(r) r→∞−→ 0,

siendot la coordenada temporal ordinaria. Entonces la métri-

ca (26) pasa a tener la expresión

ds2 = −f(r)dt2P + 2f(r)χ′(r)dtP dr + dr2

×
(

1
f(r)

− f(r)χ′2(r)
)

+ r2dΩ2, (46)

χ′(r) =
dχ

dr

y se impone adeḿas la condicíon

1
f(r)

− f(r)χ′2(r) = 1 (47)

con lo cual la ḿetrica queda (a partir de aquı́ tP es simple-
mente t por comodidad de lenguaje)

ds2 = −f(r)dt2 + 2f(r)χ′(r)dtdr + dr2 + r2dΩ2. (48)

Las coordenadas de Painlevé junto con la condición de con-
torno deχ y la condicíon (47) tienen las siguientes carac-
teŕısticas:

Ninguna de las componentes de la métrica o sus inver-
sas son singulares en el horizonte.

Las “rodajas” de tiempo constante son planas en el es-
pacio (ds2 = dr2 + r2dΩ2).

El generador de t es un vector de Killing por serχ(r)
dependiente de ŕunicamente.

Un observador en el infinito no distingue entre t ytP
por la condicíon de contornoχ(r) r→∞−→ 0.

Para geod́esicas radiales nulas (teniendo en cuenta la con-
dición (47)) tenemos

dr

dt
= ±1−

√
1− f(r), (49)

correspondiendo el signo +(-) a las geodésicas salientes (en-
trantes).

La radiacíon de Hawking se entiende como un proceso
túnel de una partı́cula (suponemos sin masa y que no tiene
momento angular) de energı́a positivaω que cruza el horizon-
te desde una posición inicial ri a una posicíon finalrf mien-
tras la masa del agujero negro (en un agujero negro la masa
y el radio del mismo están relacionados) desciende de M a
M −ω. Y es precisamente esta simple asunción de conserva-
ción de enerǵıa del sistema lo que salva una de las dificultades
conceptuales vislumbrada en el proceso de Hawking: la exis-
tencia de la barrera de potencial. Tal barrera no preexiste. Es
la propia part́ıcula saliente la que, al provocar la contración
del horizonte, crea la propia barrera [24]. La acción cĺasica I,
para la trayectoria de la partı́cula est́a dada por

I =

rf∫

ri

drpr =

rf∫

ri

dr

pr∫

0

dp′r =

rf∫

ri

dr

M−ω∫

M

dH

ṙ
, (50)

Rev. Mex. F́ıs. E56 (2) (2010) 213–226
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siendopr el momento radial de la partı́cula (p′r es una varia-
ble muda, no confundir con una derivada) y donde se ha utili-
zado la ecuación de Hamilton-Jacobi (ṙ = (∂H/∂pr) siendo
ṙ la derivada temporal) para obtener laúltima igualdad.

Utilizando el cambio de variableH = M − ω y utili-
zando la ecuación de la geod́esica radial (49) para partı́culas
salientes (+) se obtiene

ω∫

0

rf∫

ri

dr

1−
√

1− f(r)
(−dω′). (51)

Teniendo en cuenta queri > rH > rf y quef(rH) = 0,
esta integral será compleja y asumiendo que la parte ima-
ginaria de la acción puede ser atribuida completamente al
residuo del polo,́esta puede calcularse fácilmente tomando
r − rH = εeiθ. Por ejemplo, para el agujero negro de Sch-
warzschild conf(r) = 1 − (2(M − ω)/r) la integral (51)
quedaŕıa para la parte imaginaria (=) que es láunica que nos
interesa:

ω∫

0

ri∫

rf

dr

1−
√

2(M−ω′)
r ± iε

dω′ r=σ2

−→

ω∫

0

dω′
σi∫

σf

dσ
2σ2

σ−
√

2(M − ω′)± iε
⇒ =ε→0

ω∫

0

dω′
π∫

0

idθ2(σH + εeiθ)2

=

ω∫

0

dω′4π(M − ω′) = 4πω
(
M − ω

2

)
, (52)

siendoσH =
√

2(M − ω). Ésta es la parte que nos interesa
porque est́a relacionada (el factor no es significativo fı́sica-
mente) con latasa de emisión semicĺasica[25]: Γ ∼ e−2=I .
En el caso que nos ocupaésta es, obviamente,

Γ ∼ e−8π(Mω−ω2
2 ). (53)

Comparando esta expresión con la correspondiente obtenida
por Hawking para el agujero negro de Schwarzchild, Ec. (45),
vemos que f́ısicamente difieren en el factor≈ e4πω2

que apar-
ta al espectro derivado por Parihk y Wilczek de la termalidad.
La aparicíon de este t́ermino es consecuencia de la hipótesis
de conservación de la enerǵıa total y est́a asociada por tanto
a la autointeracción del campo gravitatorio que no se tenı́a en
cuenta en la derivación de Hawking.

La técnica usada puede generalizarse a agujeros negros
rotantes y cargados. La tasa de emisión para un agujero de
carga Q emitiendo radiación sin carga es [23]

Γ∼e−4π[2ω(M−ω
2 )−(M−ω)

√
(M−ω)2−Q2+M

√
M2−Q2]. (54)

Tambíen existen generalizaciones para métricas ḿas genera-
les que las del tipo (26) como puede ser

ds2 = −f(r)dt2 + (dr2/g(r)) + r2dΩ2

conf(r) 6= g(r) como se hace en la Ref. 26.

5. Radiacíon de Hawking en un universo de
FRW

Parece claro que la existencia de un horizonte de sucesos en
el agujero negro es esencial para la existencia de la radia-
ción. Adeḿas, en el trabajo de Parikh y Wilzcek, el horizon-
te de sucesos juega un papel dinámico aunque se trate con
métricas est́aticas. Parece lógico, por tanto, intentar ver si
para otras ḿetricas no estáticas o no estacionarias (es decir
aquellas que no admiten un vector de Killing generador de
una “enerǵıa” ) donde exista un horizonte de sucesos, exis-
te tambíen radiacíon de tipo Hawking (t́ermica) o de distinto
tipo. Aplicando el ḿetodo Parikh-Wilczek, diversos autores
[27-30] han demostrado que existe realmente una radiación
asociada alhorizonte aparentelocalmente definido en un uni-
verso de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), cuya métrica
es dińamica (no estacionaria) .

La métrica de FRW (la del modelo estándar del Universo)
es

ds2 = −dt2 + a2(t)
[

dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

]
, (55)

dondea(t) es el denominado factor de escala que determina
el tamãno f́ısico del universo yk = −1, 0, 1 seǵun se con-
sidere un universo abierto, plano o cerrado, respectivamente.
Ésta es la ḿetrica ḿas general que satisface los principios de
homogeneidad (invarianza bajo traslaciones) e isotropı́a (in-
varianza bajo rotaciones) del espacio (Principio Cosmoĺogi-
co). Debido a esto, existen una serie de isometrı́as que hacen
que la parte puramente espacial sea un subespacio maximal-
mente siḿetrico (admite el mayor ńumero de vectores de Ki-
lling).

Si se defineρ = a(t)r, entonces la ḿetrica puede escri-
birse como

ds2 = habdxadxb + ρ2dΩ2 (56)

siendo el nuevo tensor ḿetrico

hab = dig(−1,
a2

1− kr2
)

y xa = (t, r). Es decir, dadas las condiciones de homoge-
neidad e isotroṕıa del espacio, podemos describir la varie-
dad 4-dimensional(M, g) como el producto de dos espa-
cios 2-dimensionales: uno con la métricahab y otro con la
métrica est́andar de la esfera 2-dimensional deárea4πρ2 que
est́a asociado a las simetrı́as del sistema. Ası́ podemos poner
(M4, g) = (Q2, h)⊗ (S2, η). Se define elhorizonte aparen-
te como la superficie marginalmente atrapada con expansión
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nulavii. El valor del radio del mismo, (ρA), cumple la condi-
ción

hab∂aρ∂bρ = 0. (57)

Por tanto,

−(∂tρ)2 +
1− kr2

a2
(∂rρ)2 = 0 =⇒ ρA

=
a√

k + (Ha)2
, (58)

dondeH = (1/a)(da/dt) es el llamadoparámetro de Hub-
ble. Vemos que para un Universo plano (k=0) el horizonte
aparente coincide con el horizonte de Hubble,H−1, es decir,
con el horizonte cosmológico.

En funcíon de las coordenadas(t, ρ) la métrica (56) resul-
ta ser una ḿetrica de tipo Painlev́e-Gullstrand ḿas adecuada,
como sabemos, para el estudio del problema que nos ocupa:

ds2 = −
1− ( ρ

ρA
)2

1− k( ρ
a )2

dt2 − 2Hρ

1− k( ρ
a )2

dtd%

+
dρ2

1− k( ρ
a )2

+ ρ2dΩ2 (59)

Se define elvector de KodamasobreQ como el dual de
Hodge relativo a la ḿetricah del gradiente del radio arealρ
(que es considerado un campo escalar sobre el espacio nor-
mal bidimensional):

Ka = − 1√
−det(hab)

εab 5b ρ, (60)

donde a,b = 1,2 se refieren a las componentes del tensor
métrico asociado a la ḿetrica (59):

hab =



− 1−( ρ

ρA
)2

1−k( ρ
a )2 − Hρ

1−k( ρ
a )2

− Hρ
1−k( ρ

a )2
1

1−k( ρ
a )2


 . (61)

Por tanto, las componentes del vector de Kodama en fun-
ción de las bases del espacio bidimensional normal a las es-
feras de simetrı́aρ son [31]

Ka =
(√

1− k(
ρ

a
)2, 0

)
=⇒ K2

= habK
aKb = −

(
1−

(
ρ

ρA

)2
)

. (62)

Puede generalizarse el vector de Kodama a toda la variedad
(M, g) definiendoεµν = εab(dx)a

µ(dx)b
ν . Aśı utilizaremos

como vector de Kodama

Kµ =

(√
1− k

(ρ

a

)2

,~0

)
.

Este vector tiene interesantes propiedades que le hacen muy
similar al vector de Killing. De hecho el vector de Kodama

define un flujo preferido de tiempo y en este sentido es una
generalizacíon del vector de Killing que define un flujo de
tiempo para ḿetricas est́aticas. Las propiedades del vector de
Kodama ḿas importantes son las siguientes:

Seǵun (62), el vector de Kodama es de género tiempo,
nulo o espacio según seaρ < ρA, ρ = ρA y ρ > ρA,
respectivamente. En el primer caso, el signo - en la de-
finición (60 ) asegura queKµ est́a dirigido hacia el
futuro.

K es tangente a las superficiesρ (ρ =Cte). Es decir,
Kµ 5µ ρ = 0.

Kµ es una corriente localmente conservada. Es de-
cir, 5µKµ = 0. La correspondiente carga conservada
(teor. de Noether) es

∫

σ

Kµdσµ =
4
3
πρ3

La densidad energı́a-momento a lo largo del vector de
Kodama definida comoµ = Tµ

ν Kν , siendoTµν es el
tensor enerǵıa-momento, también es una corriente con-
servada. Es decir,5µµ = 0. La correspondiente carga
conservada es

∫

σ

µdσµ

que es la energı́a total de la materia ḿas el campo gra-
vitacional.

Como puede verse a partir de (62), en el espacio
asint́oticamente plano(a → ∞, ρ = constante) el
vector de Kodama coincide con el vector de Killing.

K = Kµ∂µ =

√
1− k

(ρ

a

)2 ∂

∂t
−→ ∂t

(vector de Killing).

K2 = habK
aKb = −

(
1− ρ2

ρ2
A

)
ρA→∞−→ −1

Cuando el vector de Kodama es nulo aparece unho-
rizonte atrapado(una hipersuperficie plegada por su-
perficies marginales) exactamente igual que aparece un
horizonte de Killing cuando el vector de killing se anu-
la.

Al considerar partı́culas escalares,éstas han de verificar
la ecuacíon de Klein -Gordon(6), siendog = det(gµν) y
gµν la métrica (59) de FRW. En la aproximación WKB (de la
óptica geoḿetrica) el campo cúantico asociado a la partı́cula
puede considerarse de la formaφ(t, ρ) = e−

i
~ I(t,ρ), donde

I es la accíon para la trayectoria clásica de la partı́cula. Con
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el campo siendo de esta forma, en ell ı́mite cĺasico(~ → 0),
la ecuacíon de Klein-Gordon se convierte en laecuacíon de
Hamilton-Jacobi:

gµν∂µI∂νI + m2 = 0. (63)

Podemos definir la energı́a y el momento radial asociados al
vector de Kodama como

ω = −Kµ∂µI = −
√

1− k
(ρ

a

)2

∂tI, kρ = ∂ρI. (64)

Aśı, la accíon queda (de forma análoga a lo que sucedı́a en
métricas no dińamicas):

I = −
∫

dt
ω√

1− k
(

ρ
a

)2
+

∫
dρkρ. (65)

Sustituyendo esta expresión en (63), la ecuación de
Hamilton-Jacobi queda

− ω2

1− k
(

ρ
a

)2 +
2Hρω√
1− k( ρ

a )2
kρ

+

(
1−

(
ρ

ρA

)2
)

k2
ρ + m2 = 0 (66)

Esta ecuación de 2o grado enkρ tiene dos posibles soluciones
correspondientes a modos entrantes o salientes (signo + y -,
respectivamente, en la raı́z). Dado que el observador está den-
tro del horizonte aparente (ρ < ρA, donde el vector de Ko-
dama es de tipo tiempo) debemos considerar los modos en-
trantes (y, consecuentemente, escoger el signo - en la raı́z).
Escogiendo partı́culas de masa 0 (puede verse que el resul-
tado que nos interesa no depende dem [27]) y aplicando la
Ec. (50) del ḿetodo de Parikh-Wilzcek obtenemos para la
parte imaginaria de la acción cĺasica, que está integramente
asociada al segundo término de la expresión (66) puesto que
la contribucíon imaginaria proviene del polo en el horizonte
aparenteρA:

=I = −ω=
∫

dρ

×
Hρ +

√
(Hρ)2 + 1− ( ρ

ρA
)2

√
1− k( ρ

ρA
)2(1− ( ρ

ρA
)2)

= πωρA. (67)

Aśı pues, la tasa de emisión seŕa

Γ ' e−2=I = e−2πωρA . (68)

Por tanto, el observador que está dentro del horizonte apa-
rente (el llamado observador de Kodama) verá un flu-
jo de part́ıculas con un espectro térmico de temperatura
T=((1/2)πρA) cuando las partı́culas atraviesan hacia el in-
terior del horizonte aparente. Esto es completamente análogo
a lo que sucede para la radiación de Hawking en la derivación
propuesta por Parikh y Wilczek.

6. ¿Realmente efecto t́unel?

Para finalizar este esbozo sobre la radiación de Hawking ha-
remos referencia a algunas voces crı́ticas con el ḿetodo de
Parikh-Wilczek. Como vimos, la derivación de la radiacíon
de Hawking propuesta por Parikh y Wilczek se basa en la
hipótesis de que la acción de la part́ıcula que atraviesa el ho-
rizonte del agujero negro tiene una parte imaginaria que pro-
viene del plano complejo de la coordenada r a lo largo del
semićırculo infinitesimal sobre el horizonte de sucesosrH .
Recientemente ha sido cuestionado que la acción pueda tener
una componente imaginaria, [33,34], y además esta objec-
ción no depende de las coordenadas utilizadas. El argumento
fundamental es que en el espacio-tiempo del agujero negro la
variable temporal t adquiere una parte imaginaria dentro del
horizonte de sucesos que canceları́a la parte imaginaria pro-
veniente del momento. Intentemos ver los argumentos de los
discrepantes.

Obviamente ha de verificarse la ecuación para las
geod́esicas radiales [15]:

pr = mgrr
dr

ds
=

m

f(r)

√
ε2 − Veff , (69)

siendoε la enerǵıa por unidad de masa de la partı́cula (es de-
cir ε = ω

m ) y Veff el denominadopotencial efectivoque, para
un agujero esf́ericamente siḿetrico, sin carga y no rotante es
simplememteVeff = f(r) con lo cual queda, para el agujero
negro de Schwarzschild conf(r) = 1− (rH/r):

pr(r) =
dI(r)
dr

=

√
(ω2 −m2)r2 + m2rrH

r − rH
(70)

Vemos que si m=0́esta se reduce a la ecuación de Hamilton-
Jacobi

(
dW (r)

dr
=

ω

f(r)

)

obtenida para la aproximación WKB, en el ĺımite semicĺasico
(~→ 0) y para m=0 a partir de la acción [19]:

I = −ωt + W (r). (71)

En t́erminos de la interpretación de Parikh y Wilzcek el pro-
ceso de radiación quedaŕıa establecido de la siguiente for-
ma: como puede apreciarse a partir de la expresión (70), la
part́ıcula no puede propagarse clásicamente entre dentro y
fuera del horizonte del agujero a causa de la barrera de po-
tencial que se manifiesta como un polo en el momento para
r = rH . Sin embargo, cúanticamente es posible atravesar
la barrera por efecto túnel y unir las trayectorias interior y
exterior al horizonte en el plano complejo r rodeando la sin-
gularidad asociada arH . Esto ãnade una parte imaginaria a
la accíon (ver Ec. (52)) que se interpreta como la responsable
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del proceso t́unel de dentro a fuera del horizonte. Sin embar-
go, si se hace una aproximación en la Ec. (70) parar → rH

(teniendo en cuenta (71)) tendremos

W (r) r→rH−→ ωrH ln
r − rH

rH
, (72)

y dado que la ecuación para las trayectorias próximas al ho-
rizonte viene establecida por la condición

dI

dω
= Cte(C)

se deduce que ha de verificarse la ecuación

−t + rH ln(r − rH/rH) = C

y sustituyendo en (71) obtendrı́amos que la acción es

I = −ωt + ωrH ln
r − rH

rH

= ω

(
−t + rH ln

r − rH

rH

)
= ωC. (73)

Es decir, la accíon no adquiriŕıa una parte imaginaria y
por tanto no ha lugar el efecto túnel. Vemos en definitiva que
la puesta en cuestión del ḿetodo de Parikh-Wilczek se basa
en el “olvido” de la parte temporal de la acción−ωt y de su
contribucíon igual y de signo contrario a la parte imagina-
ria de la parte radialW (r) =

∫
drpr (ver Ec. (50)) con lo

que la contribucíon neta para la parte imaginaria de la acción
total (71) es nula.

7. Acerca de otras derivaciones de la radiación
de Hawking

Como se sẽnala en el “abstract”, el propósito de este artı́culo
es fundamentalmente dar una amplia visión de la denominada
radiacíon de Hawking de los agujeros negros y señalar dos de
las principales derivaciones de la misma: la original debida a
Hawking y la conocida como efecto túnel. Estéultimo méto-
do ha sido en láultima d́ecada muy utilizado para obtener el
espectro de radiación en horizontes dińamicos (tipo FRW), de
ah́ı la dedicacíon que se dedica al mismo. Pero naturalmente
“amplitud” no es sińonimo de “completitud” y en este sentido
no debe quedar en el lector (sobre todo en el no especialista
en el tema) la impresión de que laśunicas derivaciones de la
radiacíon de Hawking se agotan en las aquı́ relatadas. Existen
otros ḿetodos.

El método ḿas interesante posiblemente sea el deinte-
grales de camino(“path integrals”) [35-37] aplicado por Gib-
bons y Hawking en el contexto de la aproximación a la grave-
dad cúantica eucĺıdea para la obtención de la entroṕıa de un
agujero negro de Kerr-Newman y de una métrica de De Sit-
ter. Dadas la relevancia y aceptación que tiene, aunque ajeno
al proṕosito de este artı́culo, haremos un pequeño esbozo del
mismo aplićandole al agujero negro de Schwarzchild:

El punto central del mismo estriba en la relación que hay
entre la funcíon de particíon Z de un conjunto cańonico ter-
modińamico formado por un campoφ (cualquier campo: de
materia, gravitatorio, etc) a una temperatura dadaTe = (1/β)
(kB = 1 en unidades naturales) y la integral de camino que
expresa la amplitud de probabilidad de transición (en la re-
presentacíon de Heisenberg)〈φ2, t2 | φ1, t1〉:

Z
.= Tre−βH =

∫
Dφe−IE(φ), (74)

donde la integral ha de realizarse sobre todos los campos que
son períodicos de periodoβ en el tiempo imaginario y que
cumplan las condiciones de contornoφ(t1)=φ1 φ(t2)=φ2

y donde la accíon IE es la accíon cĺasica euclı́dea obteni-
da haciendo una rotación de Wickt → iτ y cuyo t́ermino
dominante seŕa el que proviene de las soluciones que hacen
extrema la acción. Suponiendo que sólo tenemos un campo
gravitatoriog, la accíon viene dada por la acción de Einstein-
Hilbert más un t́ermino de frontera que sirve para normalizar
la misma y que es necesario introducir para obtener una ac-
ción que dependa sólo de las primeras derivadas de la métrica
(R contiene t́erminos que son lineales en la derivada segunda
de la ḿetrica):

I =
1

16π

∫

Ξ

d4xR
√−g +

∫

∂Ξ

d~x(K −K0)
√
−h, (75)

dondeK−K0 es la diferencia de la traza de la segunda forma
fundamental de∂Ξ en la ḿetricag y en la ḿetricaη y h es la
métrica inducida sobre el contorno (o frontera)∂Ξ.

Para la ḿetrica de Schwarzchild euclidiana,

ds2
E =

(
1− 2M

r

)
dτ2

+
(

1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2, (76)

podemos emplear las coordenadas de Kruskal-Szekeres
(T, X, θ, ϕ) con el fin de evitar la singularidad de la métrica
enr = 2M : las coordenadas temporal y radial(τ, r) verifican
las siguientes relaciones con las coordenadas (T,X):

X2 − T 2 =
(
1− r

2M

)
e

r
2M (77)

y

X + T

X − T
= e−

iτ
2M , (78)

con lo cual la ḿetrica (76) pasa a ser

ds2 =
32M3

r
e−

r
2M (dT 2 − dX2) + r2dΩ2. (79)

(Para el lector exigente hacemos la advertencia de no confun-
dir (1−(2M/r)) que aparece en la ḿetrica con(1−(r/2M))
que aparece en la igualdad (77)). Podemos tomarT = iT ,
con lo cual la ḿetrica (79) pasa a ser

ds2 = −32M3

r
e−

r
2M (dT 2 + dX2) + r2dΩ2 (80)
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RADIACIÓN DE HAWKING 225

y la relacíon (78) pasa a ser

X − iT
X + iT = e−2iα = e−

iτ
2M , (81)

dondeα = arc tg(T /X) ∈ [0, 2π]. Por tantoτ debe ser una
coordenada periódica de peŕıodoβ = 8πM , con lo cual quie-
re decirse que el agujero negro de Schwarzchild debe tener
una temperatura

Te =
1

8πM

que es la que se obtuvo precisamente mediante el método ori-
ginal de Hawking (ver Ec. (45)).

Puede calcularse por otro lado el valor de la acción (75)
para el agujero de Schwarzchild y el resultado es [38]:

4πM2 =
β2

16π
.

Ya que la entroṕıa de un sistema termodinámico viene dada
por la expresíon

S ≈ −
(

β
∂

∂β
− 1

)
lnZ ≈

(
β

∂

∂β
− 1

)
IE ,

se deduce que en este casoS = 4πM2. Puesto que para el
agujero negro de Schwarzchild elárea del horizonte de su-
cesos (́area del agujero negro) esA = 4πr2

H = 16πM2 se
deduce la relación entre la entroṕıa y el área de un agujero
negro :

S =
A

4
. (82)

Naturalmente este ḿetodo puede, como es lógico, aplicarse
a cualquier ḿetrica y por tanto es aplicable a horizontes cos-
mológicos (tipo FRW).

i. La conjetura de Censura Cósmica se debe a Penrose y plan-
tea fundamentalmente la prohibición de singularidades desnu-
das cuando un objeto implosiona. Sobre la aceptación o no de
esta conjetura, curiosas apuestas incluı́das, entre la comunidad
de los f́ısicos, y en general sobre el desarrollo histórico de la
fı́sica de los agujeros negros, ver la Ref. 5.

ii. En general, el vacı́o suele definirse como el estado de mı́ni-
ma enerǵıa, pero en el caso de que el hamiltoniano del sistema
no se conserve en el tiempo no tiene mucho sentido hablar de
enerǵıa. Esta serı́a realmente la situación en que nos encontra-
mos generalmente en un espacio-tiempo curvo siempre que la
métrica no sea estática o estacionaria [11].

iii. Una superficie de Cauchy para un conjunto abiertoM es, fun-
damentalmente, una hipersuperficie de género espacio o nula
que corta a cualquier curva de género tiempo enM una y śolo
una vez.

iv. Hago expĺıcita la condicíon de operadores del campo y su mo-
mento conjugado.En adelante daré esto por entendido y elimi-
naŕe el sombrero.

v. Puede demostrarse [15,16] que el producto escalar (10) no de-
pende de la superficie de Cauchy elegida.

vi. Lo que esto implica fundamentalmente es que siempre puede
elegirse una coordenadaξ (en muchos casos es simplemente la
coordenadax0 = t) que verifica la condición (∂/∂ξ)gµν = 0.
El paŕametroξ juega el papel de parámetro temporal (ξ2 →
−1) con respecto al cual decidir qué magnitud se conserva,
pues por el teorema de Noether las transformaciones genera-
das por el vector de Killing llevan asociadas cargas constantes.
A lo largo de las curvas integrales dek puede especificarse de
forma natural el paŕametro temporalξ siendok = (∂/∂ξ). Para
el lector exigente en el rigor déeste y otros conceptos pueden
consultarse numerosos libros y apuntes de geometrı́a diferen-
cial y/o de relatividad general.Uno de ellos es la ref [12]. Para
la mayoŕıa de definiciones y resultados no demostrados a los
que haga referencia el artı́culo pueden consultarse en las Refs.
13 a la 16. Especialmente para cuantización en espacios curvos
puede consultarse la referencia clásica 13.

vii. Una superficie atrapada es, fundamentalmente, una superficie
2-dimensional de ǵenero espacio compacta sin fronteras con la
propiedad de que todas las geodésicas nulas que la intercep-
tan ortogonalmente convergen inicialmente en ella. Para una
definición rigurosa de este y otros conceptos como superficies
marginales, horizontes atrapados, etc puede consultarse en la
Ref. 32.
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