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Se estudia el problema de una fpauta confinada en una caja esferoidal prolata. Usando software Mathematica se grafican las funciones
esferoidales que aparecen en seis estad@®$. Se calculan los niveles de enasgque se encuentran por debajo de 8.5 rydbergs cuando

el inverso de la excentricidad €s = 3y & = 30. Se compara con el espectro de efeedg paficula confinada en una esfera del mismo
volumen y se encuentra que cada nivel de este sistema se desdbhld eriveles cuando se pasa de sife#sérica a simeta prolata. Se
estudian los elementos de matriz para intekatdipolar y se obtiene que la luz emitida o absorbida eisstularmente polarizada. Se calcula

el momento dipolar élctrico del estado base y de tres estados excitados. Se calculan los coefitiedieEinstein para seis transiciones
permitidas. La sencillez del trabajo dénsputo nos permite sugerir que este material egalidamentéitil para comprender gusucede en

un sistema cantico cuando se modifica su simatrSe sugieren actividades que gadealizar un estudiante de licenciatura.

Descriptores: Métodos de en$anza; &écnicas computacionales; puntosiaticos; funciones esferoidales.

The problem being studied is that of a particle moving unimpeded that is confined within a spheroidal box. Using the software Mathematica
the spheroidal functions are plotted for six physical states. The energy levels below 8.5 rydbergs are calculated when the inverse of the
excentricity£o is taken to b&o = 3 and{o = 30. A comparison is drawn between the energy spectrum of a particle confined within

a spherical box of the same volume, and it is found that every level of this system is dplit inlevels when its spherical symmetry is

shifted to a prolate symmetry. The matrix elements for dipolar interaction are studied and it is shown that the light that is either emitted or
absorbed is circularly polarized. The electric dipole moment is calculated for the ground state and for three further excited states. Einstein’s
A;; coeficients are calculated for six allowed transitions. The simplicity of the computer work being done allows us to suggest that this
material is didactically useful to understand key aspects of what happens within a quantum system in the event that its symmetry is modified.
Activities are suggested that could be performed by undergraduate students.

Keywords: Teaching methods; computational techniques; quantum dots; spheroidal functions.
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1. Introduccion Los calculos realizados est basados en algoritmos con-
feccionados para el estudio de las funciones esferoidales pro-
_ ) N . latas. A nivel de investigaon, este problema fue previa-
En este trabajo se realiza un estudicaditico de una paictu- mente analizado en 1999 [1] y en 2004 [2]. Ambos

la qué Se mueve sin ning |mped|ment.o en el interior de rupos de trabajo realizaron distintos enfoques para obtener,
una caja esferoidal prolata de paredes impenetrables. Usan malmente, las eigenfunciones exactas, pero la dificultad
comandos para ebdculo nunérico contenidos en el softwa- 4o @mputo los llew a seleccionar los nivelesas bajos de

re Math_ematlca, mostramos que ""! explomacdeN este sis- enerda para su estudio. En particular, Anjana Bagga y co-
tema fsico es de excelente contenido para la Basea de |, 4aq0res escriben en forma dkjih la expresin para la

la meanica cmnnca/po_rque pe_rm|t,e d'SC‘%“f varios d_e los enerda, que est dada ené@rminos del cuadrado de lascas
efectos fsicos de la prdida de simeta eserica. Es posrlble de la funcon de onda, sin embargo, la dificultad para calcular
calcular los valores que se deseen del espectro dei@nergygiag jog impide ir &5 alk de los primeros tres eigenvalores

graficar los estados estacionarios correspondientes y evalugl | energ. En ambas referencias se encuentranieia!

el TOTSINO dtlp((j)_lar Iek:tncolde ((j:ada Ilfno_de Tllols. Tallrabl mente las soluciones eerminos de series infinitas de funcio-

e? _act| j gs E |a; asreg az € seden(l:y C? cular el €O~ heg de Bessel y de series infinitas de polinomios asociados de
€ !an eL e |n”s elg (T;d C&} 6; unli Ie as lransl[c%nels perI'_egendre, pero ante la dificultad de calcular los coeficientes
mitidas. La sencillez delaicu’o 1aciiita 1a exploracn de fa correspondientes, no grafican los orbitales. El mismo proble-

ponductq del eSpec”P de enlerguandq I? cavidad de la ca- ma, pero para paredes penetrables, fue abordado por Anja-
ja esferoidal prolata tiende a la formaé&sta, de modo que, na Bagga et. al. utilizando elé&todo variacional en elfi@

visto a la inversa, se puede apreciar que cada nivel etieng 2005 [3].

de paricula confinada en caja ésfca se desdobla en varios

niveles de eneig al pasar a la forma esferoidal prolata. Esto  Tratamos de mostrar que el estudio de laipalta con-
sucede a ram de un nuevo nivel por cada valor distinto del finada en una cavidad esferoidal prolata puede ser abordado
valor absoluto del imero cié@ntico magatico. por parte de estudiantes de licenciaturaisicé a niveles que
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pueden ir nas alk de la escritura formal de las funciones deo absorbidas esh circularmente polarizadas y se muestra
onda y del espectro de enagAyuda a superar el descono- con ejemplos @émo influyen las propiedades de las funcio-
cimiento de la teda de funciones esferoidales en los cursosnes de onda en las reglas de sel@ecEn la sexta sedm se
de licenciatura y de maesdren cienciasisicas. El estudio calculan algunos coeficientgsde Einstein. La&ptima sec-
de éstas es posible si se aprovecha la excelente devizi- cibn esh dedicada a comparar el espectro de éaatg una
blicada en 2002 por N. Aquino, E. Caltay E. Ley-Koo [4], parfcula confinada en una cavidad esferoidal prolata con una
quienes presentan una amplia reviside las funciones es- del mismo volumen pero &sfica. Porltimo, en la octava
feroidales (prolatas y oblatas), desarrollando un tratamientseccon se presentan algunas sugerenciagdficas.
matricial para la soluéin del problema. Adeas, en opirdn
de ellos, ese enfoque esamadecuado porque, en el proceso
de diagonalizaéin, se obtienen simdheamente los eigen-
valores y los eigenvectores. 2.1. Sistemafsico en unidades atmicas

Existe aderas el trabajo de Peter E. Falloon [5], quien
presenb en 2001 una tesis de maésten ciencias en la que Consideramos una p&tla de masan. que se mueve en
compila muchas de las propiedades de las funciones esfer¢in potenciall’ () = 0, en una cavidad esferoidal de forma
dales y desarrolla un paquete para ser usado en el sistemaRi@lata cuya superficie denotamos cosoLa ecuaddn de
software MathematicéEl las llama:armonicos esferoidales Schibdinger que describe al sistema es
y logra su evaluadn para paametros contenidos en el cam- n o,
po de los imeros complejos. Bautizal paquete como “Sp- —5, V¥ () =Ey(r) alquey () =0, (1)
heroidalHarmonics”, pero nosotros hemos encontrado que, a . © i i
partir de la versin 6.0 de Mathematica, existen comandos®°"des es elemento de la frontetade la caja confinante y

con los cuales elaculo es directo y sin necesidad de pasosE es la ener@g. . . . L
previos Para pasar del sistema internacional a unidadesiat

En dntesis, el uso generalizado de software amigable pac2S cambiamos primero la escala para medir las coordena-

ra el dlculo simtblico y el nunérico, ha permitido el des- 925 Tn2q3ueDzearep;:elr:;a elevglo?lfgsgé'.;o:caﬁ é"aC(c)gmo
arrollo de algoritmos que permiten calcular tanto laseade  *.— e_’v; ' _235"2 coun V’qeul rad'eate Icon res eclto 2 las

la funcion de onda como varios de los coeficientes de las s&94€: V™ = X ' el gradi eSp

ries que aparecen en ella. En consecuencia, éstitdmen- coordenadas escaladas. Si denotamos el radio de Bohr como

— ! i i
te apropiado explorar sistemasi€os concretos en donde se ‘elg yazgzgng(?i(m_enls/iE)C:woa)\l,ersestléacglrjl;b(izl?zn;r??aesvtiggt:Eisa sen
utilice este desarrollo tecrfjico para reforzar el aprendi- P q

zaje de la fsica. Pensamos que la fiadia en movimiento términos del radio de Bohr. Enseguida @hotilo directo lle-

en el interior de una caja esferoidal prolata de paredes imaa 2m.FE

penetrables es uno de los sistemas que cumplen con ese pa- V2 (i) + ag 72 ¥ () =0, @)
pel, especialmente porque tiene sirfetdistintas alas de los ] que si se define
movimientos en un campo central, que son l@smtilizados

en los cursos de manica céntica. Exn

Este trabajo se organiza como sigue:

En la segunda sedm se presenta el sistemigi€o, las  tenemos la enefg adimensionad = E/Ex medida en ryd-
ecuaciones que lo describen, y por razoneadtidas, se ha- bergs, en cambio, si no se incluye el factge en la defini-
ceénfasis especial en el cambio a unidadésnitas sin usar cion deEy, quedad medida en hartrees. La ecuatiahora
la regla nemdicnica cotidianag(= 1, m. = 1y i = 1); en  se escribe como
la tercera secbn se discute la integral de movimiento aso- P 4
ciada a la simeta esferoidal prolata y se hace ver que se VI () + e () = 0. (3)
reduce al momento angular al cuadrado enneité apropia- La simetfa del sistema sugiere utilizar las coordena-
do; en la cuarta sedmi se presenta la separ@cide variables das esferoidales prolatas, queasstiefinidas como sigue en
y las tres ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes, g&rminos de las coordenadas cartesianas [6]:
escriben las soluciones, que&stadas erétminos de fun-
ciones esferoidales, se explicaneo usar el software Mat-
hematica para graficarlas y obtener expresiones en series de y = asinh (u) sin (v) sin (¢) , 4)
ellas, tamb&n una expreén para el eigenvalor asociado a la
integral de movimiento, y en especial, se expliéano cal-
cular valores nuiéricos del espectro de eneagSe presen- dondes es la distancia del centro del esferoide prolato a cual-
ta, aderas, una tabla con las diferencias de efeedp seis  quiera de sus foco8,< u < 00,0 < v < 71,y 0 < ¢ < 27.
transiciones eledbnicas. En la quinta se@ri se calculan 10s  |ntroduciendo los cambios de variables
elementos de matriz y algunos momentos dipolaréestiel
cos, se demuestra que las ondas electroitagrs emitidas

2. Sistema fsico y ecuaciones que lo describen

ﬁ2
= 72 B
2meag

x = asinh (u) sin (v) cos (¢) ,

z = acosh (u) cos (v) ,

& =cosh(u), n=-cos(v), (5)
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las expresiones de transform@atise reescriben como cargas dctricas respectiva8;e y Zse, dondee es la carga
elemental.
z=a\/(§—1)(1—n?)cos(¢), Claramente, el caso de pattla confinada en una caja es-
. feroidal prolata comparte la misma simafipues basta hacer
— 2 _ _m2
y=aV(—1)(1-n?sin(g), ©6) 7y = Z5 = 0 para disponer de un conjunto similar de opera-
z = aén, dores que conmutan con el hamiltoniano.

Veintitres dos despés de este trabajo, K. Helfrich [9]
dondel < ¢ < ooy —1 < 7 < 1. El elemento de volumen aborda el problema as general de las constantes de movi-

es miento con potenciales que en coordenadas esferoidales pro-
dv = a® (& —n?) d¢dndé. latas tienen la forma separable que sigue:
Una revison didactica de las coordenadas esferoidales pro- Vi) +Va(n)

Vv (57 77) - 52 _ 772 (9)

y demuestra que, para el caso de la améca chsica no rela-
tivista, la ecuadin de Hamilton-Jacobi es separable, de modo
que aparece una constante de sepanadada como sigue

latas y oblatas se encuentra en ugrafice de la siguiente
Ref. 7.

Si 2z es el semieje mayor del esferoiddry es el semie-
je menor del mismo, podemos definir la framth = 2/ Ry
para obtener una imageapida del grado de deformaci del
esferoide con respecto a una esfera éotrica de radidz,. B=-L*+a” (p2+p) + Bpot (10)

Un caleulo directo permite encontrar que dondeL? es el cuadrado del momento angular medido desde

el origen de coordenadas
Ro =\ 42 = a\Jeg — 1. ° !

_ 2med® oo (1 g2
de modo que resulta = &,/(/€2 — 1). Por ejemplo, los Fror = £2 —n? (=)@ - (=) vam] @b

casos calculados para este trabgjo 3y § = 30) corres-  es llamado por el autor la parte potencialte
ponden a esferoides en los que el semieje mayorassian- Helfrich demuestra que para el caso de la amica

go que el semieje menor en porcentajes dado$iar’% y  cuantica la constante de sepatacianterior es el eigenvalor
0.06 %, respectivamente. La deformanique se logra con el de| siguiente operador

patametroé, es mas pequia cuando su valor & = 30, ) )
por esa raan encontraremos que las padlas confinadas en A — T2 _ K242 (8 + 8) + Boot, (12)
un esferoide prolato con esa excentricidad ya presentan una dz* ~ 0y?
conducta muy similar a las contenidas en cavidadésiea.  tal que para el caso especial de dos centros con potencial cou-
En coordenadas esferoidales prolatas, el potencial se €gmbiano se reduce a la forma
cribe como sigue ~ ~ o
A =—-I%+d (pz +p§)
0 si &<
Vv (5) = { 00 Si E > 50 ’ (7) — 2mee2a (Zl COS 91 — Z2 COSs 92) . (13)

I . . Sedin Helfrich, la constante de movimiento mecanicair
de modo que el operador hamiltoniano del sistema bajo estu- . .

oo . ca es una suma de un operador dependiente solamente del sis-
dio tiene la forma siguiente

tema de coordenadas, que posee un significaitmfsimple

H—_v2 y de un segundo operador ligaddwscamente con la forma
del potencial separable seleccionado. Salvo algunas constan-

_ 1 9 ( 2 1) 0 tes multiplicativas evidentes, este trabajo de Helfrich recupe-
a2 (€2 —n?) | o¢ o€ ra a$ el operador que Erikson y Hill escriben como sigue:

o) %) 1 9? 5 12 9?

— =)=} - —~ (8 Q:L2+2<V2—>
00 |0 )| - @ a = o © CRIA R

+ v (Z1cosby — Zs cosbs) . (14)

3. Unaintegral del movimiento o _
El cuadro descriptivo queda entonces como sigue: los

En esta secon no utilizaremos las unidade$aticas debido  operadores

a gque solamente hablaremos de una integral de movimiento i o 7. — —ihi (15)
que editil para identificar una de las constantes de sepamaci ’ ? 0
gue encontraremos en la siguiente secale este trabajo. conmutan entre si, formando un conjunto de operadores cu-

H.A. Erikson y E.L. Hill [8], discuten en 1949 la exis- yos nimeros canticos definen los estados estacionarios del
tencia de una integral del movimiento para realizar la clasisistema.
ficacibn de estados de un elgmtren moéculas diadmicas, Ademas, es importante notar que lardida de simeta
cuyos ricleos esin situados en los focos del elipsoide, conesfrica puede ser controlada por medio del escealar
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4. Separacdn de variables

Esta se reduce a la ecuaciasociada de Legendre cuando
¢ — 0, de modo que se cumple la relawi

Para separar variables se propone la siguiente forma de la

ecuaodbn de onda

¥ (&m,¢0) = R(E)S ()@ () (16)

Sim (¢ =0,m) = Ny P (), (24)

conl=0,1,2,...
La ecuadbn asociada de Legendre es invariante ante

Aunqueg no es precisamente una coordenada radial, o ansformaciones del tipo — —z, lo cual se traduce en que

maremos el lenguaje de Anjana Bagga para llam&r(8)

las funciones que satisfacen esa eddratienen paridad bien

la parte radial de la funon de onda, particularmente porque gefinida, como puede verse para el caso de los polinomios
los nodos désta juegan un papel similar al de las funcionesysociados de Legendre a partir de danfiula de Rodguez

de Bessel en la obterizi del espectro de enéag Asimis-
mo, llamaremos & (n) la parte angular de la soldri aun-
que, claramente, se debe agregar el faétop) para incluir
la conducta en la coordenada

Las ecuaciones resultantes son

d*® (¢)
e +m2® (¢) =0, (17)
d dsS 2
i [(1772) dff’)] + [Aczvffng] $(n)=0, (18)
y
d |2 dR (£)
G
2
_ [A — ey me_ J R(6) =0, (19)
conm y A constantes de separanj en tanto que
2 = a%e (20)
La solucbn a (17) es directa
L me

Con la condigdn de qued (¢) sea univaluada, resulta que
m es elemento de losimeros enteros. Las Ecs. (18) y (19)
coinciden en su forma matéiica, pero los intervalos en que
eshn contenidas las variabley ¢ lleva a que las soluciones

sean muy diferentes. La constamtees el imero céntico

correspondiente:

z d"P(z)

B (@) = ()" (1-2%)F S0

En efecto, es directo demostrar que
P (—z) = (=)™ P ().

La paridad deP/™ (x) est dada por la suma + I, y cuando
m est fija, queda determinada pbr

En el caso de las funciones esferoidales prolatas, la ecua-
cion angular tami@n es invariante al transformar— —n, de
modo queS; ,,, (¢, n) debe tener paridad bien definida. A par-
tir de la Ec. (20) est claro que el alejamiento de la simatr
eskrica esh controlada por el pametroc, en consecuencia,
una propuesta para representarlas como combinaciones linea-
les de polinomios asociados de Legendre puede ser

Sim () = di, (¢) N P (1)
k=0

tal que la jerdida de simeta esérica queda contenida en los
coeficientesl;, (c). Esta expresin presenta el defecto de que

la mezcla de paridades distintas Bg (n) no debe permitir-

se. En consecuencia, en la literatura sobre este tema [2] se ha
propuesto una combindgi lineal como la siguiente

Stm (¢, m) = Z dy (¢) Nonger,m P’y () - (25)

r=001

Si fijamosm, cuando la suma inicia desde= 0, se con-

magretico, icentico al del movimiento en un campo central gigerantunicamente valores pares deldice r. En cambio,
porque comparte coéste la simeta axial, de modo que la para ese mismo valor de, la suma que inicia desde= 1

Ec. (17) se puede interpretar como la ectade eigenvalo-
res
L2® (¢) = m*1°® (). (22)

4.1. Parte angular

HaciendoA = )\, (c) en la ecuadin paras;,, (c,n), la
reescribimos como sigue:

d*Spm (e;m) . dSpm (¢, n)
1 _ 2 ,1 Y _ 2 ,1 Y
( " ) dn? dn
2

m
_7,'72 Sl,m (C, 77) =0.

T (23)

+ [Am (€) — 027)2 -

considerdinicamente valores impares, evitandblasnezcla
mencionada previamente.

Sustituyendo (25) en (23) se obtiene la rédacde re-
currencia para los coeficientés(c), pero debido a que con-
tiene los eigenvalorey; ,,, (¢), primero es necesario calcular
estos antes de utilizarla. Gran parte del esfuerzo de los inves-
tigadores se ha invertido en calcular,, (c) para obtener los
coeficientes{d,. (¢)} (Ver [5] y referencias contenidas @ll
Este @lculo se facilita en la actualidad porque el enfoque
de Falloon ya eétincluido en el software Mathematica, de
modo que, a partir de su vebsi 6.0, es posible calcular los
eigenvalores, graficar la soldci, obtener una aproximaui
en serie de Taylor, eétera.
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Por ejemplo, para obteney; ., (c) en potencias de?,
hasta tercer orden, se usa la ex@esi

Series[Spheroidal Ei genvalue[l,m, c],{c,0,3}] (26)
y produce
2(P+m?*+1-1
Ao (€) = L1 +1) — Ermiri-1),, 27)

42+ 41-3

El calculo de la constanteseia explicado en la fixima sec-
cion.

El comando que llama la furtmn esferoidals; ,,, (c,n) es

Spheroidal PS[l, m, ¢, z], (28)

A. CASTELLANOS MORENO Y A. CASTELLANOS JARAMILLO

A partir deésta se demuestra qi,,, (¢, ) se puede repre-
sentar mediante un desarrollo en serie de las funciones-esf
cas de Bessegl (c€):

Rl,nl (Cv 5) =2 (52 - 1)

de

r=001

m| Z+|m|) Ji (Cf)
l+| I+ |m)|! (c )Iml’ (34)

conl=m+r.

La forma anterior deR;,, (c,£) es consecuencia,
aden@s, de la siguiente propiedad demostrada por Fa-
lloon [5]:

Rl,m, (C, 5) =R _m (Ca 5) )

que esi relacionada con la sim@rdel sistemai$ico respec-

pero para cualquier operéci es necesario conocer la ternato al planon = 0.

{l,m,c}. Un desarrollo en serie Taylor a orderse puede
obtener paran dado si se escribe

Series[Spheroidal PS[l,m, ¢, z],{z,0,p}] (29)

En el caso particular de = 0, se puede obtener un des-

arrollo en serie de la fungh esferoidab) o (¢, ). El coman-
do a utilizar es:
Series[Spheoridal PS|l, 0, ¢,n], {c, 0, 3}] (30)

y resulta

51,0(0777)2131(77)+[— ( dl) P2 (n)

2(2141) (21 — 1)
(1+1) (142)

S @13y ™) } A+0(ch).  (31)

La condicbn de frontera) (3) = 0 planteada en (1) se
escribe en coordenadas esferoidales prolatas en la forma que
sigue

Rim (¢,&) = 0. (35)

La imposicbn de esta condién de frontera implica que la
parficula queda confinada en una i@gidel espacio, de mo-
do que proporciona tamém la condiddn de cuantizadin
de la enerta. Sic;,,, es un cero de la funon esferoidal
Ry (¢, §), la ecuaddn (35) lleva a la siguiente exprési pa-
ra la energa medida en rydbergs:

G m
m (36)

a?

€ =

Asi, el calculo del espectro de enéag resulta muy simi-
lar al de la paittula confinada en una caja egta. En esen-
cia el problema es simple, @hico problema al que se han
enfrentado los investigadores es de manejo y disponibilidad

Param # 0, se obtienen expresionesamcomplicadas, en del software adecuado [1,2].
terminos de funciones asociadas de Legendre de primera cla- E| niimero cintico principal, asociado a la engg

sey detipo 2.

Cuando se especifican valores rarimos de la terna
{l,m, ¢}, se puede obtener lagfica de la fundn de onda,
sin normalizar, utilizando la siguiente orden:

~1,1}].

Algunas funciones ,,, (¢, n) se presentan &s adelante por-
gue contribuyen a determinar las reglas de sebecgara co-
nocer las transiciones permitidas entre niveles de &merg

Plot[Spheroidal PS[l,m, ¢, z],{z, (32)

4.2. Parte radial y espectro de enerig

El calculo de la fundin radial se basa en la exp@sique
sigue (ver [10]):

1
:/e
-1

x (£2-1)

Rl,m (Cv g) ent

m
2

(1=*) % Sy (c,m)dn.  (33)

esh implicito en el valor de:, que resulta de la taque se
selecciona de la fungn R, ,, (c,€). El nUmero cé@nticol
coincide con el utilizado en el problema de campo central,
pero ya no est ligado a una integral del movimiento, por-
que ante la prdida de simeta esérica, ocupa ese lugar el
eigenvalor); ,,, (¢) dado en (27).

El procedimiento para obtener ldzae presenta a conti-
nuacon:

1. El siguiente comando llama la subrutina que calcula la
funcién Ry .., (¢, n):

Spheroidal S1[l, m, ¢, &o) (37)

2. Para conocer los nodos de esta fancse utiliza un
comando donde la variable es el pawetroc. Asi es
posible identificar el intervalo@hde se encuentran:

Plot[Spheroidal S1[l,m, ¢, &), {c, 0,3},  (38)

MaxRecursion— > 1, Plot Points— > 20].
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Todas las frecuencias de endisise ubican en la radiagi
ultravioleta.

Cabe adelantar que entibey 8.437 rydbergs, el sistema
fisico de paiitula confinada en una caja esferoidal prolata
tiene nas niveles de enei@que el de una pacula confina-
da en una caja esfica. Este tema se discutéasadelante.

Se obtiene una curva como la de la Fig. 1. El primer
nodo ayuda a determinar el estado, n = 1), el se-
gundo nodo determina el estadom,n = 2) y ad su-
cesivamente.

3. LaFig. 1 permite seleccionar el intervalo;(z2), que
contiene la rez de nuestro inté&s. Esta se encuentra
por medio del comando que sigue:

FindRoot[Spheroidal S1[l, m, ¢, z],{c, x1, x2},
(39)

5. Momento dipolar electrico y reglas de selec-
cion
WorkingPrecision— > 5]

5.1. Reglas de seleamn
4. Con(l,m,c) determinados, es posible graficar la parte g

radial mediante el comando siguiente:
Plot[Spheroidal S1[l,m, ¢, x], {z,1,20}]

En esta secon estudiamos los elementos de matriz de la
forma (¢ |7] x) y tambén calculamos el momento dipolar
eléctrico de un estaddsico | x), prestando atenen a los
Nosotros hemos utilizado el procedimiento anterior deniveles de eneiig mas bajos del sistema bajo considedaci
manera intensiva para una cavidad esferoidal cuyo inverso d&diferencia del estado base de la peuta confinada en una
la excentricidad e§, = 3 y hemos calculado el espectro de caja esérica, el estado base de la pewta confinada en un
enerda hasta un valor deligeramente superior&437 ryd-  esferoide prolatoigresenta un momento dipolar diferente de
bergs. En el Apndice 1 se presenta el espectro de dénerg cero. Esto es de esperarse debido a la ruptura de la Emetr

(40)

hasta la primera fa del estad@l = 7, |m| = 7). Algunos de
los resultados @ bajos se presentan a contindagprestan-

eskrica que resulta de la forma de la caja confinantdiria
ca novedad es que el uso de software moderno permite a un

do atenaddn a las diferencias entre varias de las transicionegstudiante de licenciatura eisita comprobarapidamente lo

permitidas (cork; > ;) y su conversin a electronvolts.

anterior. Todas las integrales pueden ser evaluadaénizan

En la tabla siguiente las letras primadas se refieren al espente mediante el comando "NIntegrate”del software Mat-

tado inicial y las que no tienen prima al estado final.

R

I.m
.

0.“4\
0.3 \'\'\
0.2

0.1 \ T

—0.1

/
S/

FIGURA 1. Grafica respecto a. Permite conocer el intervalo de
blsqueda de la tac, que cumple con la condim de frontera.

TABLA |. Enerda de fotones emitidos en las transicionessrhajas
paragy = 3

Estadosiicos A=e¢ —e€f E; - Ef
W, m', ), m,c) (eV)
(1,1,1.57080) ( 0,0,1.08984) 8.69992 17.4089
(2,1,1.98850) (1,0,1.53464) 10.9099 21.8312
(2,2,2.02143) (1,1,1.57080) 11.0051 22.0217
(3,1,2.40224) (2,0,1.97114) 12.8139 25.6411
(3,2,2.42406) ( 2,1,1.98850) 13.071 26.1555
(13,3,2.45515) (2,2,2.02143) 13.2042 26.4222

hematica; o bien, cuando este procedimiento es demasiado
lento, conviene evaluar los integrandos en puntos &spes

para formar una lista de datos y enseguida combindmres

nes siguientes:

f = Interpolation|datos|N Integrate[f[t],{t, 1, 3}]

Denotamos comd ) y | x) a los estados inicial y final
respectivamente, el objetivo es calcular la exjinregiara el
momento de transion dipolar

pig = 1@ |7 x) I

y enseguida particularizar para el caso del dipcdeteico de
un estado{y |7] v).

Si trabajamos en el espacio de configubaciel operador
del vector de posibn es:

(41)

¥ = :r:/i\—i-yj—i— 2k

o{ V@ =TT =) cos (6)

3
Il

V(@ =D A= )sin(9)] +ank}.  (42)

Introduciendo la notadn de los fimeros complejos y des-
arrollando un alculo ardlogo al de los libros de texto resulta:

F=a{VE@-1) 1)

x [e%e_ +e ey ] + agn/k\;} , (43)
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dondes = (1/2) (i &) son los vectores de polarizaci  con
circular derechas(, ) e izquierda{_). £o
Denotamos las funciones de onda como Js = /Rzk’,m’ (¢,€) &Ry (¢, €) dE
1

Xl,m,n (57 m, ¢):Nl,m (C) Rl,m (Cv 5) Sl,m (Ca 77) o, (¢)
’l/)l’,m’,n/ (67 m, ¢>:Nl’,m/ (C/)
X Ry e (&) Sur (C/a n) P (¢) . (44)

Jﬁ /Rl/ m' gRl m ( ag) d§

J7:/S*, (c',1) Sim (c,n)ndn = 0
El calculo del elemento de transixi produce la siguiente ex- e (€1) St (¢,1)

presbn:
1
_ * / 3 _
(@ 1) = i () N () o= [ St () i (et oPr =0 (8
-1
X (I—&?— + Lyt + Izk) ; (45)  Las integrales angularek y Js se anulan cuando el produc-
to de funcionesSy ,, (¢, 1) Sim (¢, ) €s una fundn par, si
donde esto sucede resulfa = 0y el casoAm = 0 no se presenta.
Considerando las funciones angulares listadas en la Tabla Il,
, , I, # 0 ocurre solamente en el caso de las transiciones verti-
Ly = (Ry g (¢,€) Sy (€'11) P () cales entre dos renglones contiguos.
7 —_Fié En cambio las integrales angulatgsy J, son diferentes
x ‘{ (€ =11 =n*e H (46) de cero cuando el producy.,,- (¢,n) Sim (¢, 1) €s una fun-
Rim (¢,€) Spm (¢,10) @ () cion par, de modo quér # 0 cuando en la tabla_l 2 tenemos
transiciones oblicuas entre dos renglones contiguos.
L = (R e (¢,6) Sy s (¢51) @rnr (6) 1611 La polarizacdn circular,e4, aparece sin’ = m F 1.
En ambos casos se requiere calcular el factor arigo
XRim (€€) St (¢,1) P (6)) @n e e
Desarrollando losaculos resulta éo
le/Rﬁ (6 V(2 = D) Ry (¢, €) £2dE,
I_ =1, = a0 ms1 (J1J3 — Jads), (48) 1
&0
donde Jo= [ R (¢ VIE = DR (e 6) e

1

&o

A=/mwwmnmmﬂmmw@5% 1
) h=/$W@WMM—WMMmmM
21

&o
b=/ﬁMMdOV@—Ummm0% 1
1 = [ St () VTSt ()i (62)

Jsy = /Sz*/,m/ (c;n) /(1 —=n2)Sm (¢,n) dn El calculo de las integrales anteriores produce los si-
guientes elementos de matriz permitidos entre los niveles de

enerda mas bajos:

TABLA Il. Paridad intercalada de las funciones angulares

1
Az/ﬁwwwnmewmmmmwm (49)
1

Sszespar Ssoesimpar Ssiespar Ssoesimpar

La componenté€, es Saoespar Sy esimpar  Spespar
Si,1espar  Sioesimpar
Iz = ag(s'm’,m (J5J7 - J6J8) ) (50) SO,O es par
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R Ry Rao
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FIGURA 2. Funciones radiales del estado bdse- 0, m = 0}, y los estado§l = 1;m = 0,1}, {{ =2;m =0, 1,2}

TABLA Ill. Elementos de la matriz de trandioi dipolar para  TABLA IV. Momento dipolar del estado base y los tres primeros
&=3 estados excitados paga = 3
Estadosfsicos (', m’, ') (I, m, ) (b Estado fsico(/,m, c) p— = p+ =
(1,1,1.57080) ( 0,0,1.08984) 1.2286 1 =0,m=0,c=1.08984 6.54301 9.17301
(2,1,1.98850) ( 1,0,1.53464) 1.1008 l=1,m=0,c=1.53466 0.15445 0.18607
(2,2,2.02143) (1,1,1.57080) 1.5482 [=2,m=0,c=1.97114 0.01993 0.01507
(3,1,2.40224) (2,0,1.97114) 1.0766 l=3,m=0,c=2.39320 0.00470 0.00181
(3,2,2.42406) ( 2,1,1.98850) 1.4224 dond
(3,3,2.45515) ( 2,2,2.02143) 1.7343 onde N2 1 (54)
(1,1,1.57080) ( 2,0,1.97114) 0.508 96 m (€) = 2mad iy g, — isjs’
(2,1,1.98850) ( 3,0,2.39336) 0.70415 es la constante de normalizamiy
(2,2,2.02143) ( 3,1,2.40224) 0.38275 X
0
= [ R (0 € R (e, 6) de.
5.2. Momento dipolar ekctrico 1
1
Para obtener el momento dipolaéefrico calculamos: j1 = /Szm (¢,1) Sp.m () dny
—1
(W |MY) = a'Ni, (e) (J1J3 — JaJa) 0
ia = [ iy (e.€) Rim (e.€) e, (55)
X [6m’,m+157 + §m’,m715+] (53) b "

1
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FIGURA 3. Funciones angulares del estado bfise- 0, m = 0}, y los estado§! = 1;m = 0,1}, {{ = 2;m = 0,1, 2}. La paridad se va
intercalando conforme creee.

En el caso de la padula confinada en un esferoide prola-
1 to, salvo el estado base, cada nivel de €iimgzgh doblemente
o = /Sl*m () UQSLm (c,n) dn (56) degepgrgdo, por lo tanto,. si los $udices:, f |pd|can el es-
J| tado inicial y final respectivamente, el coeficiente de Einstein

. A;r, se escribe como sigue:
El calculo del momento dipolar del estado base y de los

primeros tres estados excitados se presentan en la tabla si- Qe%?f ‘ ) ’ )
guiente: Aig = ot ([0 171 £ 4102 171 7o)

., - . 4e’wd; )
6. Emision esponfinea. Coeficiente A de Eins- = Seohed 1@ |7 )7, (59)

tein

N . i . donde
En esta secon calcularemos el coeficientg;; de Einstein
que esk presente en la tasa de erdisiespornea: Wi | 1) — N, (¢) Rium (¢€) Sium (¢,17) Do (6)
Otras propiedades importantes pueden ser obtenidas una vez
que se conoce el elemento de matriz, ver por ejemplo lal f2) = Ni,—m (¢) Ri,—m (¢,€) Sti,—m (¢;1) @1 (¢), (60)
Ref. 11. Dicha tasa de emisi tiene la forma siguiente en _ .
unidades internacionales y wiy = (2m/h)(E; — Ey) es la frecuencia de emsi

(E; > Ey). Reescribimos

Wi = AipNi, (57)
i ai ; - 32 m3e?a?
dondeN; es el umero de ocupadh del nivel enerético E; A = 3 I
y A,y est dado como c3hieg
2¢%w}) 2 % (B; = Ep)* [Nim (¢) Negwr () I (62)
if =55 |(i 58
£ = s 11 (58)
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TABLA V. Cociente @4,/ F) para las transiciones permitidas entre
niveles de eneiig mas bajos parg, = 3

Estadosikicos (', m,c’) (I,m,c) A=e —¢e; (Ais/F)

(1,1,1.57080) (0,0,1.08984) 0.6397  0.395171
(2,1,1.98850) ( 1,0,1.53464) 0.8022  0.625499
(2,2,2.02143) (1,1,1.57080) 0.809 2 1.27003
(3,1,2.40224) (2,0,1.97114) 0.9422  0.969434
(3,2,2.42406) (2,1,1.98850) 0.9611 1.79611
(3,3,2.45515) (2,2,2.02143) 0.9709 2.75267

TABLA VI. Valores nuréricos de los coeficiente$;; y de las vi-
das medias correspondientes pg&ya= 3

Estadosfsicos
| i) =", m/, )| f) =1, m,c) Ag(s™') vidamediaz/Aj (S)
(1,1,1.57080) (0,0,1.08984) 4.66460'° 2.1438<10~ !
(2,1,1.98850) (1,0,1.53464) 7.38840'° 1.3544<10~ !
(2,2,2.02143) (1,1,1.57080) 1.49910'' 6.6705<10~!?
(3,1,2.40224) (2,0,1.97114) 1.14430'' 8.7388<107'2
(3,2,2.42406) (2,1,1.98850) 2.12010'! 4.7167 1072
(3,3,2.45515) (2,2,2.02143) 3.24920'' 3.0776¢<107!?

Para utilizar unidades @inicas aprovechamos que

2
El—:Ef::(ﬁ>2A
Meayg
y resulta
Ais N 12 A3
F = |Nl,m (C) Nl/,m’ (C)I| A s (62)
donde
(hea)?

F= (63)

6eo (7rm€cobg)3

nos ayuda a simplificar la escritura.

Despies del @lculo nunérico de las integrales involu-
cradas en los elementos de matriz, se obtienen los siguientes
resultados:

Paray=3y a=1, los valores nur@ricos de los coeficien-
tes A;;, y de las vidas medias,:Ai‘fl, se pueden calcular
rapidamente introduciendo el valdr=1.1804x 10! s 1.

Energia
(rydbergs)

K]

0

—%\-.\ '

"

v
R

]-E-Isfcroidal

Eeferica

FIGURA 4. Funciones angulares del estado bfise- 0, m = 0},

33

La vida media de un estado excitado se define comg |os estadogi = 1;m = 0,1}, {{ = 2;m = 0,1, 2}. La paridad
T = Ajfl, de modo que un&culo directo permite obtener se va intercalando conforme crece

los resultados de la Tabla VI.

sistema de patula confinada en una caja esferoidal prola-
ta, tambén de volumerl/, posee un espectro de eriargon

7. Comparacin con el espectro de eneiig de
la esfera

36 niveles de enefig por debajo d&.437 rydbergs. Hemos
investigado este fémeno calculando todos los niveles de

enerda por debajo de, cuando la caja esferoidal prolata

En el sistema de pacula confinada en una caja esta

tiene inverso de excentricida@ = 3 y distancia del cen-

de volumenV/, el espectro de endagpresenta niveles de tro a uno de los focos = 1. El resultado son lo86 valo-
enerda por debajo de, = 8.437 rydbergs; en cambio, el res nunéricos mencionados. Enseguida repetimos el mismo
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calculo cuando la caja esferoidal prolata tiene comaupa- tiende a la eneiig de una pattula contenida en una

troséy = 30y a = 0.0961856, de modo que resulta el mismo esfera,

volumenV. Como era de esperarse, el resultado es que los ni-

veles de eneiig tienden a condensarse en torno a los valores 4- tambeén es posible comparar lasaicas de la parte ra-

de la caja edrica (ver Tablas VIl y VIl en el Apndice). dial (0 angular) para conoceﬁ;xpo se acerca a laforma
Este resultado puede ser muy interesante para un estu-  d€lafuncon de onda de una partla en una esfera. En

diante de licenciatura porque es un ejemplo tangible de lo ~ Particular, este ejercicio brinda una imagen visual del

que sucede cuando se pierde sifiaetm un sistemaidico. proceso de recuperari de la degeneram g = 2/ + 1

Analizando el problema a la inversa, encontramos que el es-  d€l movimiento en un campo central.

tado base de la pacula confinada en la esfera corresponde al

estado base de la pantila confinada en la caja esferoidal pro-

lata del mismo volumei, con un ligero aumento de engag

gue resulta del trabajo que se hace para deformar a la esfera.

En cambio, el primer nivel eneggjco exitado, conl, = 1,

m = 0, £1, n = 1 (primera réz de la funcon de Bessel

correspondiente), se desdobla en dos niveles étieog, que Apéndice

son los correspondienteda= 1, m =0yl =1,|m| =1

(ambos en la primeratade la funcbn esferoidal radial).
Cuando se hace trabajo sobre una cajaresf confinan-

5. Los estudiantes de postgrado pueden profundizar en el
estudio de funciones esferoidales de las referencias [4]
y [5], que presentan étodos distintos de afisis de las
mismas.

TABLE VII. Espectro de enemgparaio = 3,a =1

te, para obtener una caja esferoidal prolata, se pierde la si- | m n=1 n=2 n=3 n=4
metia esérica, haciendo que lasL + 1 proyecciones del 0 0 0.5939 2.3878 5.404 9.654
momento angular se desdoblen Br- 1 niveles de eneig 1 0 1.1755 3.4942 7.002
diferentes. La degeneréti esg = 2 y no desaparece del 1 1 1.2337 3.6540 7.297
todo porque se conserva la simatrespecto al plano defi- 2 0 1.9427 4.8255 8.858
nido porn = 0, que corta el elipsoide por la mitad. Co- 2 1 1.9767 4.9347 9.083
mo hemos mencionado antes en este trabajo, esta Eimetr 2 2 2.0429 5.093 9.360
lleva a que las funciones; ,,, (c,n) tengan paridad bien 3 0 2.8635 6.347
definida. La misma simét se manifiesta en la propiedad 3 1 2.8849 6.414
Rim (¢,€) = Ri_m (¢, €), lo cual influye en que los niveles 3 2 2.9380 6.540
de energa desdoblados para cada valoridao son2L + 1. 3 3 3.0139 6.702
Asi la pérdida parcial de simé&rs mantiene degeneranien 4 0 3.9321 8.028
los niveles de enetg, que en este caso @sicamentg) = 2, 4 1 3.9476 8.071
sin considerar el e$p. 4 2 3.9906 8.172
4 3 4.0567 8.311
) . 4 4 4.1419 8.479
8. Sugerencias didcticas 5 0 5143
Nuestra experiencia indica que el problema de undquart ? ; 2122
la confinada en un esferoide prolato puede ser comprendido 5 3 5'251
a nivel de un curso de licenciatura ési¢a. Su tratamien- 5 4 5'327
to puede ser abordado, mediante un sistema de proyectos, 5 5 5'422
inmediatamente despa de analizar con maugica céntica 6 0 6' 497
el movimiento en un campo central y de discutir el caso de 5 1 6.508
parfcula confinada en una esfera. En su desarrollo, el estu- 5 2 6.540
diante 5 3 6.593
1. Puede llevar a cabo la sepafatde variables para ob- 6 4 6.664
tener las Ecs. (17-19), 6 5 6.748
6 6 6.858
2. practicar con los comandos del software Mathematica 7 0 7.989
presentados en el texto para calcular otros niveles de 7 1 7.999
enerda adicionales a los presentados en este trabajoy 7 2 8.029
dibujar las funciones de onda correspondientes, 7 3 8.077
7 4 8.144
3. comprobar que, si se mantiene constante el volumen 7 5 8.227
V de la cavidad confinante, la en&gle una partula 7 6 8.325
en un esferoide prolato cuya excentricidad disminuye, 7 7 8.437
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TABLE VIII. Espectro de energparasy = 3, a = 0.0961856

m

n=1

n=2

n=3

n=4

N ~N~NN~NNNYNOOOOOOOOOOOD U OO o oo, BREDMNOWWWNNNERERO—

0
0
1
0
1
2
0
1
2
3
0
1
2
3
4
0
1
2
3
4
5
0
1
2
3
4
5
6
0
1
2
3
4
5
6
7

0.593091
1.21182
1.21331
1.99561
1.99583
1.99646
2.93377
2.93435
2.93435
2.93508
4.02267
4.02279
4.02313
4.02372
4.02453
5.25898
5.25908
5.25947
5.25997
5.26067
5.26157
6.64018
6.64027
6.64054
6.64098
6.64161
6.64242

6.6434
8.16438
8.16446
8.16471
8.16512

8.1657
8.16644
8.16734
8.16841

2.37238
3.58529
3.58689
4.97932
4.97988
4.98154
6.51986
6.52115
6.52115
6.52276
8.2314
8.23164
8.23235
8.23354
8.23521

5.33792
7.14147
7.14485
9.12343
9.12442
9.12732

9.48964
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