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En este trabajo utilizamos las ecuaciones hidrodinámicas de Euler para modelar halos de materia oscura escalar compleja en el Universo,
las cuales adquieren la forma de un sistema Schrödinger-Poisson en el lı́mite Newtoniano. Mediante la transformación de Madelung, dicho
sistema adopta la forma de la dinámica de un fluido, en donde interviene un potencial de auto-interacción y un potencial tipo cúantico que
depende no linealmente de la densidad del fluido. En este marco teórico se hace un análisis de inestabilidad de Jeans, el cual sirve para
determinar el tamãno ḿınimo para que el sistema sea estable, es decir, para que perturbaciones del campo escalar formen estructuras.
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In this work we use the Euler hydrodynamic equations of fluids to study a model of galactic halos minimally coupled to a complex scalar field,
which in the Newtonian limit they become the Schrödinger-Poisson system. Applying a Madelung transformation, this system of equations
takes the form of hydrodynamics equations, where there are a self-interacting potential and a kind of quantum potential that depends non-
linearly on the density of the fluid. In this theoretical framework we analyze the Jeans’ instability, which is useful for finding the scale
length of perturbations of the scalar field that will form structures. In other words, perturbations of the scalar field with lengths less than this
threshold length, can not lead to the formation of galactic structures.
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1. Introducción

En lasúltimas d́ecadas se ha vivido una revolución en el co-
nocimiento humano debido a la aparición de dos nuevos pro-
blemas fundamentales en la cosmologı́a moderna, ambos re-
lacionados con la formación de estructura en el Universo. El
primero es una componente necesaria para la formación de
estructura, es decir, para la formación de galaxias, ćumulos
de galaxias, etc. Este primer ingrediente es al menos el23%
de la materia del cosmos y es generalmente llamadamate-
ria oscurai. La segunda componente es una componente que
acelera el Universo constantemente. Estaúltima se le cono-
ce comoenerǵıa oscuray corresponde al73% de la mate-
ria del Universo y la tercera, que tan sólo representa el4%,
corresponde a la materia bariónica contenida en el modelo
est́andar [1-3]. Desde la aparición de estos dos primeros in-
gredientes, una gran cantidad de cientı́ficos se han concen-
trado en analizar decenas de hipótesis sobre su posible natu-
raleza y origen, sin embargo, los resultados no son del todo
satisfactorios y el misterio hasta ahora continúa.

Una diferencia sustancial entre la materia oscura y la
enerǵıa oscura es que la primera es gravitacionalmente atrac-
tiva mientras que la segunda es repulsiva, lo cual es ver-
daderamente extraño. En el marco del modelo estándar, no
se conoce ninguna partı́cula elemental con propiedades tales
que produzcan efectos gravitacionales repulsivos. Por lo tanto
las preguntas ḿas importantes a resolver son ¿Qué son estas
componentes oscuras que dominan en el Universo? ¿Cuál es

la naturaleza de estas componentes? Existen varias hipótesis
que quieren dar una respuesta a estas interrogantes, la pro-
puesta ḿas popular es que la materia oscura es una clase de
part́ıcula supersiḿetrica llamada WIMP, por su siglas en in-
glés “Weakly Interacting Massive Particle”. Para la energı́a
oscura, el candidato ḿas popular es sin duda la constante
cosmoĺogica, denotada porΛ. Sin embargo, ninguno de es-
tos candidatos están exentos de problemas. Por ejemplo los
WIMP’s siempre se comportan como polvo en la galaxia, por
lo que no hay un mecanismo real que impida que se formen
halos de galaxias de cualquier tamaño y no hay nada que im-
pida su colapso gravitacional. Es decir, la predicción del mo-
delo ΛCDM en la formacíon de estructura es que los halos
de materia oscura crecen jerárquicamente, por acreción y fu-
sión de sistemas ḿas pequẽnos a cada vez ḿas grandes. Una
consecuencia de esto es que la Vı́a Láctea actualmente de-
beŕıa estar rodeada por miles de pequeños subhalos, en apa-
rente contradicción con los sat́elites luminosos pequeños que
han sido detectados alrededor de la Vı́a Láctea hasta ahora.
A este problema se le conoce comoproblema de los satéli-
tes faltantes[4-6]. Por otro lado la constante cosmológica es
simplemente un parámetro que la teorı́a puede permitir pe-
ro que no est́a determinado. Mide la densidad de energı́a del
espacio vaćıo. Pero para lograr obtener una expansión acele-
rada del Universo en nuestros dı́as, se requiere que la cons-
tante cosmoĺogica sea del orden10−47 GeV4. Si calculamos
la densidad de energı́a del vaćıo, calculada como la suma de
enerǵıas de punto cero de un campo cuántico de cierta masa,
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obtenemos que la razón de la densidad del vacı́o que la teoŕıa
est́andar de partı́culas da a la densidad observada es del orden
10121. Si usamos supersimetrı́a se puede reducir esta razón en
60 órdenes de magnitud, lo que sigue siendo insuficiente [7].

1.1. Materia oscura fŕıa

Los WIMP’s son el prototipo para el modelo de materia os-
cura fŕıa (CDM por sus siglas en inglés) [8]. Sus predicciones
se encuentran en concordancia con las observaciones a gran-
des escalas (∼ Mpc)ii, y logra explicar diversas propiedades
de las galaxias y ćumulos de galaxias. Sin embargo, a pesar
de los grandeśexitos de CDM,́este presenta discrepancia a
escalas menores (∼ kpc). Una de ellas consiste en que los
perfiles de densidad predichos por CDM son demasiado den-
sos en el centro de las galaxias. En contraste, observaciones
muy precisas muestran que las galaxias, sobre todo las ena-
nas o las de muy bajo brillo, tienen densidades más bien con
un perfil plano o casi plano. A este problema se le conoce en
la literatura como elproblema de los halos picudos[5,6].

El problema de la subestructura y el de los halos picudos
se consideran fundamentales para entender la formación de
estructura en el Universo [5,6]. Incluso si el modelo CDM
tieneéxito, resolver estos problemas será de crucial impor-
tancia para este paradigma. Además, recientemente han sur-
gido otras observaciones que también pueden ser un proble-
ma para el paradigma de la materia oscura frı́a. Éste afirma
que la estructura se forḿo de una manera jerárquica, es de-
cir que la estructura surgió de pequẽnas semillas de excesos
de densidad de materia oscura, se cree que de masas como
la de la Tierra y del tamãno del sistema solar. Estas semillas
se fusionan por su propia gravitación, pero al ser el Universo
primitivo tan denso, las semillas chocan con otras a su al-
rededor y muchas veces se fusionan con otras para formar
halos ḿas grandes. Estos halos mayores continúan chocando
con otros hasta formar los halos que ahora conocemos. En
este paradigma, las galaxias más grandes se forman por la fu-
sión gravitacional de otras ḿas pequẽnas. Sin embargo, han
surgido varias observaciones que podrı́an contravenir estas
hipótesis. Las primeras observaciones consisten en el análi-
sis de cientos de galaxias [9], en donde se encuentra que seis
de las caracterı́sticas de las galaxias, como son brillo super-
ficial, masa, tamãno del halo, etc. están correlacionadas, es
decir, si se conoce una deéstas se pueden deducir las otras
propiedades restantes. Esta observación no puede ser expli-
cada con el modelo jerárquico, pues no hay manera de obte-
ner galaxias con caracterı́sticas tan semejantes como las que
se observan, después de una serie de choques y fusiones de
halos de forma pŕacticamente aleatoria. Es mucha casualidad
que dos galaxias del mismo tamaño sean tan semejantes, des-
pués de que ambas tuvieron un historial de choques y fusio-
nes que podrı́an ser completamente distinto. Con la hipótesis
del modelo jeŕarquico estas semejanzas son muy difı́ciles de
explicar. Ḿas aun, recientemente se encontró que la fuerza de
gravedad de la materia oscura de todas las galaxias a un radio
determinado es la misma para todas las galaxias [10], una se-

mejanza universal difı́cil de explicar con el modelo jerárqui-
co.

La segunda observación que parece contravenir el mode-
lo jerárquico consiste en que al examinar galaxias con los
nuevos telescopios gigantes de reciente construcción, seǵun
el modelo jeŕarquico, las galaxias ḿas grandes tardaron ma-
yor tiempo en formarse. Por otro lado, simulaciones numéri-
cas [11] demuestran con gran detalle el tamaño de las gala-
xias que se formaron en cada etapa del Universo. Al hacer
una comparación de estas simulaciones con algunas galaxias
formadas en tiempos correspondientes az = 1.3, en Ref. 11
encuentran una gran discrepancia entre lo observado y lo pre-
dicho. Esta observación apunta al hecho de que las galaxias
se formaron ḿas temprano a lo predicho por la hipótesis de
la materia oscura frı́a.

La tercera observación es sobre la dispersión de veloci-
dades de galaxias a corrimientos al rojo muy grande, por
ejemplo,z = 2.186, es decir galaxias muy viejas. Muchas
de estas galaxias son muy compactas y con masas estelares
similares a las galaxias elı́pticas de hoy d́ıa pero con tamãnos
más pequẽnos. En la Ref. 12 se analizó una de estas galaxias
y se encontŕo que la dispersión de velocidades es muy alta,
500+165

−95 km s−1, lo que es consistente con lo compacto y ma-
sivo de la galaxia. La relación inferida entre el tamaño,re, la
masa dińamica,Mdin, y la dispersíon de velocidades,σv, es
σ2

v ∝ Mdin/re. Es decir, la dispersión de las velocidades del
gas y de las estrellas de estas galaxias indican que las galaxias
eĺıpticas ya teńıan la masa que actualmente tienen, pero ya
estaban ḿas concentradas y pequeñas. Las galaxias parecen
haberse formado muy temprano, y estas observaciones sobre
la dispersíon de velocidades indican que eran más compac-
tas. Si estas observaciones se confirman, indicarı́an una fuerte
contradiccíon con el modelo de materia oscura frı́a. De cual-
quier forma, si se descubre alguna partı́cula supersiḿetrica
que pueda servir de sostén a la materia oscura frı́a, este mo-
delo debeŕa resolver todas estas anomalı́as existentes con las
observaciones.

1.2. Materia oscura escalar

Para darle vuelta a estas fallas en el modelo de materia oscura
frı́a han surgido algunas alternativas, entre las que se encuen-
tra la hiṕotesis de materia oscura escalar [13-15]. Esta teorı́a
tiene algunas caracterı́sticas muy interesantes que podrı́an re-
solver algunas anomalı́as de la materia oscura frı́a. A pesar
de que la hiṕotesis de la materia oscura escalar es casi idénti-
ca al modelo de materia oscura frı́a a escalas cosmológicas,
tiene fuertes diferencias a escalas galácticas. La idea de este
modelo es la siguiente. En un principio existı́a un campo es-
calar con una masa muy ligera del orden demφ ∼ 10−22 eV,
esparcido homoǵeneamente en el Universo. Después de la in-
flación del Universo, este campo escalar se condensó a dife-
rentes escalas y de alguna manera inició un colapso gravi-
tacional. Aqúı surge la primera diferencia sustancial con el
modelo de materia oscura frı́a. Debido a que las semillas de
los halos de las galaxias se formaron por condensación, estos
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halos se esperan de todos los tamaños. Las fluctuaciones pri-
mordiales inician el proceso de colapso gravitacional de estos
halos en un tiempo muy temprano y por eso vamos a ver ha-
los bien formados en tiempos anteriores a los predichos por
la materia oscura frı́a. Este esquema es sólo hipot́etico, uno
de los objetivos de este proyecto es ver si este es el caso. Se
espera entonces que el campo escalar evolucione. Ya sabe-
mos que en láepoca de fluctuaciones lineales este campo se
comporta exactamente como materia oscura frı́a [16], pero
el colapsarse y formar halos de galaxias es un proceso muy
diferente al paradigma en boga. Este estudio ya se ha elabo-
rado para un halo esférico [14,17,18] la idea es llevar a cabo
un estudio nuḿerico completo, que nos pueda dar una guı́a
para ver si este modelo es correcto o debemos modificarlo.

En este trabajo reformulamos el modelo de materia oscu-
ra escalar para estudiar halos de materia oscura de galaxias.
Para este caso, se sabe que la dinámica tanto del campo es-
calar como de la geometrı́a del espacio-tiempo se describen
bien en el ĺımite newtoniano y al sistema resultante se le co-
noce comoSchr̈odinger-Poisson[14]. Algunos estudios de
este sistema los podemos encontrar en Refs. 14, 17 y 19. Sin
embargo, uno de los inconvenientes de resolver la ecuación
de Schr̈odinger reside en su naturaleza de tipo parabólico,
lo cual la hace complicada de resolver numéricamente. Esta
complicacíon consiste en que se necesitan métodos impĺıci-
tos para tener estabilidad numérica. Por ello, proponemos ha-
cer uso de la transformación de Madelung [20] para expresar
nuestro sistema en una forma hidrodinámica, en la cual están
presentes un potencial de auto-interacción y un potencial tipo
cuánticoiii que es no lineal en la densidad. Esta representa-
ción es de tipo hiperb́olico, y es posible implementar ḿeto-
dos nuḿericos expĺıcitos en forma de leyes de conservación,
lo cual no es tan costoso computacionalmente como los im-
plı́citos. Otra alternativa es usar la técnica de hidrodińamica
de part́ıculas suavizadas (SPH por sus siglas en inglés), que
fue disẽnada para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes.
Otra ventaja de esta representación, es que podemos obtener
de manera sencilla un criterio en que el sistema Schrödinger-
Poisson es estable.

Con estos objetivos en mente, dividimos este trabajo co-
mo sigue. En la Sec. 2 se deduce el sistema Schrödinger-
Poisson a partir de un modelo de materia oscura escalar. En
la Sec. 3 expresamos dicho sistema en su formulación hidro-
dinámica usando la transformación de Madelung. En la Sec. 4
hacemos el estudio del análisis de inestabilidad de Jeans, el
cual nos da un criterio para ver bajo qué condiciones el sis-
tema Schr̈odinger-Poisson es inestable. Después se dan las
conclusiones donde se resumen las principales aportaciones
de este trabajo.

2. Aproximación de campo d́ebil de las ecua-
ciones de Einstein

La hipótesis que vamos a estudiar es que la materia oscura
es un campo escalar complejo gobernado por la ecuación de
Klein-Gordon

∇µ∇µφ−
(mc

~

)2

φ = 0 , (1)

y la respectiva ecuación paraφ∗, que se obtiene al calcular el
complejo conjugado de (1). Aquı́ ~ es la constante de Planck,
c es la velocidad de la luz ym es la masa del campo esca-
lar. Una manera de obtener la ecuación de Klein-Gordon la
podemos ver en Refs. 21 y 22.

Dado que en relatividad general, al campo gravitacional
se le asocia con la curvatura del espacio-tiempo, entonces
campos gravitacionales débiles corresponderán a espacios-
tiempos aproximadamente planos. En tal caso consideremos

gµν = ηµν + hµν (2)

con |hµν | ¿ 1 y ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) la métrica de Min-
kowski. Dondegµν es la ḿetrica del espacio-tiempo, que la
descomponemos como una métrica plana ḿas una perturba-
ción. Aqúı estamos en la libertad de poner una norma para
h̄µν . Si pedimos que

∂ν∂νξµ = ∂ν h̄νµ (3)

lo cual es una ecuación de onda paraξµ con fuente∂ν h̄νµ,
obtenemos que

∂ν h̄
′νµ = 0 . (4)

Tomando esta norma, las ecuaciones de Einstein quedan

∂α∂αh̄βν = −κTβν , (5)

dondeTβν es el tensor de energı́a-momento y∂α∂α es el
operador D’Alambertiano en el espacio plano, es decir, es el
operador que aparece en la ecuación de una onda. Estas son
las ecuaciones de campo para un campo gravitacional débil
en su forma estándar. A esta expresión se le conoce como
l ı́mite de campo d́ebil.

Una aplicacíon particularmente importante de la aproxi-
macíon de campo d́ebil es el ĺımite newtoniano de la relativi-
dad general. Este lı́mite no śolo corresponde a campos débi-
les sino tambíen a pequẽnas velocidades de las fuentes, en
donde se satisface queT 00 À T ij [23]. En tal caso pode-
mos considerar śolo la componentēh00 e ignorar los deḿas
términos [24]. Para un análisis detallado de la aproximación
newtoniana de las ecuaciones de Einstein véase [25], la cual
es la referencia de donde nos basaremos para presentar los
siguientes resultados. Las ecuaciones de campo se reducen
entonces a

∂α∂αh̄00 = −16πG

c2
m2φφ∗ , (6)

donde hemos tomado

κ = 32πG/c4 y T00 ≈ 1
2
m2c2φφ∗.

Además, para velocidades pequeñas, la derivada temporal, en
el operador D’Alambertiano, es ḿas pequẽna que las deriva-
das espaciales, ası́ que la ecuación se reduce a

∇2h̄00 = −16πG

c2
m2φφ∗ , (7)
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donde el operador∇2 es el Laplaciano 3-dimensional. Com-
parando este resultado con la ecuación de campo de Newton
∇2U = 4πGρ concluimos que en este lı́mite h̄00 = −4U/c2

y h̄i0 = h̄ij = 0 (para i 6= j, i, j = 1, 2, 3) y m2φφ∗

corresponde a la fuente. Regresando a la definición deh̄αβ

en t́erminos dehαβ , tenemos queh00 = hii = −2U/c2. La
expresíon final del ĺımite newtoniano de las ecuaciones de
Einstein la presentaremos en (13) debido que aún nos falta
ver ćomo se reduceφ en este ĺımite y lo mostraremos en la
siguiente sección.

La métrica del espacio-tiempo en la aproximación new-
toniana es

ds2 = −(c2 + 2U)dt2 + (1− 2U/c2)d~r · d~r , (8)

donded~r · d~r = dx2 + dy2 + dz2. Cabe mencionar que el
paŕametro que tomaremos para hacer la expasión en serie es
la cantidad adimensionalU/c2 ¿ 1, lo cual es la aproxima-
ción a campo d́ebil.

2.1. La ecuacíon de tipo Schr̈odinger

En esta sección haremos la aproximación newtoniana de la
ecuacíon de Klein-Gordon dando lugar a una ecuación tipo
Schr̈odinger. Por simplicidad tomemos en los cálculos de es-
ta seccíon c = ~ = 1 y retomaremos las unidades originales
del resultado bajo ciertos cambios que abajo daremos. Susti-
tuyendo (8) en (1)

g00∂0∂0φ + gii∂i∂iφ−m2φ =

−(1 + 2U)−1∂2
t φ + (1− 2U)−1∇2φ−m2φ ≈

(1− 2U)∂2
t φ− (1 + 2U)∇2φ + m2φ = 0 . (9)

Para hacer de manera correcta el lı́mite newtoniano de la
ecuacíon de Klein-Gordon tomemosiv [21]

φ = ψ(~x, t)e−imt . (10)

Sustituyendo en (9) y teniendo en cuenta queU ¿ 1,
obtenemos

− 1
2m

ψ̈ + iψ̇ +
1

2m
∇2ψ −mUψ = 0 (11)

dondeψ̈ = ∂2
t ψ y ψ̇ = ∂tψ. Para un campo que varı́a lenta-

mente en el tiempo se tiene queψ̈ ≈ 0, por lo que

i~ψ̇ = − ~
2

2m
∇2ψ + mUψ , (12)

la cual es una ecuación que tiene la forma de la ecuación
de Schr̈odinger y por ende la llamaremosecuacíon de tipo
Schr̈odinger. Adeḿas, hemos regresado a las unidades origi-
nales haciendom → mc2/~,∇2 → c2∇2 y U → U/c2.

La raźon del por qúe se dice que la Ec. (12) es de tipo
Schr̈odinger y no la ecuación de Schr̈odinger que describe la
mećanica cúantica es muy simple, la naturaleza del campoφ
en (1) es cĺasico y por lo tanto también lo esψ. Sin embargo,

los métodos de solución que se usan para resolver la ecuación
de Schr̈odinger pueden ser aplicados aquı́.

Usando (10) las ecuaciones de campo de Einstein (7) se
reducen a laecuacíon de Poisson

∇2U = 4πGρ , (13)

siendoU el potencial gravitacional debido al campo escalar
con fuenteρ = m2ψψ∗. Al conjunto acoplado dado por (12)
y (13) se le conoce en la literatura comosistema Schr̈odinger-
Poisson. Algunos estudios de este sistema los podemos ver en
las Refs. 14, 17 y 19.

3. Modelo hidrodinámico Modelo hidrodiná-
mico del sistema Schr̈odinger-Poisson

Tomando como motivación la formulacíon hidrodińamica de
la ecuacíon de Schr̈odinger que rige la mecánica cúanti-
ca debida a Madelung [20], posteriormente ampliada por
Bohm [26], expresaremos (12) en una representación de tipo
hidrodińamico. En esta formulación de Madelung, la ecua-
ción de Schr̈odinger, la cual es una ecuación diferencial lineal
y compleja, se reemplaza por una densidad de probabilidad y
su campo de velocidades.

3.1. Versíon hidrodinámica de la ecuacíon de tipo
Schrödinger

Aplicando la transformación de Madelung [20]

ψ = R(~r, t)eiS(~r,t) , (14)

dondeR y S son funciones reales, en (12) y después de algo
de álgebra se obtiene una ecuación compleja donde la parte
imaginaria est́a dada por

~∂tR = −2
~2

2m
∇S · ∇R− ~2

2m
R∇2S , (15)

y la correspondiente parte real es

−~R∂tS = mUR− ~2

2m
∇2R +

~2

2m
R(∇S)2 . (16)

Es conveniente definir las siguientes variables de campo

~v =
~
m
∇S , (17)

ρ = m2R2 . (18)

Ahora, multiplicando (15) porR y usando la identidad
2R∇S ·∇R = ∇· (R2∇S)−R2∇2S y las definiciones (17)
y (18) obtenemos la ecuación de continuidad

∂tρ +∇ · (ρ~v) = 0 , (19)

siendoρ una densidad yρ~v un flujo de la densidadρ que
entra o sale de una región. Ahora dividiendo porR y lue-
go aplicando el gradiente a la Ec. (16) y usando la identidad
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∇(∇S · ∇S) = 2(∇S · ∇)∇S y las definiciones (17) y (18)
obtenemos

∂t~v + (~v · ∇)~v = −∇
(

U − ~2

2m2

∇2√ρ√
ρ

)
. (20)

Las Ecs. (19) y (20) son laformulacíon hidrodińamica
de la ecuacíon de campo de tipo Schrödinger. Estas ecua-
ciones indican que la evolución temporal del campoψ(~r, t)
es equivalente al flujo de un “fluido” de densidadρ(~r, t)
cuyas part́ıculas de masam, se mueven con una velocidad
~v(~r, t) sujetos a una fuerza derivada de un potencial ex-
terno U(~r, t) más una fuerza adicional debido al potencial
cuánticov Q(~r, t), el cual depende de la densidad del flui-
do [20,27,28] y lo definimos como

Q(~r, t) ≡ − ~2

2m2

∇2√ρ√
ρ

. (21)

Es justo el potencial cúantico el que hace la diferencia
entre un sistema hidrodinámico cĺasico y el sistema cuánti-
co que estamos estudiando. La Ec. (20) es justo la de Bur-
gers si despreciamos este pontencial tomando el lı́mite cĺasi-
co ~ → 0. Observemos queS es la fase de la función de
ondaψ, la cual es univaluada, es decir, de (14) es inmedia-
to ver queS es una funcíon períodica tal que en todo punto
S(p′) = S(p) + 2πn, y por lo tanto,

∮
m~v · d~r = ~

∮
∇S · d~r = ~

p′∫

p

dS = 2π~n , (22)

con n = 0,±1,±2, . . . para toda trajectoria “cerrada”. Es-
to implica que el sistema hidrodinámico tiene v́ortices, algo
que ya es conocido y observado en condensados de Bose-
Einstein en el laboratorio (ver por ejemplo [29]). Este resul-
tado es unacondicíon de compatibilidadentre la versíon hi-
drodińamica (19) y (20) y la ecuación de tipo Schr̈odinger,
esto es, una solución (ρ,~v) le corresponde unaψ bien defini-
da y de manera unı́voca.

No obstante que el fluido descrito por el sistema (20)
es irrotacional debido a que la velocidad es un gradiente, el
“fluido” descrito por (19) y (20) tiene una diferencia esencial
respecto a un fluido ordinario: si en la Ec. (22) hacemos la
aproximacíon de que a lo largo de la trayectoria de integra-
ción usamos la magnitud promedio de~v a lo largo de la tra-
yectoria, tenemos que en un movimiento rotacional, la mag-
nitud de~v decrece cuando la distancia al centro crece, y vi-
ceversa. Esto es debido a la condición de compatibilidad (22)
(ver [29]). Más detalles y discusión sobre estos puntos pue-
den ser consultados en Ref. 30 y 31.

3.2. Hidrodinámica: Schrödinger-Poisson

La dinámica del campo escalar se convierte en un sistema hi-
drodińamico, constituido por ecuaciones semejantes a las que

describen a un fluido no viscoso. El conjunto Schrödinger-
Poisson en esta formulación es

∂tρ +∇ · (ρ~v) = 0 (23)

∂t~v + (~v · ∇)~v = −∇
(

U − ~2

2m2

∇2√ρ√
ρ

)
(24)

∇2U = 4πGρ . (25)

Este sistema representa la dinámica de un “fluido” auto
interactuante en equilibrio con un potencial tipo cuántico.
Haciendo una analogı́a estructural de las ecuaciones nos da-
mos cuenta que no tenemos un término de presión como en
los fluidos normales, sino que tenemos un término que de-
pende de la densidad, por lo que es razonable pensar que es-
tamos tratando con una “ecuación de estado” barotrópica. En
la literatura cuando la presiónp = 0 se dice que el sistema es
polvo, y aunque no es muy realista, es buena aproximación en
algunos casos especiales. Ası́ es como se modela la materia
oscura en el modeloΛCDM.

Sin embargo, dado que la fuerza de tipo cuántico es
opuesta a la fuerza de auto-interacción, podemos pensar que
es debido a una presión efectiva del fluido y expresarla como

−∇Q =
1
ρ
∇pq(ρ) =

~2

4m2ρ
∇(∇2 ln ρ) , (26)

dondepq 6= 0 es una presión efectiva.

4. Ecuaciones hidrodińamicas en el regimen li-
neal e inestabilidad de Jeans

En esta sección estudiamos la estabilidad del sistema Schrö-
dinger-Poisson en el régimen lineal en su forma hidrodinámi-
ca. Este ańalisis est́a basado en el estudio de la inestabilidad
de Jeans para el colapso gravitacional de un gas protoestelar
(más detalles pueden ser consultados en Ref. 32).

James Jeans demostró que en un fluido homogéneo e iso-
trópico se pueden generar pequeñas fluctuaciones en la den-
sidad y en la velocidad [33]. Sus cálculos fueron hechos en
el contexto de un fluido estático. En particular mostró que
las fluctuaciones de densidad pueden crecer en el tiempo si
los gradientes de presión que ocurren en esa región donde
est́a la fluctuacíon de densidad son menores que a la auto-
interaccíon gravitacional. No es sorprendente que tal efecto
exista ya que la gravedad es una fuerza atractiva, si las fuer-
zas de presión son ḿas pequẽnas que las gravitatorias, una
región con mayor densidad que la de fondo atrae materia de
sus alrededores y llega a ser más densa. Mientras ḿas densa
es la regíon, ḿas materia atraerá, resultando en el colapso de
una fluctuacíon de la densidad y generando un objeto ligado
gravitacionalmente. El criterio para ver cuando puede ocurrir
este colapso o no es calculando la longitud de Jeans del fluido
y lo explicamos enseguida.

Antes de calcular la longitud de Jeans con el suficiente de-
talle mateḿatico, hagamos un cálculo de orden de magnitud
para ver su significado fı́sico. Consideremos que en un instan-
te dado hay una fluctuación esf́erica de radioλ, homoǵenea,
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densidad positivaρ1 > 0 y masaM situado en un medio
de densidad mediaρ0. Las fluctuaciones crecerán si la fuerza
de auto-interacción por unidad de masa,Fg, excede la fuerza
opuesta por unidad de masa que surge de la presiónFp

Fg ≈ GM

λ2
≈ Gρλ > Fp ≈ p

ρλ
≈ v2

s

λ
, (27)

dondevs es la velocidad del sonido. Esta relación implica
que la fluctuacíon crece siλ > vs(Gρ)−1/2. Esto establece
la existencia de la longitud de JeansλJ ≈ vs(Gρ)−1/2.

4.1. Ecuaciones hidrodińamicas linealizadas

Para hacer el estudio de la inestabilidad de Jeans es necesario
linealizar el sistema hidrodinámico (23)–(25). Este sistema
de ecuaciones admite la solución est́atica conρ = ρ0, ~v = 0
y ∇U = 0. Sin embargo, siρ 6= 0, el potencial gravitacional
debeŕıa variar espacialmente, es decir, una distribución ho-
moǵenea deρ est́atica puede ser inestable ante perturbacio-
nes y puede estar globalmente expandiéndose o contrayéndo-
se [23]. La incompatibilidad de un Universo estático con el
principio cosmoĺogico en gravedad newtoniana se da también
en el universo estático de Einstein. De cualquier modo, cuan-
do consideramos un universo en expansión los resultados de
Jeans no cambian cualitativamente. Para ver esto busquemos
una solucíon al sistema hidrodińamico (23)–(25) que repre-
senta una pequeña perturbacíon a la solucíon est́atica

ρ ≈ ρ0 + ερ1 , ~v ≈ ε~v1 , U ≈ U0 + εU1 , (28)

donde las variables de perturbaciónρ1,~v1 y U1 son funciones
del espacio y tiempo yε ¿ 1. Sustituyendo (28) en (23)–(25)
y tomando los t́erminos a primer orden deε obtenemos el res-
pectivo conjunto linealizado

∂tρ1 + ρ0∇ · ~v1 =0 , (29)

∂t~v1 =−∇U1 +
~2

4m2
∇ [∇2(ρ1/ρ0)

]
, (30)

∇2U1 =4πGρ1 . (31)

Estudiemos las soluciones del sistema linealizado (29)-
(31) buscando soluciones en la forma de ondas planas

δui = δi0e
i(~k·~r+ωt) , (32)

donde las perturbacionesδui con i = 1, 2, 3 corresponden a
ρ1, ~v1 y U1, y las amplitudesδi0 las denotaremos porD pa-
ra la densidad,~V para la velocidad y porU para el potencial
gravitacional. El vector~r es el vector posición,~k es el vector
de onda yω es la frecuencia angular de oscilación, el cual en
general es un ńumero complejo. Usando (32) en (29)-(31) y
definiendoδ0 ≡ D/ρ0 obtenemos

ωδ0 + ~k · ~V = 0 (33)

ω~V + U~k +
~2

4m2
δ0k

2~k = 0 , (34)

k2U + 4πGρ0δ0 = 0 . (35)

Brevemente consideremos las soluciones conω = 0, es
decir, las que no dependen del tiempo. Es evidente de (33),
que el vector de onda~k es perpendicular a la velocidad~v1.
Juntando estas expresiones obtenemos

k =
(

16πGρ0m
2

~2

)1/4

. (36)

Ahora tratemos las soluciones dependientes del tiempo,
ω 6= 0. Derivemos (29) respecto at y considerando que~v1 es
una funcíon tal que∂t∇·~v1 = ∇·(∂t~v1), y luego sustituimos
las expresiones (30) y (31) para obtener

∂2
t ρ1 − 4πGρ0ρ1 +

~2

4m2
∇2∇2ρ1 = 0 . (37)

Sustituyendo (32) en (37) se llega a una “relación de disper-
sión”

ω2 =
~2

4m2
k4 − 4πGρ0 . (38)

Es importante sẽnalar que la Ec. (37) no es una ecuación de
onda.

Esta relacíon de dispersión es ańaloga a la que encon-
tró Jeans [33,34], siendo la diferencia que la forma del poten-
cial cúantico hace que la magnitud del vector de onda tenga
exponente4. Para soluciones estables, pedimos queω > 0,
lo cual implica

k > kJ ≡
(

16πGρ0m
2

~2

)1/4

, (39)

donde definimos el vector de onda de JeanskJ . En base a
este resultado la longitud de onda de Jeans,λJ = 2π/kJ ,
est́a dada por

λJ =
(

π3~2

Gρ0m2

)1/4

. (40)

Entonces para longitudes de onda mayores que la longi-
tud de onda de Jeans tenemos que la perturbación crece expo-
nencialmente. En base a la definición de la longitud de Jeans,
reescribimos la relación de dispersión como

ω = ± ~
2m

k2

[
1−

(
λ

λJ

)4
]1/2

. (41)

Recordemos que la velocidad del sonido en la teorı́a de Jeans
se define comov2

s ≡ ∂p/∂ρ. Por analoǵıa en nuestro caso
definimos una cantidad que llamaremos la velocidad cuánti-
ca del sonido o velocidad de grupovi como

ṽs ≡ ~
m

k . (42)

De (32), (33)-(35) y (42) obtenemos
ρ1

ρ0
= δ0e

i(~k·~r±|ω|t) , (43)

~v1 = ∓1
2

~k

k
ṽsδ0

[
1−

(
λ

λJ

)4
]1/2

ei(~k·~r±|ω|t) , (44)

U1 = −δ0
1
4
ṽ2

s

(
λ

λJ

)4

ei(~k·~r±|ω|t) . (45)
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Cuandoλ > λJ la frecuenciaω es imaginaria

ω = ±i(4πGρ0)1/2

[
1−

(
λJ

λ

)4
]1/2

. (46)

En este caso las expresiones anteriores quedan
ρ1

ρ0
= δ0e

i~k·~r±|ω|t , (47)

~v1=∓ i
~k

k2
δ0(4πGρ0)1/2

[
1−

(
λJ

λ

)4
]1/2

ei~k·~r±|ω|t, (48)

U1 = −1
4
δ0ṽ

2
s

(
λ

λJ

)4

ei~k·~r±|ω|t. (49)

las cuales representan una solución de ondas estacionarias,
cuyas amplitudes crecen en el tiempo para el casoei~k·~r+|ω|t.
La escala de tiempo caracterı́stico para la evolución de esta
amplitud se define como

τ ≡ |ω|−1 = (4πGρ0)−1/2

[
1−

(
λJ

λ

)4
]−1/2

. (50)

Para escalasλ À λJ , el tiempo caracterı́stico τ coinci-
de con el tiempo de colapso de caı́da librevii, dado por
τff=(4πGρ0)−1/2, pero cuandoλ −→ λJ , este tiempo di-
verge.

Se define la masa de Jeans como la masa contenida en
una esfera de radioλJ/2 y densidad mediaρ0, esto es

MJ =
1
6
πρ0

(
π3~2

Gρ0m2

)3/4

. (51)

La masa de Jeans es la masa mı́nima de la perturbación para
queésta aumente con el tiempo.

Un estudio de la inestabilidad de Jeans tanto en el con-
texto cosmoĺogico como el local referente al modelo de axio-
nes para materia oscura se encuentra en Ref. 35. En este tra-
bajo se menciona que en el régimen lineal, los condensados
de Bose-Einstein de axiones y CDM son indistinguibles pa-
ra todas las escalas de interés observacional. Sin embargo en
el régimen no lineal de formación de estructura, estas dos
teoŕıas difieren en el potencial cuántico.

4.2. Estimacíon de la masa del campo escalar

Despejando la masa del campo escalar de la Ec. (40) obtene-
mos

m =
(

π3~2

Gρ0λ4
J

)1/2

, (52)

Hagamos un ćalculo de orden de magnitud para la masa del
campo escalar, vamos a utilizar

~ ∼ 10−34 J · s→ ~2 ∼ 10−68 J2 · s2 , (53)

G ∼ 10−11 m3/Kg · s2 (54)

Seǵun la teoŕıa de formacíon de estructura estándar, un
valor de la longitud de JeansλJ puede ser fijado para

la época en que la radiación y la materia son iguales te-
niendo un factor de escalaa ' 1/3200. En este tiempo,
ρ ' 3 × 1010 M¯a−3/Mpc3 [36], y la longitud de Jeans
∼ O(102) pc [37]. Aqúı M¯ = 1.9891× 1030 Kg es la masa
del Sol. Entonces tomando la densidadρ0 ∼ 10−14 Kg/m3 y
λJ ∼ 102 pc tenemos

m ∼ 10−57 Kg (55)

o en unidades de eV/c2 obtenemos

m ∼ 10−22 eV/c2 . (56)

Por lo tanto, con el ćalculo de la estabilidad de Jeans, necesi-
tamos que la masa del campo escalar sea∼ 10−22 eV/c2, lo
cual es un resultado obtenido en Refs. 38 y 39. De la defini-
ción de la masa de Jeans obtenemos

MJ ∼ 1010 M¯ . (57)

5. Conclusiones

En este trabajo hemos revisado el modelo de materia oscu-
ra escalar para describir halos de materia oscura. A partir de
la accíon de Einstein-Hilbert acoplado con un campo esca-
lar complejo se hizo la aproximación de campo d́ebil y luego
se calcuĺo el ĺımite para campos que varı́an lentamente en
el tiempo conocido como lı́mite newtoniano. El sistema re-
sultante se conoce comosistema Schr̈odinger-Poisson. Lue-
go, mediante la transformación de Madelung, la ecuación de
Schr̈odinger, ecuación lineal y compleja, se convierte en un
sistema no lineal que describe la dinámica de campos reales,
una densidad y su campo de velocidades:formulacíon hidro-
dinámica. Cabe mencionar que dicha transformación no alte-
ra la ecuacíon de Poisson.

En el contexto hidrodińamico, aparece de manera clara un
potencial de tipo cúantico el cual genera una fuerza opuesta
a la fuerza gravitacional. Entonces mediante un estudio de la
inestabilidad de Jeans se obtuvo un criterio para que una per-
turbacíon de la densidad colapse y estas fuerzas se equilibren.
Bajo esta condición y valores adecuados se calculó la masa
del campo escalar.

Por otro lado, la dińamica de las variables de campo es de
naturaleza hiperb́olica lo cual es de suma importancia para la
implementacíon de esquemas en forma de leyes de conser-
vación usando ḿetodo expĺıcitos de diferencias finitas, los
cuales se piensan usar en futuros trabajos. Además, dada la
similitud con las ecuaciones de Navier-Stokes, podemos usar
las t́ecnicas que han sido diseñadas para resolverlas como
el método de hidrodińamica de partı́culas suavizadas (SPH).
Esteúltimo método es muy interesante porque no requiere
la implementacíon de condiciones a la frontera (numéricas).
Este trabajo está en curso y será reportado en un futuro.

El sistema Schr̈odinger-Poisson con simetrı́a esf́erica, se
ha estudiado en el contexto de estrellas de bosones y con-
densados de Bose-Einstein, sin embargo no en la versión hi-
drodińamica. Las soluciones numéricas con dicha simetrı́a se
abordaŕan en trabajos futuros dado que su solución representa
un trabajo complejo.
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i. Se dice oscura porque sólo interacciona gravitacionalmente con
la materia ordinaria referida en la literatura como la materia ba-
riónica.

ii. 1 ṕarsec (pc)≈3.26 ãnos luz

iii. En la representación hidrodińamica de la ecuación de Schr̈odin-
ger, elúnico t́ermino donde aparece la constante de Planck es
en el potencial cúantico y por ello su nombre. Cabe mencionar
que por la analoǵıa de las ecuaciones a lo largo del trabajo a
dicho t́ermino lo llamaremos potencial de tipo cuántico.

iv. Una alternativa para realizar la aproximación newtoniana de la
ecuacíon de Klein-Gordon se puede ver en la Ref. 25.

v. En analoǵıa a la representación hidrodińamica de la ecuación
de Schr̈odinger, el potencialQ lo llamaremos potencial cuánti-
co.

vi. Esta cantidad tiene unidades de velocidad, pero no es en rea-
lidad una velocidad, es sólo una manera de llamarla. La velo-
cidad de grupo se define comovg ≡ ∂ω/∂k y nos describe
la velocidad de una perturbación f́ısica. Siλ ¿ λJ entonces
ṽs si coincide con la expresión formal de velocidad de grupo.
Debemos sẽnalar quẽvs al tener unidades de velocidad es una
velocidad de referencia o tı́pica en el sistema y su correspon-
dencia con velocidad de sonido o de grupo debe tomarse con
reserva.

vii. El tiempo de colapso libre es el tiempo necesario para que un
sistema colapse bajo su propia atracción gravitacional en ausen-
cia de fuerzas opuestas.
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