ENSENANZA Revista Mexicana deiBica E58 (2012) 53-60 JUNIO 2012

Materia oscura escalar compleja (parte I): la verson hidrodinamica

M.A. Rodriguez-Mez4&, A. Hernandez-Almaday T. Mato$
“Departamento de iBica, Instituto Nacional de Investigaciones Nucleares,
Apartado Postal 18-1027, &kico D.F. 11801, Nxico,
e-mail: marioalberto.rodriguez@inin.gob.mx
*Departamento de Bica, Centro de Investigamn y de Estudios Avanzados del Instituto Ralitico Nacional,
Apartado Postal 14-740, 07000 Mexico City, Mexico.

Recibido el 28 de julio de 2011; aceptado el 5 de marzo de 2012

En este trabajo utilizamos las ecuaciones hidrawliicas de Euler para modelar halos de materia oscura escalar compleja en el Universo,
las cuales adquieren la forma de un sistema@&itihger-Poisson en elnhite Newtoniano. Mediante la transformacide Madelung, dicho
sistema adopta la forma de la @mica de un fluido, en donde interviene un potencial de auto-intéragain potencial tipo cantico que
depende no linealmente de la densidad del fluido. En este mandootese hace un dfisis de inestabilidad de Jeans, el cual sirve para
determinar el tanf@ nminimo para que el sistema sea estable, es decir, para que perturbaciones del campo escalar formen estructuras.

Descriptores: Campos escalares; materia oscura; modelo de fluido; inestabilidad de Jeans.

In this work we use the Euler hydrodynamic equations of fluids to study a model of galactic halos minimally coupled to a complex scalar field,
which in the Newtonian limit they become the Sgtinger-Poisson system. Applying a Madelung transformation, this system of equations
takes the form of hydrodynamics equations, where there are a self-interacting potential and a kind of quantum potential that depends non
linearly on the density of the fluid. In this theoretical framework we analyze the Jeans’ instability, which is useful for finding the scale
length of perturbations of the scalar field that will form structures. In other words, perturbations of the scalar field with lengths less than this
threshold length, can not lead to the formation of galactic structures.

Keywords: Scalar fields; dark matter; fluid model; Jeans’ instability.
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1. Introduccion la naturaleza de estas componentes? Existen variatehip

que quieren dar una respuesta a estas interrogantes, la pro-
puesta ras popular es que la materia oscura es una clase de
parficula supersiratrica llamada WIMP, por su siglas en in-
glés “Weakly Interacting Massive Particle”. Para la eferg
oscura, el candidato &3 popular es sin duda la constante
cosmabgica, denotada pak. Sin embargo, ninguno de es-
tos candidatos esh exentos de problemas. Por ejemplo los
WIMP’s siempre se comportan como polvo en la galaxia, por

de la materia del cosmos y es generalmente llanmage-  |© 9U€ o hay un mecanismo real que impida que se formen

ria oscurd. La segunda componente es una componente qd%f"‘los de galaxias de'cualllqwer tetogy no hay na}dq queim-
acelera el Universo constantemente. Hitana se le cono- pida su colapso gravitacional. Es decir, la predioaiel mo-

ce comoenerda oscuray corresponde &3 % de la mate- gelo AtCDM enla formam’f‘ de_ estruciura es que I_osfhalos
ria del Universo y la tercera, que tadls representa el %, e m;l er!atoscurg crecenj;eqmcan;en €, por acre(ajm y Llj
corresponde a la materia bamica contenida en el modelo Sion de SiStemas as pequeos a cada vez as grandes. Una

esindar [1-3]. Desde la aparimi de estos dos primeros in- consecuencia de esto es que l@ Vactea actualmente de-
gredientes, una gran cantidad de diécds se han concen- befia estar rodeada por miles de pefjoe subhalos, en apa-

trado en analizar decenas dedtigsis sobre su posible natu- rente %on:jrafilc:nrécon :osdsﬁllteg Iu[ml‘{rzgstos prt]aqutles cr]]ue
raleza y origen, sin embargo, los resultados no son del todlg\an f' 0 glec a osla rededor de lablac ead als a a,tpra.
satisfactorios y el misterio hasta ahora codin este problema se le conoce copoblema de fos Sati-
i . ) ) tes faltanteg4-6]. Por otro lado la constante cosragica es
Una diferencia sustancial entre la materia oscura y |%implemente un pametro que la teda puede permitir pe-
ener@a oscura es que la primera es gravitacionalmente atragg que no et determinado. Mide la densidad de efierdg!
tiva mientras que la segunda es repulsiva, lo cual es VeEspacio vaim. Pero para lograr obtener una expansicele-
daderamente exiii@. En el marco del modelo esidar, N0 y4qa del Universo en nuestromd, se requiere que la cons-
se conoce ninguna péstila elemental con propiedades talesiante cosmaigica sea del ordetn—47 GeV*. Si calculamos
que produzcan efectos gravitacionales repulsivos. Por o tanig qensidad de endaydel vado, calculada como la suma de

las preguntas & importantes a resolver son &3on estas  gnergas de punto cero de un campdatico de cierta masa,
componentes oscuras que dominan en el Universoal g8u

En lasutltimas dcecadas se ha vivido una revolanien el co-
nocimiento humano debido a la apadicide dos nuevos pro-
blemas fundamentales en la cosmatogoderna, ambos re-
lacionados con la formatn de estructura en el Universo. El
primero es una componente necesaria para la foomadé
estructura, es decir, para la formatide galaxias, immulos
de galaxias, etc. Este primer ingrediente es al men23 &l
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obtenemos que la rém de la densidad del vecque latedia  mejanza universal difil de explicar con el modelo jarqui-

estindar de pafrtulas da a la densidad observada es del ordeno.

10*2L, Si usamos supersimé@rse puede reducir esta éazen La segunda observaixi que parece contravenir el mode-

60 6rdenes de magnitud, lo que sigue siendo insuficiente [7]o jerarquico consiste en que al examinar galaxias con los
nuevos telescopios gigantes de reciente constincsiedin

1.1. Materia oscura fria el modelo jearquico, las galaxias as grandes tardaron ma-
yor tiempo en formarse. Por otro lado, simulaciones &tim

Los WIMP’s son el prototipo para el modelo de materia os-cas [11] demuestran con gran detalle el tamde las gala-

cura fiia (CDM por sus siglas en ings) [8]. Sus predicciones Xxias que se formaron en cada etapa del Universo. Al hacer

se encuentran en concordancia con las observaciones a grama comparadin de estas simulaciones con algunas galaxias

des escalas<{ Mpc)*, y logra explicar diversas propiedades formadas en tiempos correspondientes-a 1.3, en Ref. 11

de las galaxias y(omulos de galaxias. Sin embargo, a pesarencuentran una gran discrepancia entre lo observado y lo pre-

de los grandeéxitos de CDM géste presenta discrepancia a dicho. Esta observamn apunta al hecho de que las galaxias

escalas menores-(kpc). Una de ellas consiste en que los se formaron ras temprano a lo predicho por la btpsis de

perfiles de densidad predichos por CDM son demasiado deifs materia oscura ffa.

sos en el centro de las galaxias. En contraste, observaciones La tercera observa@n es sobre la dispetsi de veloci-

muy precisas muestran que las galaxias, sobre todo las endades de galaxias a corrimientos al rojo muy grande, por

nas o las de muy bajo brillo, tienen densidadés ioien con  ejemplo,z = 2.186, es decir galaxias muy viejas. Muchas

un perfil plano o casi plano. A este problema se le conoce ede estas galaxias son muy compactas y con masas estelares

la literatura como gbroblema de los halos picud{s,6]. similares a las galaxiasipticas de hoy th pero con tanfeos

El problema de la subestructura y el de los halos picudosas pequios. En la Ref. 12 se anatizina de estas galaxias

se consideran fundamentales para entender la foomats Yy se enconty que la disperéin de velocidades es muy alta,

estructura en el Universo [5,6]. Incluso si el modelo CDM50075%° km s™*, lo que es consistente con lo compacto y ma-

tiene éxito, resolver estos problemas &efe crucial impor-  sivo de la galaxia. La rela@n inferida entre el tani, 7, la

tancia para este paradigma. Adesnrecientemente han sur- masa di@mica, Min, ¥ la dispersdbn de velocidadess,, es

gido otras observaciones que tagtbpueden ser un proble- o2 o« Mqin/7.. ES decir, la disperéh de las velocidades del

ma para el paradigma de la materia oscuia féste afirma  gasy de las estrellas de estas galaxias indican que las galaxias

que la estructura se folrde una manera jarquica, es de- elipticas ya tefan la masa que actualmente tienen, pero ya

cir que la estructura sui@ide pequitas semillas de excesos estaban ras concentradas y pediss. Las galaxias parecen

de densidad de materia oscura, se cree que de masas cohaberse formado muy temprano, y estas observaciones sobre

la de la Tierra y del tanfe del sistema solar. Estas semillasla dispersbn de velocidades indican que era@sicompac-

se fusionan por su propia gravitani pero al ser el Universo tas. Si estas observaciones se confirman, inidicama fuerte

primitivo tan denso, las semillas chocan con otras a su akontradicadn con el modelo de materia oscureftDe cual-

rededor y muchas veces se fusionan con otras para formguier forma, si se descubre alguna fara supersirétrica

halos nas grandes. Estos halos mayores cdsinchocando que pueda servir de sést a la materia oscurai, este mo-

con otros hasta formar los halos que ahora conocemos. Etelo debeh resolver todas estas anomalexistentes con las

este paradigma, las galaxiagsgrandes se forman por la fu- observaciones.

sibn gravitacional de otras &8 pequias. Sin embargo, han

surgido varias observaciones que padrcontravenir estas 1.2. Materia oscura escalar

hipbtesis. Las primeras observaciones consisten enadi an

sis de cientos de galaxias [9], en donde se encuentra que s€iara darle vuelta a estas fallas en el modelo de materia oscura

de las caractésticas de las galaxias, como son brillo super-fria han surgido algunas alternativas, entre las que se encuen-

ficial, masa, tanmfao del halo, etc. eéh correlacionadas, es tra la hipbtesis de materia oscura escalar [13-15]. Estddeor

decir, si se conoce una @stas se pueden deducir las otrastiene algunas caracisticas muy interesantes que piadirre-

propiedades restantes. Esta obsefmcio puede ser expli- solver algunas anoniak de la materia oscuradr A pesar

cada con el modelo jarquico, pues no hay manera de obte-de que la hiptesis de la materia oscura escalar es césitid

ner galaxias con caracteticas tan semejantes como las queca al modelo de materia oscuré&afia escalas cosnjicas,

se observan, desps de una serie de choques y fusiones deiene fuertes diferencias a escalasagtitas. La idea de este

halos de forma facticamente aleatoria. Es mucha casualidadnodelo es la siguiente. En un principio eldstin campo es-

que dos galaxias del mismo tafitasean tan semejantes, des-calar con una masa muy ligera del ordemdg ~ 10722 eV,

pués de que ambas tuvieron un historial de choques y fusieesparcido homagneamente en el Universo. Degpule la in-

nes que podan ser completamente distinto. Con ladtgsis  flacion del Universo, este campo escalar se conulardife-

del modelo jearquico estas semejanzas son mujcddés de  rentes escalas y de alguna manera @isn colapso gravi-

explicar. Mas aun, recientemente se encompue la fuerzade tacional. Aqu surge la primera diferencia sustancial con el

gravedad de la materia oscura de todas las galaxias a un radimdelo de materia oscurddr Debido a que las semillas de

determinado es la misma para todas las galaxias [10], una skes halos de las galaxias se formaron por condepaestos
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halos se esperan de todos los téom Las fluctuaciones pri- )
mordiales inician el proceso de colapso gravitacional de estos V. Ve — (@) $»=0, (1)

halos en un tiempo muy temprano y por eso vamos a ver ha- ] » f .
los bien formados en tiempos anteriores a los predichos pdfla respectiva ecuaon parap®, que se obtiene al calcular el

la materia oscura fa. Este esquema eéls hipogtico, uno ~ cOmMplejo conjugado de (1). Agti es la constante de Planck,

de los objetivos de este proyecto es ver si este es el caso. S&S la velocidad de la luz y es Ia, masa de_l campo esca-

espera entonces que el campo escalar evolucione. Ya sap@l: Una manera de obtener la ecaacte Klein-Gordon la

mos que en l@poca de fluctuaciones lineales este campo sB0demos ver en Refs. 21y 22. o

comporta exactamente como materia oscuii [it6], pero Dado que en relatividad general, al campo gravitacional

el colapsarse y formar halos de galaxias es un proceso mf 1€ @socia con la curvatura del espacio-tiempo, entonces

diferente al paradigma en boga. Este estudio ya se ha elab§@MPOs gravitacionalesetiles correspondan a espacios-

rado para un halo eafico [14,17,18] la idea es llevar a cabo tiempos aproximadamente planos. En tal caso consideremos

un estudio nur@rico completo, que nos pueda dar undagu _ Th ?)

para ver si este modelo es correcto o debemos modificarlo. Gy = Ny T g
En este trabajo reformulamos el modelo de materia 0Sclzon \huw| < 1y n,, = diag—1,1,1,1) la métrica de Min-

ra escalar para estudiar halos de materia oscura de galaxi&gwski. Dondeg,,, es la nétrica del espacio-tiempo, que la

Para este caso, se sabe que laufita tanto del campo es- descomponemos como unaifrica plana ras una perturba-

calar como de la geomédrdel espacio-tiempo se describen cion. Aqu estamos en la libertad de poner una norma para

bien en elimite newtoniano y al sistema resultante se le co7,#¥, Si pedimos que

noce comoSchidinger-Poissor{14]. Algunos estudios de B

este sistema los podemos encontrar en Refs. 14, 17 y 19. Sin 0,0"¢" = 9, h"" ©)

embargo, uno de los inconvenientes de resolver la e@aci

de Schédinger reside en su naturaleza de tipo péaliab,

lo cual la hace complicada de resolver raribamente. Esta O

complicacon consiste en que se necesitagtodos impici- Oh ™ =0. )

tos para tener estabilidad nénca. Por ello, proponemos ha- Tomando esta norma, las ecuaciones de Einstein quedan

cer uso de la transformari de Madelung [20] para expresar _

nuestro sistema en una forma hidraafinica, en la cual esh 9a0%hgy = —KTpy ®)

presentes un potencial de auto-interangi un potencial tipo dondeTs, es el tensor de endegmomento y9,0% es el

cuanticd® que es no lineal en la densidad. Esta representa- , . . .
. ) . . o , operador D’Alambertiano en el espacio plano, es decir, es el
cibn es de tipo hipeddico, y es posible implementaréato-

- ny .~ . operador que aparece en la ecoadie una onda. Estas son
dos nungricos expicitos en forma de leyes de conseragi

. . _las ecuaciones de campo para un campo gravitacidial d
lo cual no es tan costoso computacionalmente como los im-

- . ) . L en su forma eéindar. A esta expragsn se le conoce como
plicitos. Otra alternativa es usar kchica de hidrodiamica . . . P
! . . . limite de campo &bil.
de partculas suavizadas (SPH por sus siglas eréisiglque L . . .
o . k Una aplicaddn particularmente importante de la aproxi-
fue diséiada para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes.

: . Mmacibn de campo &bil es el imite newtoniano de la relativi-
Otra ventaja de esta represenbagies que podemos obtener P , ,
) L h o dad general. Estérhite no $lo corresponde a campoglu-
de manera sencilla un criterio en que el sistema&@thger-

. les sino tamk#n a pequias velocidades de las fuentes, en
Poisson es estable.

c 105 obieti te. dividi te trabai donde se satisface qu&° > T [23]. En tal caso pode-
on estos objetivos en mente, GIVIdIMOS este rabajo COg, ¢ ¢onsiderarddo la component@® e ignorar los defs
mo sigue. En la Sec. 2 se deduce el sistema dlihger-

Poisson a partir de un modelo de materia oscura escalar grminos [24]. Para un aiisis detallado de la aproximai
P , ) L - Hiwtoniana de las ecuaciones de Einstéase [25], la cual
la Sec. 3 expresamos dicho sistema en su formutaaidro-

dinamica usando la transformacide Madeluna. En la Sec. 4 es la referencia de donde nos basaremos para presentar los
X P . >ung. " siguientes resultados. Las ecuaciones de campo se reducen
hacemos el estudio del alisis de inestabilidad de Jeans, el

o S - >’ 7 entonces a
cual nos da un criterio para ver bajo&joondiciones el sis- 5. 90700 — _
tema Schidinger-Poisson es inestable. Despse dan las o -
conclusiones donde se resumen las principales aportacionggnde hemos tomado
de este trabajo.

lo cual es una ecuami de onda parg* con fuented, h**,
obtenemos que

167G
— - m?¢" (6)

k=232nG/c* 'y Ty ~ %m202¢¢*.
2. Aproximacion de campo ebil de las ecua-

. . . Ademas, para velocidades pedias, la derivada temporal, en
ciones de Einstein P peduze p

el operador D’Alambertiano, esas pequia que las deriva-
La hipotesis que vamos a estudiar es que la materia oscufts espaciales, iague la ecuaéin se reduce a

es un campo escalar complejo gobernado por la ecoals =00 167G

Klein-Gordon VAT = ——5—m g7, (7)
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donde el operaddv? es el Laplaciano 3-dimensional. Com-
parando este resultado con la ecbadie campo de Newton
V2U = 47Gp concluimos que en estanite h% = —4U/c?
y hi® = b = 0 (parai # j, 4,5 = 1,2,3) y m2¢pop*
corresponde a la fuente. Regresando a la definide s
en €rminos deh, s, tenemos qué’’ = h' = —2U/c2. La
expreson final del Imite newtoniano de las ecuaciones de
Einstein la presentaremos en (13) debido gine mos falta
ver cddmo se reducé en esteimite y lo mostraremos en la
siguiente sec6in.

La métrica del espacio-tiempo en la aproxim@acinew-
toniana es

ds? = —(c* +2U)dt* + (1 — 2U/c*)d7 - dF,  (8)

dondedr - d¥ = dxz? + dy® + dz2. Cabe mencionar que el
patametro que tomaremos para hacer la expasn serie es
la cantidad adimensionél/c* < 1, lo cual es la aproxima-
cion a campo ébil.

2.1. Laecuaobn de tipo Schiddinger

En esta secon haremos la aproximam newtoniana de la
ecuacbn de Klein-Gordon dando lugar a una ecoéactipo
Schibdinger. Por simplicidad tomemos en |l@daulos de es-
ta secabnc = h = 1y retomaremos las unidades originales

del resultado bajo ciertos cambios que abajo daremos. Sus

tuyendo (8) en (1)
9%00006 + g" 0:0ip — m*$ =
—(14+20)7102¢ + (1 —2U)"'V2¢ — m?¢
(1-20)07¢ — (1+2U)V?¢+m’¢p =0.

~
~

)

Para hacer de manera correctaimliie newtoniano de la
ecuacdn de Klein-Gordon tomemés[21]

¢ = (&, t)e "™

Sustituyendo en (9) y teniendo en cuenta guex 1,
obtenemos

(10)

1 . . 1

—— i)+ —V*—mUy =0 (11)
2m 2m

dondey = 924y ¢ = 9. Para un campo que Varlenta-

mente en el tiempo se tiene quex 0, por lo que

. B2
i) = ——VY + mUy, (12)
2m

la cual es una ecudw que tiene la forma de la ecuani

de Schodinger y por ende la llamaremeguacén de tipo

NANDEZ-ALMADA Y T. MATOS

los metodos de solubn que se usan para resolver la ecoaci
de Schodinger pueden ser aplicados aqu

Usando (10) las ecuaciones de campo de Einstein (7) se
reducen a l&cuacodn de Poisson

V2U = 47Gp, (13)

siendoU el potencial gravitacional debido al campo escalar
con fuentep = m2y7p*. Al conjunto acoplado dado por (12)
y (13) se le conoce en la literatura cosistema Sclidinger-
Poisson Algunos estudios de este sistema los podemos ver en
las Refs. 14, 17y 19.

3. Modelo hidrodinamico Modelo hidrodina-
mico del sistema Schodinger-Poisson

Tomando como motivaéh la formulacdn hidrodiramica de

la ecuaddn de Schidinger que rige la mémica canti-

ca debida a Madelung [20], posteriormente ampliada por
Bohm [26], expresaremos (12) en una represeditage tipo
hidrodiramico. En esta formulaéh de Madelung, la ecua-
cion de Schipdinger, la cual es una ecuanidiferencial lineal

y compleja, se reemplaza por una densidad de probabilidad y
su campo de velocidades.

g:1. Versbn hidrodinamica de la ecuadn de tipo
Schrodinger

Aplicando la transformadin de Madelung [20]
o = R(71)e’ 5", (14)

dondeR y S son funciones reales, en (12) y deépule algo
de algebra se obtiene una ecuaticompleja donde la parte
imaginaria est dada por
h? h? 9
ho:R=—-2—VS-VR—- —RV-S, (15)
2m 2m
y la correspondiente parte real es
n_, h? 9
—hROS =mUR — —V*R+ —R(VS)*. (16)
2m 2m

Es conveniente definir las siguientes variables de campo

i=nys , 17)
m
p=m2R?. (18)

Ahora, multiplicando (15) po? y usando la identidad
2RVS-VR =V (R*VS)— R?V2Sy las definiciones (17)
y (18) obtenemos la ecu#ci de continuidad

Schidinger Ademas, hemos regresado a las unidades origi-

nales haciender — mc?/h, V? — 2V2y U — U/c?.

La razdn del por gé se dice que la Ec. (12) es de tipo
Schibdinger y no la ecuadn de Schidinger que describe la
mednica ciéntica es muy simple, la naturaleza del carmpo
en (1) es dsico y por lo tanto tambn lo esy. Sin embargo,

Op+ V- (pv) =0, (19)

siendop una densidad y# un flujo de la densidag que
entra o sale de una régi. Ahora dividiendo poR y lue-
go aplicando el gradiente a la Ec. (16) y usando la identidad
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V(VS-VS)=2(VS-V)VSylas definiciones (17) y (18) describen a un fluido no viscoso. El conjunto Sclinger-

obtenemos Poisson en esta formuldci es
B2 V2 Op+ V- (pd)=0 (23)
v+ (0-V)T=-V <U -5 ‘/ﬁ) (20)
2m2 \/p L h? V2/p
WU+ (V- V)T=-V U — ) (24)
Las Ecs. (19) y (20) son lormulacbn hidrodiramica Ve
de la ecuadin de campo de tipo Sdbainger. Estas ecua- V32U = 47Gp. (25)

ciones indican que la evolu temporal del campo (7, t)
es equivalente al flujo de un “fluido” de densidaF, t)
Euzas paf't“'as de masan, se mueven con una veloqldad Haciendo una analdg estructural de las ecuaciones nos da-
v(7,t) sujetos a una fuerza derivada de un potencial ex

- , . ) -~"mos cuenta que no tenemos @nrino de pregin como en
ter,no_U(r, ) mas tha fuerza adicional deb|dq al potencu_il los fluidos normales, sino que tenemos &mtino que de-
cuanticd Q(7,t), el cual depende de la densidad del flui
do [20,27,28] y lo definimos como tamos tratando con una “ecuanide estado” bardipica. En

72 vg\/ﬁ la literatura cuando la presi p = 0 se dice que el sistema_ es
Q(Mt) = —5— . (21)  polvo, y aungue no es muy realista, es buena aproximaam
2m* \/p algunos casos especiales.&s como se modela la materia
Es justo el potencial céntico el que hace la diferencia oscuraen el modeldCDM. Lo
Sin embargo, dado que la fuerza de tipcamtico es

entre un sistema hidrodamico chsico y el sistema @nti- opuesta a la fuerza de auto-inter@rcipodemos pensar que
co que estamos estudiando. La Ec. (20) es justo la de BupP P P N

gers si despreciamos este pontencial tomandnétel ciasi- es debido a una prési efectiva del fluido y expresarla como
co i — 0. Observemos qué es la fase de la fungn de _vQ = }vp (p) = 3
onda), la cual es univaluada, es decir, de (14) es inmedia- p 4m2p
to ver queS es una fundn perbdica tal que en todo punto dondep, # 0 es una preéin efectiva.
S(p') = S(p) + 27n, y por lo tanto,

Este sistema representa la @inica de un “fluido” auto
interactuante en equilibrio con un potencial tipcaotico.

" pende de la densidad, por lo que es razonable pensar que es-

V(VZinp), (26)

4. Ecuaciones hidrodiramicas en el regimen li-
neal e inestabilidad de Jeans

pl
]{mﬁ-dF:h%VSdF:h/dS:%fm, (22)
P En esta secon estudiamos la estabilidad del sistema 8chr
dinger-Poisson en eégimen lineal en su forma hidrodimi-

conn = 0,+1,+2,... para toda trajectoria “cerrada”. ES- 5 "Este aalisis esh basado en el estudio de la inestabilidad

to implica que el sistema hidrodimico tiene ortices, algo g jeans para el colapso gravitacional de un gas protoestelar
que ya es conocido y observado en condensados de BOSgias detalles pueden ser consultados en Ref. 32).

Einstein en el laboratorio (ver por ejemplo [29]). Este resul-" 3, 1as Jeans demdstue en un fluido homdgeo e iso-
tado es un@ondicon de compatibilidadntre la verdin hi-  y45icq se pueden generar pejas fluctuaciones en la den-
drodiramica (19) y (20) y la ecuami de tipo Sctodinger,  gjjaq y en Ia velocidad [33]. Susiculos fueron hechos en
esto es, una solum (p, v) le corresponde una bien defini- o ¢ontexto de un fluido estico. En particular mosirque
day de maneradvoca. . . las fluctuaciones de densidad pueden crecer en el tiempo si
No obstante que el fluido descrito por el sistema (20),g gradientes de prési que ocurren en esa régi donde
es irrotacional debido a que la velocidad es un gradiente, lsg |a fluctuaddn de densidad son menores que a la auto-
“fluido” descrito por (19) y (20) tiene una diferencia esencialinteraccon gravitacional. No es sorprendente que tal efecto
respecto a un fluido ordinario: si en la Ec. (22) hacemos Igyista ya que la gravedad es una fuerza atractiva, si las fuer-
aproximaodn de que a lo largo de_ la trayectoria de integra-;55 de preéin son s pequias que las gravitatorias, una
cion usamos la magnitud promedio de lo largo de la tra-  regipn con mayor densidad que la de fondo atrae materia de
yectoria, tenemos que en un movimiento rotacional, la mags,s alrededores y llega a seasndensa. Mientrasas densa
nitud dev decrece cuando la distancia al centro crece, Yy Vigg |5 regbn, mas materia atra@y resultando en el colapso de
ceversa. Esto es debido a la conaicde compatibilidad (22) - na fluctuadin de la densidad y generando un objeto ligado
(ver [29]). Mas detalles y discusin sobre estos puntos pue- grayitacionalmente. El criterio para ver cuando puede ocurrir

den ser consultados en Ref. 30y 31. este colapso o no es calculando la longitud de Jeans del fluido
y lo explicamos enseguida.
3.2. Hidrodinamica: Schrodinger-Poisson Antes de calcular la longitud de Jeans con el suficiente de-

talle matenatico, hagamos unatculo de orden de magnitud
La dinamica del campo escalar se convierte en un sistema hpara ver su significadddico. Consideremos que en un instan-
drodinamico, constituido por ecuaciones semejantes a las que dado hay una fluctudm esérica de radio\, homognea,
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densidad positivap; > 0 y masaM situado en un medio Brevemente consideremos las solucioneswcos 0, es
de densidad media. Las fluctuaciones crecan si la fuerza  decir, las que no dependen del tiempo. Es evidente de (33),
de auto-interacoin por unidad de masi#;,, excede la fuerza que el vector de onda es perpendicular a la velocidag.

opuesta por unidad de masa que surge de laqrési

GM P v2
— 2G> Fy~ —~ =, 27
AQ p p p/\ )\ ( )
dondew, es la velocidad del sonido. Esta refatiimplica
que la fluctuadin crece si\ > v,(Gp)~'/2. Esto establece

la existencia de la longitud de Jeans~ v,(Gp)~1/2.

Fy~

4.1. Ecuaciones hidrodifamicas linealizadas

Para hacer el estudio de la inestabilidad de Jeans es necesario

Juntando estas expresiones obtenemos

k= < 167TGp()m2 ) 1/4
= = .
Ahora tratemos las soluciones dependientes del tiempo,
w # 0. Derivemos (29) respectotey considerando qué, es
una funcén tal qued, V- ) = V- (9;71), y luego sustituimos
las expresiones (30) y (31) para obtener

(36)

h2
2p1 — 4nGpopr + WVQV% =0. (37)

linealizar el sistema hidrodémico (23)—(25). Este sistema Sustituyendo (32) en (37) se llega a una “redacile disper-

de ecuaciones admite la solauieshtica conp = pg, ¥ = 0
y VU = 0. Sin embargo, s # 0, el potencial gravitacional
debefa variar espacialmente, es decir, una distribadno-

sion”
2 R
w” = 4m2k — 47 Gpy .

(38)

mogénea dep eshtica puede ser inestable ante perturbacioES importante sealar que la Ec. (37) no es una ecuacde

nesy puede estar globalmente expéndbse o contrando-
se [23]. La incompatibilidad de un Universo &sto con el

onda.
Esta reladin de dispergéin es aaloga a la que encon-

principio cosmabgico en gravedad newtoniana se da t&mbi tr_(’) Jea}ns_[33,34], siendo la dife_rencia que la forma del poten-
en el universo eético de Einstein. De cualquier modo, cuan- ¢ial cuantico hace que la magnitud del vector de onda tenga

do consideramos un universo en expandbos resultados de €xPonentel. Para soluciones estables, pedimos que 0,
Jeans no cambian cualitativamente. Para ver esto busquenigsual implica

una soluaddn al sistema hidrodamico (23)-(25) que repre-
senta una peqiie perturbadn a la soludn esética

p=pot+epr, Uvrevy, U=rUy+elUy, (28)

donde las variables de perturb@tp, , 7; y U; son funciones
del espacio y tiempo § < 1. Sustituyendo (28) en (23)—(25)
y tomando losérminos a primer orden deobtenemos el res-
pectivo conjunto linealizado

Op1 + poV - U1 =0, (29)
h2
0y = — VU + Wv [VQ(pl/pO)] , (30)

V23U, =47Gp; . (31)

Estudiemos las soluciones del sistema linealizado (29)-

(31) buscando soluciones en la forma de ondas planas

Su; = Sipe!FTHD (32)

donde las perturbacionés; coni = 1,2, 3 corresponden a
p1, U1 Y Uy, y las amplitudes;, las denotaremos pdp pa-
ra la densidady’ para la velocidad y pav para el potencial
gravitacional. El vectoF es el vector posiéh, k es el vector
de onda yw es la frecuencia angular de oscifawj el cual en

general es unimero complejo. Usando (32) en (29)-(31) y

definiendady = D/p, obtenemos

wlo+k-V =0 (33)
. I -
wV + Uk + —8ok*k =0, (34)
4m?
kU + 47Gpody = 0. (35)

2\ 1/4
167G pgm ) ’ (39)

h2
donde definimos el vector de onda de JeRpsEn base a
este resultado la longitud de onda de Jeans~= 27 /k;,

est dada por
3R2 1/4
A= =—— .
Gpom?

Entonces para longitudes de onda mayores que la longi-
tud de onda de Jeans tenemos que la pertwbacece expo-
nencialmente. En base a la defibitide la longitud de Jeans,
reescribimos la reladh de dispergin como

1/2
h A\
=+ k|1

Recordemos que la velocidad del sonido en laitede Jeans
se define coma? = 9p/0p. Por analoga en nuestro caso
definimos una cantidad que llamaremos la velocidazhtu
ca del sonido o velocidad de grup@omo

h

k>k]E<

(40)

(41)

Uy = —k. (42)
m

De (32), (33)-(35) y (42) obtenemos

PL_ seiErElwlt) (43)
Po
. 1/2
1k A\? -

= 77~g 1— (2 i(k-TE|w|t) 44
a :vakaol (AJ)] GEREIN (4

_ Lo (A ! i(k-7E|wl|t)
Ul = 601?}5 <AJ> (& . (45)
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CuandoX > \; la frecuenciav es imaginaria la época en que la radidri y la materia son iguales te-
411/2 niendo un factor de escata ~ 1/3200. En este tiempo,
‘ A ~ 3 x 10" Mua—3/Mpc?® [36], y la longitud de Jeans
_ 12 |4 _ (A P o) p Y g
w = Fi(4rGpo) [1 ( > ] ‘ “e) 0O(102) pc [37]. Aqui M, = 1.9891 x 1030 Kg es la masa
_ _ del Sol. Entonces tomando la densigigd~ 10~ 14 Kg/m3y
En este caso las expresiones anteriores quedan As ~ 102 pc tenemos
PL_ ittt (47) m~ 1077 Kg (55)
Po

i 2
~ 12 0 en unidades de e\¢* obtenemos

k A\t - B
Ti=F i500(47Gpo) /2 [1_ ( By ) 1 Rl (48) m~ 10772 ev/c. (56)
Por lo tanto, con el@culo de la estabilidad de Jeans, necesi-

1.,/ A\ Ll tamos que la masa del campo escalar-sda—22 eV/c?, lo
U= —150% (AJ) € K (49)  cual es un resultado obtenido en Refs. 38 y 39. De la defini-
cion de la masa de Jeans obtenemos

las cuales representan una sabmcide ondas estacionarias,
cuyas amplitudes crecen en el tiempo para el edstt It
La escala de tiempo caradtgico para la evoludin de esta

My~ 10" Mg . (57)

—1/2 . . .
/ En este trabajo hemos revisado el modelo de materia oscu-

amplitud se define como 5. Conclusiones
4
_ -1 _ —1/2 . ﬁ . . .
T=|w|T = (4rGpo) [1 ( h\ > (50)  raescalar para describir halos de materia oscura. A partir de
la accbn de Einstein-Hilbert acoplado con un campo esca-

Para escalas. > A, el tiempo caractéstico 7 coinci-  lar complejo se hizo la aproximaei de campo &bil y luego
de con el tiempo de colapso deida libre’’!, dado por se calcub el limite para campos que Van lentamente en
Tr5=(47Gpo)~'/2, pero cuando. — A, este tiempo di- el tiempo conocido comdrhite newtoniano. El sistema re-

verge. sultante se conoce consistema Sclirdinger-PoissonLue-

Se define la masa de Jeans como la masa contenida go, mediante la transformarei de Madelung, la ecudm de
una esfera de radid; /2 y densidad mediay, esto es Schiddinger, ecuadn lineal y compleja, se convierte en un
310 N 3/4 sistema no lineal que describe la &@mica de campos reales,

M, = lﬁpo (Wh) ) (51) unadensidady su campo de velocidadesnulacin hidro-

6 Gpom? dinamica Cabe mencionar que dicha transfornaacno alte-

La masa de Jeans es la masaima de la perturbaéh para ' la ecuadn de Poisson.
queésta aumente con el tiempo. En el contexto hidrodiaimico, aparece de manera clara un

Un estudio de la inestabilidad de Jeans tanto en el coriRotencial de tipo cantico el cual genera una fuerza opuesta
texto cosmadgico como el local referente al modelo de axio- & 1a fuerza gravitacional. Entonces mediante un estudio de la
nes para materia oscura se encuentra en Ref. 35. En este ti3gstabilidad de Jeans se obtuvo un criterio para que una per-
bajo se menciona que en @gimen lineal, los condensados turbacbn de la densidad colapse y estas fuerzas se equilibren.
de Bose-Einstein de axiones y CDM son indistinguibles paBajo esta condién y valores adecuados se cafcid masa

ra todas las escalas de irétsrobservacional. Sin embargo en del campo escalar. o _
el regimen no lineal de formamh de estructura, estas dos  Por otro lado, la diamica de las variables de campo es de

teofias difieren en el potencial antico. naturaleza hipeddica lo cual es de suma importancia para la
implementadn de esquemas en forma de leyes de conser-
4.2. Estimacbn de la masa del campo escalar vacion usando ratodo expkitos de diferencias finitas, los

_ cuales se piensan usar en futuros trabajos. Ademiada la
Despejando la masa del campo escalar de la Ec. (40) obtengimilitud con las ecuaciones de Navier-Stokes, podemos usar

mos 4rp N 1/2 las €cnicas que han sido dfsadas para resolverlas como
m— ( mh ) (52) el método de hidrodiamica de partulas suavizadas (SPH).
Gpo)j ’ Estelltimo método es muy interesante porque no requiere
Hagamos una@culo de orden de magnitud para la masa dela implementadn de condiciones a la frontera (naricas).
campo escalar, vamos a utilizar Este trabajo eéaten curso y s@rreportado en un futuro.
_a ) 68 El sistema Sclirdinger-Poisson con siméresérica, se
h~ 107 5= W2~ 1070 F - 2, (53)  ha estudiado en el contexto de estrellas de bosones y con-
G~ 107" md/Kg - < (54)  densados de Bose-Einstein, sin embargo no en labrensi

drodinamica. Las soluciones nuaricas con dicha simé# se
Sedin la teofa de formadn de estructura estdar, un  abordaan en trabajos futuros dado que su sdlnaiepresenta
valor de la longitud de Jeans; puede ser fijado para un trabajo complejo.
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. Se dice oscura porquéls interacciona gravitacionalmente con 15

la materia ordinaria referida en la literatura como la materia ba—16
ribnica.

1 parsec (pcr:3.26 dios luz

En la representa@n hidrodiramica de la ecuagn de Schadin-
ger, elUnico &rmino donde aparece la constante de Planck es
en el potencial cantico y por ello su nombre. Cabe mencionar
que por la analda de las ecuaciones a lo largo del trabajo a

dicho €rmino lo llamaremos potencial de tipo&sico. 19.
Una alternativa para realizar la aproxim@acinewtoniana de la

ecuacdbn de Klein-Gordon se puede ver en la Ref. 25. 20.
En analogp a la representami hidrodiramica de la ecuagn 21.

de Schadinger, el potencial) lo llamaremos potencial éunti-
co.

. . . . 22.
Esta cantidad tiene unidades de velocidad, pero no es en rea-

lidad una velocidad, ek una manera de llamarla. La velo-
cidad de grupo se define comg = dw/90k y nos describe
la velocidad de una perturbaai fisica. SiA < \; entonces

5 si coincide con la expresin formal de velocidad de grupo. o4

Debemos d&alar qued; al tener unidades de velocidad es una
velocidad de referencia d@pica en el sistema y su correspon-
dencia con velocidad de sonido o de grupo debe tomarse ¢
reserva.

El tiempo de colapso libre es el tiempo necesario para que ug6-
27.

28.
29.

sistema colapse bajo su propia atréagjravitacional en ausen-
cia de fuerzas opuestas.
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