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Haciendo uso de una cantidad vectorial, la cual denominamos vector drmoﬁsﬂ'), replanteamos la regla de cobisi de Huygens-
Newton. EIl vector de coliéih contiene informaéin sobre el proceso de intera@meiy de la disperéin de las partulas, aderas de ser
invariante y covariante Galileo. Earminos del vector de colisn, queda exfitito el sentido geoktrico y energtico de la regla de colign
de Huygens-Newton.

Descriptores: Colision inekstica; regla de colién; vector de coligin.

We restate the collision rule Huygens - Newton in terms of a vector quantity we call the collision ﬁeaoﬁ'he collision vector is invariant

and covariant Galileo. It contains information about the process of interaction and scattering of the particles. The geometric and enert
sense of the collision rule Huygens-Newton in terms of the collision vector is shown.

Keywords: Inelastic collision; collision rule; collision vector.

PACS: 01.55+b; 45.20df; 45.20dh; 45.50.Tn

1. Introduccion Este ariculo se encuentra organizado de la siguiente
manera: En la Sec. 2 se plantea la regla de colisle
El tratamiento @sico de colisiones se encuentra normal-Huygens-Newton enétminos del vector de colisin A(e);
mente discutido en los textoasicos deiica [1], donde sele en la Sec. 3 se replantea el problema de la @flisintre dos
presta mayor aten@n a las colisiones asticas e inéisticas  parficulas o cuerpos e@tminos del vector(e), probando a
en una y dos dimensiones, dejando a un lado alisia de  Su vez que dicho vector es proporcional al vector de éuolisi
colisiones en situaciones intermedias, las cuales denominargara un chodgue astico, encontrado poriBz y Gonalez en
mos colisiones semi-ékticas En tales situaciones resulta Ref. 6. Adicionalmente, se obtiene la cantidaen €rminos
muy Gtil el uso de la regla de colin de Huygens-Newton, del vector de coligin y de otras cantidades que son inva-
la cual toma en cuenta el balance e@tigp y la transfe- riantes Galileanas. Finalmente, en la Sec. 4, se presentan al-
rencia de momento lineal durante la cdisi La regla en gunos ejemplos acadhicos que ilustran la utilidad didtica
cuestbn es poco considerada en los textasibos deisica.  de esta caracterizaui alternativa de las colisiones.
Algunos autores [2,6] la emplean en situaciones unidimensio-
nales; otros [4,5,7] la usan para analizar las colisiones semi-
elasticas bidimensionales. En estas situaciones se hace udo Regla de colistn de Huygens-Newton y el
de coordenadas para descomponer las cantidades vectoriales vector de colisbn A(e)
involucradas en el proceso de cddisi Aunque este enfoque
es utilizado taml@n en colisiones akticas, es posible encon- Durante el proceso de colisi entre dos cuerpos, cuyas su-
trar en la literatura [6,8,9] otros enfoques que no hacen usperficies esin en contacto, surge una interaccimediada
de tal descomposion. Dicha regla puede ser reformulada enpor una fuerza impulsivai\7', la cual resulta interna al sis-
términos de la cantidad vectori;i](e), que denominaremos tema fsico conformado por ambos cuerpos, lasreaccbn
vector de coligin, la cual contiene informagn referente al —N actuaé sobre uno de los cuerpos. Esta fuerza puede
proceso de interadmn y al de disperéin de las paftulas ser considerada normal a las superficies de contacto cuando
despi@s del choque. EIl vector de cobsi, ademas de ser los cuerpos no sufren deformanidespés de la coligin, de
explicitamente invariante y covariante Galileo, tiene la ven-manera que la orientam de la fuerza impulsiva permanece
taja de que facilita elaculo de las velocidades degmude la  inalterada durante el proceso de cdiisiesto se conoce con
colision. En tal sentido, planteamos una caracter&raalter- el nombre de coligin rfigida [10]. En esta situa@n la in-
nativa para las colisiones semasticas haciendo uso del vec- tensidad de la interadm durante el proceso de cobsi (la
tor /T(e), la cual no requiere de la descompasitien coor- norma del vectoN) aumenta apidamente desde el instante
denadas para la obtebai de las velocidades deggmude la  de tiempot;, cuando inicia el contacto, hasta alcanzar un
colision. valor maximo en un tiempd, posterior a;. En el instante
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t., los cuerpos se mueven con igual velocidiagcomienza donfie, en una colish rigida, el versor asociado a la inter-
el proceso de restitum. A partir del instante de tiempg, ~ @ccon viene dado por

la norma del vectorV comienza a disminuir hasta que los .

cuerpos se separan por completo en el instantposterior 5 N(1) (5)
at.. El proceso dado en el intervalo de tiempo— t. se ‘ﬁ(t” '

ve interrumpido para el caso de una cdiscompletamente

inelastica, donde ambos cuerpos se mueven con la misma v8ustituyendo (2) y (3) en (4) se llega a

locidad despés de dicha coliéin. En cambio, en una col-

isibn completamente &stica se da el proceso de restiurci (Uy—Uy) i =—€e(Vo— V1) 7. (6)
sin perdida de la enei@cirética del sistema conformado por ] ) )

ambos cuerpos. El caso intermedio surge cuando la fuérza L& constante de proporcionalidaen (4) es considerada po-

y Su reacdn realizan un trabajo que no se compensa entre §itiva y recibe el nombre deoeficiente de restituan, al-
durante el intervalo de tiempe — ¢, mientras ocurre el con- 9unas veces es llamadaeficiente de elasticidacEste de-

tacto; manifestndose la perdida de en@agirética en forma pende de las propiedades del material que componen los cuer-
de calor o sonido. pos colisionantes, de sus masas, formas y velocidades relati-
Seanm; y m» las masas de los cuerpos que colisionarv@s [10,11]. La expresn (6) recibe el nombre degla de

entre § los cuales adquieren velocidadgsy Vs, respec-  colision de Huygens-Newtd8-5,10]. Esta regla puede ser
tivamente, en el instantg. Los impulsos de cada cuerpo reformulada enérminos de una cantidad vectorial que de-

durante el lapso de tiemp — ¢, vienen dados por nominaremoyector de coligin, y seé denotada comd (e).
En tal sentido, (6) puede ser escrita como

Ale) =0 con A(e) U, — U, +e(Vi — Vo). (7)

Q

te
T = /N(t)dt — (5= ) (1a)

ty Dicho vector es invariante y covariante Galileo, debido a que
. éste se construye a partir de la combibadineal de la di-
- N R ferencia entre las velocidades de los cuerpos antes y &&spu
Too = _/N(t)dt =ma2(V - V2), (Ib) " e Ia colison. Siendo los coeficientes depesta comgimacip

t1 lineal ¢ y la unidad, respectivamente. Adas se exige que

el coeficiente de restitumn sea un escalar ante el grupo de
)Galileo, tal como ocurre con las masas de los cuerpos. Esto
puede verse al considerar un marco de referef¢igue se
mueve respecto al sistema laboratakiocon velocidadV/,
de manera que las velocidades de los cuerpos de maga
mo antes y despis de la coligin respecto al sistermfd’ son,

respectivamente. Siendda velocidad adquirida por ambos
cuerpos en el instantg. De las expresiones mostradas en (1
observamos qué,, = —I;o. Usando esta igualdad se ob-
tiene que la cantidad corresponde a la velocidad del centro
de masa del sistema en el instahtecon dicha correspon-
dencia se logra eliminar la velocidacen (1a), obter@indose

la siguiente expreéh respectivamente,
. L. Vi=V,-V, 8a
Lo =—pu(Va—V;) donde p= 2 (2 _,1 _‘1 . (82)
mms V=7-V, (8b)
SeanU, y U, las velocidades de los cuerpos de masay 0 =0, -V (8c)
meo, respectivamente, en el instarite Procediendo de ma- ! ! ’
nera similar para obtener el impulso del cuerpo de maga Uy=U,—V. (8d)

durante el lapso de tiempe — ¢., se tiene que o .
Al sustituir (8) en (7) se llega a la expréai

hy = =ulla =) ®) o) =01 = Oy + (V] - V) = A1),

Cuando la direc¢in de la fuerza de contact¥ permanece cuya covarianza queda garantizadasi ¢/; es decir, cuando
inalterada durante la colt, resulta claro que la dire@ti el coeficiente de restituin transforme como un escalar ante
de los impulsos de cada cuerpo a lo largo/depermanece el grupo de Galileo.

constante. Por tal rén, la transferencia de momento lineal La colisibn entre dos cuerpos puede clasificarséisdg
sobre la direcdn de la fuerza de contacto se preserva en ungansferencia de endeycirética, la cual depende del valor
colision rigida, lo cual conduce a que la proyemtidel im-  que tome el coeficiente de restitoni Cuanda = 1 se dice
pulso durante el proceso de la defornéacilio) en la di-  que la colisbn es éhstica, conseandose la enefg cirética
reccon de N sea antiparalela a la proyeonidel impulso  del sistema. Cuando= 0 la colision es inehstica o phstica,
durante el proceso de restitani (/;;) en la direccdn de la  en dicho caso la transferencia de efexgrética del sistema

fuerza de contactd’; es decir, al entorno es i@xima. Estos imeros corresponden a la cota
- - superior e inferior del coeficiente de restitutj respectiva-
Iy -n=—elo-n (4)  mente. En una situam intermedia, se tiene que< € < 1.
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2.1. Regla de coli$in para choques dsticos tanto la conservaén del momento lineal como la conser-
vacion de la enen@ cireética. En cambio, para un choque
Al considerar la conservam de la enefig cirética de dos  jneastico el problema se centra en resolueicamente la
cuerpos de masa, y m; antes y desys de la coligin, se  conservadin del momento lineal, ya que degsude la co-
tiene que lision todas las partulas se mueven con la misma veloci-
V2 4 mV2E =02+ m02, :ﬂa(_i No obstante, para las colisiones serh'skktasﬁ las ve-
o o o ) ) 9) omdadesﬂson obtemdgs al resolve_r Qe manera samedt [a _
(Vi =U1) - (Vi +Th) =m(Us — Vo) - (Uz + Va) conservaan de la cantidad de movimiento y la regla de coli-
sion de Huygens-Newton, estdtima puede ser sustituida
donde se ha definido taasa relativacomom & my,/m,. EI  Por el vector de coligin. En tal sentido, el problema de ha-
términoyl — T, que aparece en (9) puede ser reemplazad#ar las velocidades despa de una coliéin entre dos cuer-

—

porm(Us — V), en virtud de la conservami del momento ~ POS € resuelve partiendo del siguiente sistema de ecuaciones

lineal, resultando vectoriales

(U —Th) e = — (Vo = Vi) - e . (10) (@ + 'fllU2 :_'Vl + m‘fg o (13)

U1—U2=A(€)—€(V1—VY2).
Donde el versor,., asociado a la direagn de la interadin
en una coligin ekstica, viene dado por La primera ecuadn de (13) es justamente la conseréaci
S . de la cantidad de movimiento, y la segunda corresponde a la
= _Ua=Vo  App _ N@) _ (11)  definicion del vector de colish expresada en (7). Las ve-
¢ Uy —Va| AP |N@)| locidades que se obtienen de resolver (13) son
el cual coincide con el versor indicado en (5). Para estable- - l—em-> (14+€e)m m o
cer latltima igualdad de (11) se ha considerado gues la U1 14+ V 14+m Vat 14+ mA<€)’ (14a)
fuerza de contacto que &et sobre el cuerpo de masa, y _
o o = e+1 - m—e€ 1 -
adicionalmente la condign de choqueigido. Comparando Uz = Vi+ Vo — Ae). (14b)
- . 14+m 14+m 14+m

(10) con (6) queda claro que el coeficiente de restitupiara
una colisbn completamente &stica es igual a la unidad. Por otra parte, la velocidad del centro de masa antes de la

colision viene dada por
2.2. Regla de coli$in para choques inéhsticos o
— m

ot - 1 -
plasticos Ve — v, v, . 15
MTTEm ! + 1+m ° (15)

En una colisbn inebstica o phstica los cuerpos que colisio-
nan quedan “unidos” despés del choque, enteri&idose
por ello que los cuerpos se mueven con la misma velocida
En tal sentido, se cumple la condicil/; = U, lo cual con-

Con esta igualdad las expresiones mostradas en (14) pueder
Fer llevadas a la siguiente forma

— - — — 'LL —
duce a que (6) tome la siguiente forma Ur=(1+e¢)Vem — eV + EA(E)v (16a)
—eii- (Vo —Th) =0. (12) Uy = (1+6)Vem — eV — miA’(e), (16b)
2

Laigualdad dada en (12) ealida para cualquier diredm 7 gondey, se encuentra definido en (2) y corresponderadaa

y velocidadesV; y V> que puedan tener los cuerpos anteseqycidadel sistema formado por los dos cuerpos. Las ex-
de colisionar, concligndose que = 0. En otras pa- presiones indicadas en (16) exhiben claramente éictar
labras, la condi@n indicada en (12) establece que en ung:qgyariante, ya que al sustituir las transformaciones indicadas
colision inebstica la velocidad relative; — Vi no es orto- o, (8), junto a la transformami de Galileo para la veloci-
gonal a la direc@n de la interac@in asociada al contactd 434 del centro de masﬁ’@’M — Vem—V en (16), sellegaala

En esta .s|tua(.)|n, se Obs?rva que ellvector de cdlisipara  misma forma funcional que tiene (16) pero con las cantidades
choque meﬁistlcos o psticos es iénticamente nulo; es de- medidas en el marco de referendia.

cir, A(0) = 0.

3.1. Construccbn del vector de colisbn para la
3. Replanteando el problema de coligin condicion de choques fgidos

El problema de coli§in consiste en determinar las veloci- La forma concreta del vector de cofisiA(¢) depende de la
dades de las paculas despés de un choque, y con dicha ley de interadn entre los cuerpos y de la dispérside los
informacibn se puede obtener la enxgirética transferida mismos. Para determinar dicho vector bajo la coldiae
debido al proceso de interaboidurante la coligin. Parade- choques igidos, nos limitaremos a lallsqueda de ungb-
terminar las velocidades de un choquasékto se requieren tencial de calibré B consistente con la regla de cotiaide

Rev. Mex. Fis. 58 (2012) 99-106



102 S. DIAZ-SOLORZANO Y L.A. GONZALEZ-DiAZ

Huygens-Newton (7), cuando el versbse encuentra orien- 3.2. Conservaddn de la enerda en choques fgidos

tado alo largo de la transferencia de momentum del cuerpo de

masam; es decir, dicho versor queda determinado por la exy 5 ley de conservaoh de la enerig para una coliéih entre
presbn (11). La construcon del vectorA(c) en Brminos de o5 cyerpos bajo la condiri de choquesgidos se establece

B, compatible con (7), viene dada por la proyéecdel po- 5| agregar unérmino energtico que compense la enéagi-
tencial de calibre sobre la direoai asociada a la intera@ti - parada o absorbida por el sistema debida al proceso de inter-
de contacto durante la colsi; esto es, accbn en la colisbn. A dicho €rmino lo denotaremos con la

Ale) = [1-7AR)(B) = B — (B -n)n. a7) letraQ as

Dondenn corresponde al operador que proyecta en la di- def ) B

reccbn del versori; es decir,nin(B) = n(n - B). Y el Ko=Ks+Q . Q=HKo—Ky. (24)
simbolo1 representa al operador identidad, el cual verifica la

propiedadi(B) = B. De manera que eétmino contenido En otras palabras, la cantidagl mide la transferencia de
dentro del pa&ntesis de (17) es un operador que proyecta egnerda cirética absorbida o liberada por el sistema debido
la direccbn perpendicular al versar. Por otra parte, dicho al proceso de colish. Cuanda? es positivo (negativo) el
versor puede ser reemplazado por el indicado en (11). Esghoque egndargico(excergico y a mayorQ mas inestico
presupone que el contacto entre las superficies de los cuge@ el choque. En una col@i semi-ehstica e indistica
pos que colisionan ocurra en un punto, y que la fuerza d& energa cirética se transforma parcial o totalmente, res-
interaccon debido al contacto es perpendicular a dichas supectivamente, en endgginterna; la cual es liberada (ab-
perficies. Por consiguiente, la regla de colis{7) puede ser sorbida) por el sistema cuando el choque es ergico

escrita de la siguiente manera (excérgico) [3,8]. El objetivo de esta sebai es calcular la
. L cantidad (24) y demostrar que el tipo de colisiones tratadas
Ale) - (U2 = V2) =0. (18)  en este trabajo son eréigicas. Para ello se determiada
enerda cingtica despés de la coligin usando las expresiones
Sustituyendo (14b) en (18), se obtiene indicadas en (149 (16),
Tle) . VAR VAN (A R 1 -
AQ- [+ D(i-T) = A©] =0. 19 o _ LinlOhf? + ol
Reemplazando, dentro del corchete de (19), al vedta) = Ko+ g {(fl! e(Vi = Va))2 — (Vi — ‘72)2} . (25)

dado en (17), y considerando la regla de céfiside

Huygens-Newton (7), resulta De manera que

Ae) - [(e + 1)(Vs = Vi) — B| = 0. (20) L B L
| Q=15 [(Vi= 1) = (Al - - V2)?| . (26)
La solucbn mas general de (20) es
B = (e41)(Vy — Vo) 4+ An, (21)  al sustituir (22) en (26) se llega al siguiente resultado

siendo) una constante arbitraria que llamaremca8bre, de M o oy o
manera que el vectds es dependiente del calibre que se fije. Q=5 (1= €)Vi— Vol cos™6. (27)
La independencia del calibrepara el vector de coligh se

evidencia al sustituir (21) en (17), de lo que resulta . , - -
(21)en (17) q Siendof el angulo formado entre los vectores — V5 y 7.

Ale) = (e+ D)[(Vi = Th) = (Vs = Vh) -mn],  (22)

el cual no depende del valor que se escoja parda ex-
presbn (21) contiene todos los casos posible que resultan de
resolver (20): (1) El vector de colién es igénticamente nulo;

es decir,A(e) = 0,Ve, lo cual ocurre en colisiones unidi-
mensionales, agomo en una coli$in inebstica o phstica,
cuandoec = 0. En esta situadin, se tiene que

o azVe (23)
[Vi — Vsl

o FIGURA 1. Construcadn geongtrica del vector de coligh A;
(I1) El término dentro del corchete en (20) se anula cuando Seuando 6. es descendente (izquierda) y cuando es ascendente
eligeA = 0en (21). (derecha).
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4. Ejemplos que ilustran el aralisis de colisio-
nes mediante el vectorA(¢)

103

Con esta construdan geonetrica se logra determinar la di-
reccidn del versor de incidencia de Landay y el vector de
colision para choqueséadticosA;. Por otra parte, de la Fig. 1

A continuacén, resolvemos, haciendo uso del vector de cose observa que éngulo entre el vector = V; — Vj y el

lision, algunos problemas addicos que surgen de consi-
derar colisiones bidimensionales entre dosipalés o dis-
cos figidos. Para ello, conviene darle una interpré&mci
geonttrica al vector de colién (22), para lo cual se requiere
escribir dicho vector de la siguiente manera

E;l|: E+1A'1.

A(e)

- = (28)

V- V]
SiendoV = V; — Vs la velocidad relativa de la pactla
incidente. Aderas, el versom,, que llamaremosector de
incidencia de Landa(l2], toma la siguiente forma concreta,

~ def

iy 22V A —V. (29)

La descomposioin dada en (28) permite escribir las veloci-

dades (14) como las presentadas por Landau y Lifshitz en

Ref. 9, con la condiéne = 1. Por otra parte, el vecto@l
en la expredin (28), dado por eBrmino dentro del corchete
de dicha expreéin, corresponde al vector de cotisi para

choques dlsticos. En tal sentido, todos los choques semi

elasticos pueden ser estudiados a partir de la consbrudeil
vector de coligin A; para choques asticos, construcan
gue analizamos en la Ref. 6.

El vector de coligin para choques &ticosA; en (28)
puede interpretarse geétricamente formando una circun-
ferencia de radidV/|, tal como se muestra en la Fig. 1. El
angulo del versor,, respecto a la direcdn de incidencia
es denotado pot, encontandose en el semiplano inferior
(superior) si la paftulam, es dispersada por encima (de-
bajo) de la direcdn de incidencia. Loangulos que forman
el vector de colision dado en (7) y el versodado en (11),
respecto a la direccion de incidencia, los denotaremog por

y 0, respectivamente. Es claro que ambos vectores son per-

pendiculares entre si, tal como lo indica la regla de dmfisi
de Huygens-Newton (7). Esta construimtipermite conocer
la direccbn y la norma del vector de colsi ehsticad,. De

hecho, a partir de la Fig. 1 se tiene que dogulos internos

versorn esé, por consiguiente estingulo es el involucrado
en (27).

La colisibn clasica nas sencilla de resolver es aquella
donde un cuerpo o una pantla se dirige hacia otra que se
encuentra en reposo. Al cuerpo o jeuta que incide se le
denominaobjeto proyectil o incidentemientras que el otro
cuerpo se le denomirabjeto blanco o centro dispersoEsta
situacbn siempre puede conseguirse considerando la@olisi
en un marco de referencia donde una de ladqadss se en-
cuentra en reposo. En esta sit@aielangulod corresponde
a la dispergin de la paifitula blanco [ver Ec. (11)]; es de-
cir, 8 = 05, mientras que la dispetsi del objeto proyectil
0, esh relacionado cotb (angulo que determina la dire6ci
del vector de incidencia de Landau), mediante

—

Ui(e) -7 sen(v)
tanf; = = = , 34
T 01 Aem) —cos(¥) (34)
donde el paametro) (e, m) es definido positivo
_2+m(l—¢)
Ae,m) = T > 0. (35)

De la expredin (34) es posible obtener las razones

trigononetricas que se indican a continuaci

cos(1) = Asen? 0y — |cosfy]\/1 — A2sen26;,  (36a)
sen(¢)) = 5 sen(20;) + |senf]\/1 — A2sen?6,. (36b)

Ob<rvese que las expresiones dadas en (36) son compa-

tibles con el hecho de que los cuerpos o lasipalds se dis-

persan formando uangulo recto cuando la masa relativa y el
coeficiente de restitugn son iguales a la unidad. Adicional-
mente, con dichas relaciones se puede determinar el vector

del triangulo i$sceles inscrito en la circunferencia guardany, .qjisbn dado en (28), conociendo la dispérsiel objeto

la siguiente relaéin

W=7 —204. (30)

De la condicbn de ortogonalidad (7), entre el vector de co-

lision A(e) y el versorn, se tiene que

04 = g —9. (31)
Sustituyendo (30) en (31), resulta
W =20. (32)

Finalmente, la norma del vector de ccﬂisill coincide con
el arco sustentado por los vectofésy V7, de lo que se
tiene

|A;| = 2|V|sen (%) = 2|V|send. (33)

blanco, debido a que se conoce la diréocilel versor,,.

Ahora, examinemos algunas situaciones concretas.

Derecha

[zquicrda
my Uh

[
m 1

P

Vi =4 I By = 300

NG

Us

FIGURA 2. A la izquierda (derecha) se muestra la sitbacintes
(desp@s) de la coligin entre dos paidulas con diferentes masas.
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4.1. Colisbn semi-ehstica bidimensional entre dos A— V12 —3)\2
; . : - cos(20y) = —————, (41a)
particulas conociendo la disper$in del blanco 4
Consideremos una péstila de masan; = 2 Kg que in- sen(20) = VBA+ VA - >‘2. (41b)
cide horizontalmente con una rapidez de 4 m/s, sobre otra 4

parfcula de masan, = 3 Kg, inicialmente en reposo. Des-
pués de la coliin la partcula de masan, se dispersa for-
mando unangulo de30° respecto a la direcon de inci-

En este caso el vector de colinidepende de los ganetros
mY e, atraes de). De acuerdo con el diagrama mostrado
en la Fig. 1, el vector de colisn viene dado por (28) cuando

dencia, tal como se muestra en la Fig. 2. En este casg; _ 41y Ay = cos(205)i — sen(26-)], resultando
0 = 0, = 30° y descendente, por lo que se utiliza la cons-

truccibn geonétrica a laizquierda de la Fig. 1, a partir@sta
se extraen las expresiones (31) y (33)i,Asnorma del vec-
tor colision y su direcdn vienen dadas pdyrﬁfﬂ =4mlsy
64 = 60°, respectivamente. Con esta inforntacy el dia-

grama ubicado a la izquierda de la Fig. 1 se llega al siguient

resultado
m

Ay = |A1| [cosBai +senBa]] = {264' 2\/§j} < @7

Sustituyendo (37) en (28) y luego insertando el resultado
de la sustituén en (14), se obtienen las velocidades de las

parfculas despés del choque; esto es,

ﬁl(e)=l11;965+3\/§(;+1)j Z‘ (38a)
Oy(e) = 6(6;1)i_2\/§(;+1)j m (38b)

Simy se dispersa por encima de la diréetide incidencia,
contrario a lo indicado en la Fig. 2, lo que teranos es una
reflexion sobre la direcéin de incidencia, por consiguiente el
resultado que se obtendrcoincide con el obtenido en (38)
pero cambiando el versgmpor —j. Por otra parte, la endiay
transferida debida al proceso de cdiisies
36
Q=0- ez)g Joul (39)
Si la colisbn es completamente &sitica, hacemos = 1
en (39) y (38) para obtener la consergacide la energ

cinética y las velocidades de las paulas despes del
choque distico, las cuales resultan ser

- 2. 6V3.| m
Ul(l) gl + 5]] E, (403)
- 12, 4/3. | m
1) = | =7 — 2225 =
2(1) [52 : a] s (40b)
4.2. Colisbn semi-ebstica bidimensional entre dos

particulas conociendo la dispergin del proyectil

Al considerar la situadin en la cual ebngulo de30° co-
rresponde a la dispefsi de la masan; respecto a la di-
reccbn de incidencia (esto e$; 30°), entonces de las

relaciones indicadas en (36) se llega a las siguientes razones

trigononétricas

Ae) =2(e + 1) [(1 — cos(263))i — sen(Q()g)j} . (42)

Con dicho vector se obtienen las velocidades despiel
choque, para ello basta sustituir (42) en (14). En particu-
%r, cuandc = 1 se tiene que\ = m~—! = 2/3, resultando

A5 =~ 65, 3°, y las velocidades desps de la coli$in comple-
tamente distica vienen dada por

Uy (1) = % [(3 +2V6)i + (2V2 + \/§)j] g (43a)
O(1) = % [((7-2v8)i - 2va+va| T, @)

4.3. Colisbn inelastica o phstica entre particulas

En una colisbn inebstica o phstica entre paidulas, cuya
situacbn inicial es como la mostrada a la izquierda de la
Fig. 2, estdiamos tentados a hacer= 0 en (38). Lo cual
conduce a que las velocidades despdel choque son dis-
tintas, contrario a lo que se espésagen una coli€in de este
tipo. El error en este procedimiento radica en que la inter-
accbn que condujo al vector de cofisi (37) es diferente a
la que conduce al caso de choque aséico, en el cual no
basta con hacer = 0 en (14) sino tamigin A(0) = 0. Por
esta radn, las velocidades de las gattlas mostradas en la
referida figura desps de una coli$in inelstica o phstica
esén dadas por

(44)

| 0o
w3

Resultado que puede obtenerse directamente de la conser-
vacion de la cantidad de movimiento.

4.4, Colisbn entre particulas de igual masa

Considerando la misma col@si planteada en la Sec. 4.1 con
las masas de las patilas iguales, se tiene que el vector de
colision (37) no cambia, y al sustituirlo en (14) resulta que
las velocidades de las pailas despés de la coligin son

O () = [5_2‘%“ (”21)\/35] g (45a)
O(e) = 3(6;1%—(”21)‘/%] g (45b)
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El coseno deBngulo con que se dispersan entrambas 5. Discuson

parfculas viene dado por ) . o . o
En situaciones unidimencionales el vector de cofisie a-

U, - U, V3(1—€) nula, debido a que la regla de cotigi (7) establece que
cos(0h + ) = ———=— = 73+ (46) el tnico vectorA(e) perpendicular al versai asociado a
Gul1T] [4+3(e— 1) (c) perp

la direccbn del contacto es el vector nulo. Imponiendo la
Si la colisbn es completamente agltica ¢ = 1) se ob- condicbn ff(e) = ( en (14) se obtiene el resultado reportado
serva que ambas pamilas se dispersan entrefsrmando  en la literatura (ver Refs. 3-5y 13). En esta misma situraci
un angulo recto. Resultado reportado en la literatura (vey considerando que la col@si sea distica ¢ = 1) se llega a

Refs. 3,5y 8). los resultados presentados en Refs. 1, 2 y 14. En los casos
de colisiones inélsticas unidimensionales la transferencia de
4.5. Colisbn entre una particula y una pared enerda es naxima, esto se debe a quédelulod que aparece

L ) ) en (27) es nulo o vale. En estas circunstancias el choque
En esta situadn se considera que la masa del objeto blances frontal, de manera que la velocidad relativa de los cuer-

es muy grande comparada con la masa del objeto proyectjhos antes de la colisi es colineal al versai asociado a la
Asi, la masa relativan = my/m, tiende a infinito. Este {ireccbn del contacto.

limite tomado en la velocidad (14b) conduce directamente a gEp una colisbn inebstica o phstica el coeficiente de
que la pared se encuentra en reposo desple la coliin;  restituchn y el vector de coligin son nulos, por consiguien-
esto es, o . . te, las velocidades de los cuerpos déspdel choque son
0o .
20 = lim Us(e) = 0. (47)  iguales. De la expresn (23) se establece que la veloci-
dad relativa antes del choque es colineal al vefisdo cual
sugiere que todas las colisiones amtlcas o fsticas son
frontales. A§ la expreshn (28) da cuenta de las colisiones
cuandd) < e < 1.
En otro orden de ideas, la expr@siparal), dada por Fe-

Se ha considerado para esta inter@caue el vector de co-
lision es independiente del ganetrom. Por otra parte, la ve-
locidad de la masau; despés de la coligin con una pared
se obtiene al tomar eirhite antes mencionado en (14a), re-

sultando . o ) S
rreira en Ref. 27, difiere de la obtenida en (27) poeahino
7o © lim Uy (e) = A% (e) — €V (48)  trigonometrico qis?(e), la razn fundamental se debe a que
m—oo la regla de coli$in considerada por dicho autor viene dada
Donde el vector de coliéh A>(¢) viene dado por (22) por |ﬁ N |
cuandoV, = 0y n es perpendicular a la superficie de la €= —%, (51)
pared, por lo que la velocidad dada en (48) toma la forma Vo — Vi
= - . la cual difiere de la presentada por nosotros en (6). La ex-
U =Vi—(e+1)Vy -0 presbn (51) para choques oblicuos pareciera no considerar

colisiones semi - @sticas ya que la endegtransferida es
siempre naxima; es decir, el pametrof es siempre cero
en (27).

La covarianza de las velocidades (14) y (16haaditec-
tamente garantizada de la invarianza de las leyes de conser-
vacion del momentum y de la enéag En otras palabras, si
el momentum del sistema se conserva en todos los marcos

. p . . . . de referencias entonces la cantidaés invariante galileana.
lision de la paitula proyectil se obtiene al cambiar de signo _~ | . . ) . .
Redprocamente, si la cantidag es invariante galileana en-

Unicamente la componente paralela de la velocidad antes .
tonces el momentum del sistema se conserva. Este hecho se

del choque. En general, el reflector modificado que aparece . ; .
. evidencia al considerar que
dentro del corchete de (49) lo que hace es mantener inaltera-

= [1— (e + Dan] (Vy). (49)

En particular, cuande = 1, se tiene que el operador dentro
del corchete de (49) corresponde a una reliexen la di-
reccbn perpendicular al vectat, siendo esta direaon pa-
ralela a la superficie de la pared.iAsn una coligin ebstica
entre una partula y una pared la velocidad de§sude la co-

da la componente de la velocid& en la direcadn paralela =2 L
a la pared; en cambio, la componenteldeen la direcabn Q=FKy—K;=)_ 5 [|Vi| - Uil } (52)
perpendicular a la pared se ve disminuidaeces, reflejando i=1

dicha proyecdn sobre la pared. Lo antes expuesto puedeSustituyendo en (52) las transformaciones de Galileo dadas
verse de manera natural al escribir (49) de la siguiente manen (8) y denominando a la transferencia de ei@ecgética
ra en el marco de referencid’ como(’, se tiene que

[7100 = [‘71 . ﬁl]ﬁL — 6[‘71 . ﬁ]ﬁ (50) i=N
> mi(U = V)
=1

Donden y n, son versores ortogonales entiieysdirigi- Q=Q +V-
dos perpendicular y tangente a la pared, respectivamente.
Obstrvese que en una colisi inebstica la velocidad dada

en (48) se anula ya que= 0y A°°(0) = 0.

= Q/ + ‘7 ! [ﬁf/inal - ﬁi;icial} . (53)
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Se observa claramente la invariancia@ei el momentum 6. Conclusbn
se conserva; régrocamente, si se verifica qdg = Q' en- o
tonces elérmino dentro del corchete debe anularse, debido &€ ha propuesto una caracterizacie la regla de colién

la arbitrariedad dé’, lo cual conduce a la conservanidel ~ d& Huygens - Newton mediante el vector de colisil(¢),
momento lineal [15]. el cual es exptitamente invariante y covariante Galileo,

La tecni d bai adends de contener la informaiei del proceso de interaéei
a tecnica presenta a en este tra ajo provee una _m?/'de la dispergin de las pattulas. En particular, para co-
nera de hacer una medici indirecta del coeficiente de resti- lisiones fgidas este vector es proporcional a la proy@eci

tucion, siempre que se conozca la dispensie las partulas de la velocidad relativa sobre la diregride la interacéin

[ver (34)], sin la necesidad de conocer égfiamente [as ve- - ante ef contacto, siendo la constante de proporcionalidad
locidades de los cuerpos colisionantes desplel choque. 1 pe hecho, uno de los resultadoasrsignificativos de

La estrategia de resoluei presentada en la Sec. 4 pre- este trabajo es que todas las colisiones con un coeficiente de
senta ventajas desde el punto de vista pegiag, las cuales restitucbn dado pueden generarse a partir del vector de co-
se evidencian en el manejo vectorial de las expresiones itision para choques &dticos [ver Ec. (28)]. Desde el punto
volucradas en la construéci del vector de colisin a partir  de vista del alculo de velocidades de las darttlas despés
de la Fig. 1, ascomo la posibilidad de estudiar casos par-de la colisbn, el vector de coligin facilita la obtendn de
ticulares, partiendo de las expresiones obtenidas para el calss mismas. Por otra parte, hemos probado queézinma
semi-ebstico. Aderas, se le brinda a los estudiante la opor-transferencia de endagviene cuando el pametrof en (27)
tunidad de conocer los significados de convarianza e invariarse anula o valer, lo cual se consigue en colisiones frontales
cia ante el grupo de Galileo, tanéni el estudio de colisiones y en aquellas donde la regla de cdiside Huygens-Newton

en cualquier dimenén. viene dada por (51).
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