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Este ariculo presenta la combindi de los siguientes dosatodos para estabilizar y para atenuar las perturbaciones é&mdulp invertido

rotatorio: 1) Se rechaza la perturb@eicon el nétodo de estructura al infinito, si existe una fimgital que, la fundn de transferencia de

las salidas y de las perturbaciones sea nula, lo cual forza al sistema a tener un compartamiento sin perturbaciones. 2) Se garantiza que
sistema controlado es estable con étodo de asignagn de polos, al igualar el polinomio del sistema controlado con un polinomio estable
deseado, lo cual forza al sistema a seguir un comportamiento estable.

Descriptores: Control de rechazo de perturbaciones; control de asignaig polos; pndulo invertido rotatorio.

This paper presents the combination of the following two methods to stabilize and to attenuate the disturbances of a rotatory inverted
pendulum: 1) The disturbance is rejected using the structure at infinity method if there exist a control function such that, the transfer function
of the outputs and the disturbances is null, forcing the system to have a behavior free of disturbances. 2) It is guaranteed that the controllec
system is stable by equating the polynomial of the controlled system and a desired stable polynomial, forcing the system to follow a stable
behavior.

Keywords: Disturbance rejection control; pole placement control; rotatory inverted pendulum.
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1. Introduccion Algunas veces no solo se requiere rechazar las perturba-
ciones, si el sistema es inestable, tagngpuede necesitarse

El rechazo de pertubaciones es un tema importante de |@stabilizarlo. Existen algunos trabajos de control por asigna-
sistemas de control, en la té@ry en las aplicaciones. Algu- cion de polos que solo garantizan la estabilidad del sistema
nos investigadores han estudiado este problema, entre los qu&o es comun encontrar controles que estabilicen ylaten
destacan [1-5]. las perturbaciones al mismo tiempo.

En [1], se presenta un control para el rechazo de las per- Este trabajo se basa en la combigacdilel control de es-
turbaciones medibles en una caldera industrial. El estudiructuras al infinito [15-17] y el control de asignaside po-
de [2] investiga el problema del rechazo de perturbacionet®s [18], ambos bajo el enfoque de sistemas lineales, para al-
para sistemas borrosos perturbados. En [3] se estudia el copanzar la estabilidad y la atenuawide las perturbaciones en
trol de un cuadrotor perturbado. En [4] se digaun control  un pendulo invertido rotatorio. El primer control resuelve el
para compensar las perturbaciones en un brazotiomby rechazo de las perturbaciones, mientras que el otro se encarga
en [5] se propone un étodo de control para el rechazo de de la estabilizadn.

perturbaciones. El resto de este trabajo se organiza como sigue. La Sec. 2
Existen trabajos de control para la estabiliacide Presenta el modelo damico de un pndulo invertido rotato-
pendulos como son [6-11]. rio. La Sec. 3 presenta elétodo de estabilizagh de asig-

nacbn de polos. La Sec. 4 presenta el problema de rechazo
de perturbaciones. La Sec. 5 aplica amb@satos para es-
tabilizar y atenuar las perturbaciones en éngtulo invertido
fotatorio. La Sec. 6 describe los resultados y las discusiones.
La Sec. 7 presenta la conclasi

En [6] se propone elégndulo futura. En [7] se presenta la
estabilidad de ungndulo invertido. Un control Hamiltoniano
para la estabilizabn de un sistema de cuerpgido contro-
lado por dos torques se desarrolla en [8]. En [9] se presen
un control Lagrangiano para la estabiliZzatide un gndu-
lo invertido montado en un carro. En [10], los autores pro-
ponen un control basado en la fumigide Lyapunov parala 2. Pendulo Invertido Rotatorio
estabilizaddn de un @gndulo futura. En [11], se planifica un
control no lineal para la estabilizaéci del gendulo de futura. La Fig. 1 muestra elédulo invertido rotatorio.

En [12,13] se propone un control de eriartptal el cual se Las ecuaciones que describen&hgulo invertido rotato-
aplica a un pndulo sobre un carro y aédulo de futura. rio son [19]:
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Z m2 Restando la segunda ecuata la primera, da:

.
. ]

0]C1C3—C32] = [—CoCy)ar + C5T — C3 Bg+CoByir (3)

——
=
-

| I ——— T

Considerando que las constantes de amortiguamiBpty
By son pequias, se tiene la ecuéci de posidn del brazo
para el gndulo invertido rotatorio como sigue:

«— F

0[C1C3 — C2] = [-CyC4la + CsT. (4)

j Multiplicando la primera ecuagn porC- y la segunda
] P ecuacdbn por(Cy, de (1) da:
”lﬂ 0103& + 01029 — 01040[ = ClB¢d
C1Co0 + C26 = —CoT — CoByh. (5)
-1 Restando la segunda ecuata la primera, da:
d 9 a[Cng — C22} = [ClC4]a — CyT + ClB¢d + C3Bg0.
] L+
Considerando que las constantes de amortiguamignto
y By son pequias, se tiene la ecudei del gendulo para el
el pendulo invertido rotatorio como sigue:
FIGURA 1. Péendulo invertido rotatorio a[C1C5 — C22] = [C1Cy)a — CoT. (6)

El modelo diramico del gdulo invertido rotatorio de este
. B . articulo esh descrito por las Ecs. (4) y (6).
10+ Coa =T — Bet Los estados se definen como = «, z3 = &, 23 = 0,

.. _ _ 1x1 i _
Cyéi + Cofl — Cyar = — By 1) x4 = 0, la entrada coma, = T € R'*', y la salida co

moy = « + 6, lo cual da el siguente sistema en espacios de

dondea = (7/2) — ¢ es la posidn del fgdulo,& es lavelo- ~ €stado:

cidad del gndulo,f es la posidn del brazof es la velocidad = Az + Bu
del brazoCy = ml3, + I1.1 + malf + Loy, C2 = malyla.,
C3 = mul3, + Izyn, Cy = magls. SON constantesy, es la y=Cx (7)

masa del pndulo,/s. es la longitud del centro de masa del

péndulo,/; es la longitud del endulo,l>,- es el momento de donde

inercia sobre el ejg en el endulo,g es la gravedadn, es x = [r1, 20, w3, 24)" € RV,

la masa del brazd; . es la longitud del centro de masa para .

el brazo,l, es la longitud del brazd,.; es el momento de B— [ 0 ——e2 ., 0 —& } c pAx1

inercia sobre el eje en el brazoT es el torque del motor, T cresTe ’

By es la constante viscosa de amortiguamiento de la funta 0 1 00

By es la constante de amortiguamiento de la jynta 44, 000 i
Observacbn 1: El modelo diramico (1) es una versi A= 07 00 1| €T

simplificada del modelo no lineal presentado en [14]. El mo- @ 0 0 0

delo diramico (1) esta linealizado alrededor de un punto de cresTey

equilibrio inestable. C=[ca 0 ¢ 0]eR™.

Observacbn 2: El modelo diramico (1) es @lido siem- )
pre y cuando las posiciones y las velocidades angulares sean L@ Tabla | muestra el valor de los jpametros constantes
pequéias. Esta suposimi no es muy restrictiva ya que gene- d€l pendulo invertido rotatorio.
ralmente los controles se aplican para queeelyto se mueva
muy cerca de su punto de equilibrio que es el cero [10,11]. TABLA |. Paametros del gndulo invertido rotatorio

Multiplicando la primera ecuagh porCs y la segunda Paametro valor Pametro vValor
ecuacbn porC,, de (1) da:

ms 0.040691 kg m 0.136729 kg
C1030 + C3C56 = C3T — C3 By I2¢ 0.15m he 02m
030206 + 029 — 0204(1 = —C2B¢Oé (2) |2y2 020])(1079 Ilzl 0127)(1078
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De la Tabla | y considerandp= 9.81 m/s?, da dondePu es el polinomio caractestico del sistema controla-
cics oy do, Pd es el polinomio deseado, el cual es estable, ¥i1,...,
cres— & 145.2, T —3 —29.19, ay, do, d,..., d, SON pagmetros constantes. A partir de (12)

se obtienen los valores caraésticos dePu y Pd. Se selec-
70722 = —487.57, 0732 = 182.57, cionaPd tal que la parte real de los valores caracteristicos sea
€163 — €3 €163 — €3 negativa, y como se forza a qui: sea igual aPd, la parte

ca = 1, ¢, = 1. Asi, el sistema en espacios de estado dereal de los valores caractsticos dePu es tambgn negativa.
pédulo invertido rotatorio es como sigue:
4. El problema de rechazo de pertubaciones

x = Ax + Bu
y=Cz (8) Se considera el sistema lined (B, C') dado como sigue:
donde #(t) = Ax(t) + Bu(t)
c=[101 0], y(t) = Cx(t) (13)
0 1 0 0 dondet > 0, z(t) € X~R" son los estadog(t) € U~R™
1452 0 0 0 es la funcdbn de controly(t) € Y ~ R? es la salidaA, B,y
A= 0 oo 11| C son las matrices que representan las aplicaciones lineales
—2019 0 0 0 A:X—>X,B:U— X,C:X — ), respectivamente.

r El sistema perturbad®, B, C, E) es:
B=[0 —487.57 0 18257 | .
(t) = Az(t) + Bu(t) + Ed(t)
) =

i
3. Elproblema de estabilizacbn por el método y(t) = Cx(t) (14)

de asignacbn de polos dondet > 0, d(t) € D ~ RP son las perturbacionesk es

Primero se analiza la estabilidad del sistema como sigue [18}2 Matriz que representa la aplicasilineal 2 : D — X.
Los estados:(t) y las perturbacioned(t) se consideran
det(CT—A)=0 como elementos conocidos.

Teorema 1: El problema de rechazo de perturbaciones
tiene una soluéin si existe una retroalimentéci de estados
donde Ps es el polinomio caractéstico del sistema, yio, £ : & — Uy unafuncenG : D — U tales que la funcin
ai,..., an SON padmetros. Desde (9), se obtienen los valoregle transferencia de las perturbaciones y las salidas es nula
caracteisticos. Si la parte real de los valores cardstimos ~ debido a la siguiente funn de control:

Ps=s"4+a,_15" '+ ..+ ais+ag=0, (9)

es negativa, los polos ést localizados en el semiplano iz- w= Fao+Gd (15)
quierdo y el sistema es estable, en otro caso, el sistema es - ’
inestable. donde la fundn de transferencia de las perturbaciones y las

Si el sistema es inestable, se pude usar un control de regyajidas es:
lacion para forzar que la parte real de los valores ceratiter
cos sea negativa. G(s)=C(sI — A— BF)"Y(BG + E) (16)
El control de regulaéin esta definido en [18]:
Demostracbn: F'y G son la representamn matricial de
uw=Fuz, (10) las aplicaciones dé" y G, respectivamente. Substituyendo

x4 , ) u= Fz + Gden el sistemdA, B,C, E), da:
dondeF € R'** es la ganancia proporcional del control.

Substituyendo (10) en (8), da: &= (A+ BF)x + (BG+ E)d
z = Az, (11) y = Cu. (17)
dondeA, = A + BF. Ahora, la estabilidad del sistema con- Se usa la transformada de Laplace para obtener ladmie
trolado se alcanza como sigue: transferencia de las perturbaciones y las salidas como sigue:
det(CI — A,) =0 z(s) = (sI — A— BF)"(BG + E)d(s)
Pu=5"+a, 15" '+ .. +as+ag=0 y(s) = Cx(s), (18)
Pd=s"+d, 18" ' +..+dis+dy=0 Asi
Pu=Ppd, — (12) y(s) = C(sI — A— BF)" (BG + E)d(s).  (19)
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Entonces, la funéin de transferencia es: 5.2. Controlabilidad del sistema
38 =(C(sI —A—BF) Y(BG+E). (20)  Se analiza la controlabilidad del sistema como sigue [18]:
La funcibn de transferencia (20) es (16). C=|B AB A’B A°B |
. 0 —487.57 0 —70795.
5. Control estable que atenua las perturbacio- 48757 0 70795, 0
nes para el gendulo invertido rotatorio C= 0 182.57 0 14232. (23)
182.57 0 14232. 0

Se define el sistema perturbado como sigue:

r= Az + Bu+ Ed

y=Cuz, (22)
dondeA, B, C, z, u, y y estan definidos en (7) y (8),

Como el rango de la matriz es igual a 4, el sistema es con-
trolable, asi queise puede proponer un control.

5.3. Disdio del control

E = [ 0 —3182.72 0 1186.71 ]T ,deR Se usa la funéin de control (15), per@’ se obtiene con (10)
. para estabilizar el sistema(y se obtiene con (16) para ate-
es la perturbadn. nuar la perturbaéin.

Observacbn 3: El vector de perturbacionds es propor- Consi
. _ onsiderandd” = [f1, fo, f3, f4] de (10) y usando (12),
cional al vector de entradds, dado que las perturbaciones Puy Pd estan dados como sigue:

entran a trags de las entradas de control, pero las perturba-

ciones son ras pequias. Pu = s* 1 (480.57 f» — 182.57f1)s> + (489.57f,
5.1. Analisis de estabilidad del sistema — 145.2 — 182.57 f3)s% + 12219 f4s + 12219f3
Se obtiene el analisis de establidad usando (9) como si- Pd = (s + 10)(s + 20)(s + 30)(s + 40)
gue [18]: = s* +100s% + 35005 4 500005 + 240000  (24)
s 0 0 O 0 1 0 0
det 0 s 0 0] | 1452 0 0 O —0 Consideranddu = Pd de (12), da:
0 0 s O 0 0 0 1 o
00 0 s —29.19 0 0 0 F=1f1 f2 f3 fd]
Ps=5"-145.25"=5%(5—145.2)(s+145.2)=0. (22) fi=14.771, fy = 2.0268
Las raices del polinomi@s sons = 0, s = 0, s = 145.2, f3 =19.642, f4 = 4.0920, (25)
s = —145.2. Las raices son conocidas como los valores ca-
ractefsticos, y como uno de ellos es positivo, el sistema es
inestable y se debe proponer un control para estabilizar el Si se considerd’ de (25) yG = —6.5, entonces la fun-
sistema. cion de transferecié/(s) de la saliday y de la perturbadin
| d(16)es:
—13.51s% 4 5090.7 12401
Gls) = ool il i (26)
s* 4 241.13s% 4 3470.652 4+ 50275s + 2.4133 x 10°
Obteniendo la convergencia al infinito G&s), da:
—13.51s% + 5090.7s + 12401
Ii =1i . 27
Jim Gs) = i 77355 + 3470.657 & 502755 + 2.4133 x 107 27)
Multiplicando G(s) por 1 expresado como A
e
(=)
da:
lim G(s) = lim —13.51s + 5090.7s + 12401 st
§—00  s—oost 4 241.13s3 + 3470.652 + 502755 + 2.4133 x 10° \ 574
—13.51572 7573 41240154
_ 3.51s7° +5090.7s7° + 01s 0:0. (28)

= 1, = —
o251 + 241,135 L + 3470.65—2 + 5027553 + 24133 x 10552 1
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ComoG(s) usandoF' y G no es cero, no se rechaza la
perturbacion, pero comdim G(s) es cero al usaF' y G, se
atenua la perturbatn. T

Finalmente, la funcion de control (15) para el modelo del
péndulo invertido rotatorio (8) es:

w=[14.771 2.0268 19.642 4.0920]z — 6.5  (29)

Observacbn 4: Existen algunas investigaciones acerca
de sistemas rdiiicos como son: [21-28]. Estas aplicaciones
son iteresantes, pero en nimgcaso se presenta un control
estable que atenue las perturbaciones @aldplo invertido
rotatorio.

6. Resultados y discusiones

En esta secon se presentan los resultados y las discusiones.
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Se selecciona la perturbaai comod = sin(8t). Conside-
rando (22), el ndulo invertido rotatorio es inestable. Se vanFIGURA 4. Salida del gndulo invertido rotatorio.
a comparar el control estable de (10), (25) y el control esta-

ble que atenua la perturbaai de (15), (29) para elgndulo
invertido rotatorio.

La Fig. 2 muestra la perturba@ci denotada comd, la
funcion de control estable denotada comg, y la funcion
de control estable que atenua la perturbacdomousyc.

La Fig. 3 muestra los estados dénglulo invertido rota-
torio de (8), usando el control estable denotado comy el
control estable que atenua la perturdactomozspc

La Fig. 4 muestra las salidas démmlulo invertido rotato-
rio usando el control estable denotado coggoy el control
estable que atenua la perturl@attomoyspc

De las Fig. 2, 3, y 4, se puede ver que los estados y la
salida del gndulo invertido rotatorio no tienen perturb@ci
con el control estable que atenua la perturbaci

7. Conclusbn

Este ariculo estudbd dos nétodos para la estabilizéei y pa-

ra la atenuacin de las perturbaciones los cuales soné&ian
do de asignaéin de polos y el ratodo de estructura al infini-
to. La simulacdbn mostb que el controlador que estabiliza y
ateruia la perturbaéin tiene un mejor desemipe que el con-
trolador que solo estabiliza debido a que el primero afem
de estabilizar la salida delegulo invertido rotatorio, tam-
bién ateia la perturbadin. En el futuro, se consideéafa
perturbaddn como desconocida y serechazada o atenuada
usando los sistemas envolventes [29-35].
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