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La realizacíon f́ısica del memristor, obtenida por los laboratorios Hewlett Packard en el año 2008, ha convertido a este novedoso dispositivo
en un importante objeto de estudio dentro delárea de la ingenierı́a electŕonica. Sin embargo, aunque pueden ser consultadas en diversas
bases de datos artı́culos, tesis, caṕıtulos de libro y reportes técnicos sobre este tema, es lamentable su escasa difusión en idioma espãnol
y más áun, la carencia de referencias bibliográficas que lo aborden desde una perspectiva tal que resulten comprensibles tanto su modo de
operacíon como modelado, considerandoúnicamente como base conceptos muy generales de electromagnetismo. Teniendo este hecho como
principal motivacíon, el presente artı́culo tiene el objetivo de servir como una referencia introductoria para el estudiante de licenciatura en
las áreas de fı́sica, ingenieŕıa eĺectrica o ingenierı́a electŕonica que desee iniciarse en el estudio del modelo eléctrico del memristor. Como
referencia, se ha tomado al modelo propuesto por la compañı́a Hewlett-Packart y para su verificación se reportan simulaciones desarrolladas
en el programa Maple Realease 13.0 y PSpice.

Descriptores:Memristor; modelo eĺectrico; curva corriente-voltaje; memristancia.

The physical realization of memristor, achieved by the Hewlett Packard Laboratories in 2008, has become this novel device into an important
topic under study in the Electronics Engineering area. However, in spide of the existence of several papers, theses, book chapters, and
technical reports about this topic found in databases, it is unfortunate the lack of references written in spanish and furthermore references
that approach it under a perspective which let an easy understanding with the only academic background requirement of basic concepts of
electromagnetism. Taking in account this fact as motivation, this paper emerges with the objective of being an introductory reference for
undergraduate students in Physics, Electrical Engineering or Electronics Engineering that could be interested in beginning a study about the
memristor electrical model. The model proposed by Hewlett-Packart has been taken as reference and its verification has been performed
through Maple Realease 13.0 and PSpice simulations.
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1. Introducción

Aunque desde hace mucho tiempo, la teorı́a de circuitos ha
girado en torno al estudio de tres elementos básicos [1] (re-
sistencia, capacitor e inductor), el año 2008 ha significado un
parteaguas en este campo del conocimiento ya que es el año
en el que investigadores de los laboratorios Hewlett Packard
(HP) lograron f́ısicamente [2] lo que Léon O. Chua llevaba
sustentando téoricamente desde 1971: la existencia del mem-
ristor [3-5]. La gran aportación de Chua fue el percatarse, a
partir de un ańalisis de las relaciones matemáticas entre las
cuatro variables eléctricas b́asicas de un circuito: corriente
(i), voltaje (v), carga (q) y flujo magńetico (ϕ), de la existen-
cia de un elemento faltante, al cual llamó memristor y que
permit́ıa cerrar el ciclo de relaciones entre las variables de
carga y flujo magńetico comoM(q) = dϕ(q)/dq. En Fig. 1
se muestran los cuatro elementos fundamentales [6] de un
circuito y la relacíon entre sus variables.

En la actualidad, este dispositivo ha despertado el interés
de la comunidad cientı́fica debido a su capacidad de funcio-
nar de forma ańaloga a como lo harı́a una operación de si-

napsis dentro del cerebro humano [7] y se considera que sus
múltiples aplicaciones [8] darán lugar a una revolución tec-
nológica semejante a la que el transistor produjo en su mo-
mento. Bajo este contexto, numerosos centros de investiga-
ción se encuentran actualmente desarrollando nuevo conoci-
miento sobre este dispositivo y en muchas universidades se

FIGURE 1. Relacíon de variables entre los cuatro elementos funda-
mentales: resistor, capacitor, inductor, memristor.
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busca la incorporación de su estudio dentro de los planes
curriculares vinculados con la ingenierı́a electŕonica. Como
resultado, se espera que los textos de referencia tendrán que
ser actualizados para incluir al memristor como un nuevo
componente [9], lo que implicará un nuevo paradigma en la
forma tradicional de aplicar y enseñar la Teoŕıa de Circuitos,
dando paso a nuevas estrategias de análisis y disẽno.

Ante la oportunidad tecnológica que representa el cono-
cimiento del memristor, es importante mantenerse informado
de los nuevos resultados de investigación que déel se gene-
ren. Sin embargo, la gran mayorı́a de estos resultados resul-
tan en ocasiones poco accesibles por estudiantes que cursan
un nivel de licenciatura, ya sea por su poca familiarización
con el temáo por la barrera que en ocasiones les representa
el idioma ingĺes.

Considerando este hecho como principal motivación, sur-
ge el presente trabajo. Enél se expone de forma breve la es-
tructrura f́ısica y de forma detallada la descripción del mo-
delo, para el memristor desarrollado por HP. Cabe mencio-
nar, que el lector no requiere un conocimiento profundo de la
fı́sica del estado sólido para su comprensión sinoúnicamente
contar con los fundamentos básicos de electricidad y magne-
tismo que se abordan en todo plan de estudios de las distintas
carreras relacionadas con la ingenierı́a electŕonica.

2. Estructura fisica del memristor fabricado
por HP

Un memristor es t́ecnicamente un resistor que cambia su re-
sistencia dependiendo de la magnitud y sentido de la corrien-
te que pasa a traves deél y tiene la propiedad de conservar esa
resistencia áun cuando el flujo de corriente se interrumpe por
completo. Esa capacidad de memorizar su resistencia, ası́ co-
mo un dimensionamiento nanométrico, otorgan al memristor
amplias posibilidades de aplicación en la fabricacíon de me-
morias no-voĺatiles con una ḿas alta densidad de integración
que las actuales [10]. En Fig. 2 se muestra la estructura fı́sica
del memristor sintetizado por HP.

Nótese que la estructura de este dispositivo esta compues-
ta por un par de electrodos de platino (Pt) con una capa cen-
tral de díoxido de titanio TiO2 de longitudD. A lo largo de

FIGURE 2. Estructura f́ısica del memristor sintetizado por HP.

este material central dos principales regiones se pueden ob-
servar: una de TiO2 dopada (de longitudw(t)) de tal forma
que presenta una resistenciaRon y otra libre de impurezas de
longitud {D − w(t)} con una resistenciaRoff . Al igual que
el silicio, el díoxido de titanio (TiO2) es un semiconductor y
aunque en su estado puro es altamente resistivo su conducti-
vidad puede ser alterada por medio de un proceso de dopado
con otros elementos. En una estructura como la mostrada en
la Fig. 2, la longitud de la región dopadaw(t) no permane-
ce estacionaria (ante la presencia de un campo eléctrico) sino
que tiende a desplazarse en la dirección de la corriente permi-
tiéndo aśı, una modificacíon de la resistencia del dispositivo.
Es precisamente esa capacidad de poder modular la longitud
del espacio ocupado por el material dopado (de acuerdo a la
polarizacíon aplicada) lo que hizo del dióxido de titanio un
material elegible para la fabricación del memristor [11].

3. Relacíon voltaje-corriente para el memris-
tor fabricado por HP

La Ec. (1) describe el voltaje en este dispositivo expresado
como una suma de diferencias de potencial entre las resisten-
ciasRon y Roff . Nótese que estas resistencias son afectadas
por su modulacíon en longitudw(t).

v(t) = Ron
w(t)
D

i(t) + Roff

[
D − w(t)

D

]
i(t) (1)

De la Ec. (1) se puede observar que cuandow(t) = D el
único voltaje presente será el de la resistenciaRon, mientras
que cuandow(t) = 0 éste solo se verá reflejado en la resis-
tenciaRoff . Dicho voltaje se manifiesta como consecuencia
de la corriente eléctrica que fluye a través del dispositivo y es
igual tanto paraRon como paraRoff debido a su conexión en
serie. Tomando como referenciaRon, se observa que el flujo
de portadores es posible gracias a la presencia de un campo
eléctricoε, el cual puede ser calculado sobre la distanciaw(t)
bajo la siguiente relación.

ε =
[voltaje]

[distancia]
=

Ron
w(t)
D i(t)

w(t)
=

Roni(t)
D

(2)

Si adeḿas tomamos en cuenta que la velocidadV (t) del des-
plazamiento de portadores bajo un campo eléctrico uniforme
est́a dada por:

V (t) =
[distancia]
[tiempo]

=
dw(t)

dt
= µvε (3)

dondeµv es la movilidad promedio de iones (Average Ion
Mobility), entoces la siguiente igualdad puede ser obtenida
despúes de substituir el resultado para campo eléctrico de la
Ec. (2) en la Ec. (3).

dw(t)
dt

= µv
Ron

D
i(t) (4)
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Si ahora, como simple artificio algebraico, ambos miembros
de la Ec. (4) se multiplican por un factor1/D, se llega a la
siguiente expresión:

1
D

dw(t)
dt

= µv
1
D

Ron

D
i(t) (5)

donde si el paŕametroβ = D2/µv se incluye, la ecuación
anterior puede der expresada como:

1
D

dw(t)
dt

=
µvRon

D2
i(t) =

Ron

β
i(t) (6)

Buscando igualmente una simplificación algebraica en la
Ec. (1), es también posible llevar a cabo la substitución
x(t)=w(t)/D, de donde se obtiene:

v(t) = {Ronx(t) + Roff(1− x(t))} i(t) (7)

Nótese quex(t), a diferencia del parámetroβ, no solo cum-
ple con la funcíon de una simplificación algebŕaica, sino que
posee adeḿas un significado fı́sico que denota la modulación
de regiones que corresponden a las resistenciasRon y Roff .

Por otra parte, si se considera el resultado obtenido
en la Ec. (6) y debido a quex(t) = w(t)/D, entonces
dx(t)/dt=(1/D)(dw(t)/dt), de tal manera que:

dx(t)
dt

=
Ron

β
i(t) (8)

donde despúes de despejari(t) se tiene:

i(t) =
β

Ron

dx(t)
dt

(9)

Si ahora se sustituye la Ec. (9) en la Ec. (7), se observa:

v(t) =
Ronx(t)

Ron
β

dx(t)
dt

+
Roff(1− x(t))

Ron
β

dx(t)
dt

(10)

donde despúes de factorizar y reordenar términos se tiene:

v(t) = βx(t)
dx(t)

dt
+

Roff

Ron
(1− x(t))β

dx(t)
dt

(11)

v(t) = β

{
x(t) +

Roff

Ron
(1− x(t))

}
dx(t)

dt
(12)

La solucíon x(t), para la ecuación diferencial anterior, pue-
de ser obtenida siguiendo la estrategı́a reportada porFrank
Y. Wangen Ref. 12. Paráesto, se definer = Roff/Ron y la
Ec. (12) se puede expresar de forma simplificada como:

v = β {x + r(1− x)} dx

dt
(13)

Nótese la inclusíon de los t́erminosv y x como una forma
más sencilla de expresarv(t) y x(t) en la Ec. (13), la cual
puede ser expandida como:

v = βx
dx

dt
+ βr

dx

dt
− βrx

dx

dt
(14)

Tomando como referencia la igualdad

x

(
dx

dt

)
=

1
2

(
dx2

dt

)
,

entonces la Ec. (14) se puede también expresar:

v = β

[
1
2

dx2

dt

]
+ βr

dx

dt
− βr

[
1
2

dx2

dt

]
(15)

donde si ambos miembros de la Ec. (15) se multiplican por
dt y posteriormente se integran se obtiene:

∫
vdt =

∫
βdx2

2
+

∫
βrdx−

∫
βrdx2

2
(16)

Conociendo la relación de flujo magńetico y voltaje descri-
ta por la ley de Faraday [13],ϕ =

∫
vdt y resolviendo las

operaciones de integración, la ecuacíon anterior puede ser re-
escrita como:

ϕ(t) =
β

2
x2(t) + βrx(t)− β

2
rx2(t) (17)

o bien despúes de factorizar se tiene:

ϕ(t) = β

[
− (r − 1)

2
x2(t) + rx(t)

]
(18)

donde para una entrada de voltajev(t) = v0sen(ωt) y sa-
biendo queϕ =

∫
vdt es posible definir al flujo magnético

como:
ϕ(t) = −vo

w
cos(wt) (19)

por lo tanto la Ec. (17) toma la siguiente forma:

−vo

w
cos(wt) = β

[
− (r − 1)

2
x2 + rx

]
(20)

de esta manera se obtiene una ecuación cuadŕatica, como a
continuacíon se observa:

− vo

βw
cos(wt) = − (r − 1)

2
x2 + rx (21)

[
(r − 1)

2

]
x2 − rx−

[
vo

βw
cos(wt)

]
= 0 (22)

resolviendo la Ec. (22) y tomando en cuenta la limitante fı́sica
bajo la cual esta restringida la variablex = w(t)/D ∈ (0, 1),
se observa quéunicamente tendrá validez la solucíon positiva
dex(t) ya quew(t) puede solamente variar desdew(t) = 0
hastaw(t) = D.

A partir de esta condición se obtiene:

x(t) =
r −

√
r2 + 2(r − 1) vo

βw cos(wt)

(r − 1)
(23)

y recordando de la Ec. (8) que

dx(t)
dt

=
1
D

dw(t)
dt

=
Ron

β
i(t),
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surge la necesidad de obtener la derivada de la Ec. (23)
dx(t)/dt para posteriormente igualarla con el término
(Ron/β)i(t) y estar aśı en posibilidad de llegar a una expre-
sión parai(v(t)). Paraésto, se procede a calcular la derivada
dx(t)/dt llegando a la expresión descrita en la Ec. (24):

dx(t)
dt

=
vosen(wt)

β
√

r2 + 2(r − 1) vo

βw cos(wt)
=

Ron

β
i(t) (24)

A partir de la Ec. (24), es posible conocer la corriente en
el dispositivo despejando simplementei(t) como a continua-
ción se muestra:

i(t) =
1

Ron

√
r2 + 2(r − 1) vo

βw cos(wt)
vosen(wt) (25)

donde despúes de sustituir el voltajev(t) = v0sen(ωt) y el
flujo magńetico como

ϕ(t) =
∫

v(t)dt = −v0

ω
cos(ωt)

se llega finalmente a la expresión:

i(t) = GMv(t) =
v(t)

Ron

√
r2 − 2(r − 1)ϕ(t)

β

(26)

que de acuerdo con la Ley de Ohm:

RM =
1

GM
= Ron

√
r2 + 2(r − 1)

vo

βw
cos(wt) (27)

dondeRM representa el efecto de resistencia para el memris-
tor.

4. Relacíon Memristancia-Carga

La relacíon entre la memristancia y la distribución de carga
en el dispositivo, puede ser igualmente obtenida a partir de
un ańalisis de las ecuaciones ya planteadas en la sección an-
terior. Paráesto, se integran ambos miembros de la Ec. (6) y
se multiplican pordt como se muestra en la Ec. (28).

1
D

∫
dw(t) =

Ron

β

∫
i(t)dt (28)

donde la corriente puede ser descrita como la variación de la
carga con respecto al tiempo comoi(t) = dq(t)/dt y por lo
tanto se puede afirmar que

1
D

∫
dw(t) =

Ron

β

∫
dq(t) (29)

donde a su vez
w(t)
D

=
Ron

β
q(t) (30)

y dado queβ = (D2/µv) se tiene

x(t) =
w(t)
D

=
Ron

D2
µvq(t) (31)

A partir de este resultado parax(t) y recordando que
r=(Roff/Ron), la Ec. (18) puede ser expandida como:

ϕ(t) = β

[
−

((
Roff
Ron

)
− 1

)

2
R2

onµ
2
v

D2 ·D2
q2(t)

+
Roff

Ron

Ronµvq(t)
D2

]
(32)

ϕ(t) = −β

[(
Roff

Ron
− 1

)
R2

onµ
2
vq2(t)

2D2 ·D2

+
Roffµv

D2
q(t)

]
(33)

y comoβ = (D2/µv)

ϕ(t) = −1
2
· R2

onµv

D2

[
Roff

Ron
− 1

]
q2(t) + Roffq(t) (34)

Recordando queM(q) = dϕ(q)/dq se procede a derivar la
expresíon anterior con respecto a la carga resultando:

M(q(t)) =
dϕ(q(t))

dq(t)
=

− R2
onµv

D2

[
Roff

Ron
− 1

]
q(t) + Roff (35)

M(q(t)) = −R2
onµv

D2

Roff

Ron
q(t) +

R2
onµv

D2
q(t) + Roff (36)

donde bajo la consideraciónRoff À Ron ( la cual f́ısicamente
se cumple ) permite que el término(R2

onµv/D2)q(t) pueda
ser despreciado, lo que conlleva a siguiente reducción:

M(q(t)) = − µv

D2
·RonRoffq(t) + Roff (37)

Finalmente, después de una factorización de Roff en la
Ec. (37) resulta la expresión de memristancia en términos de
la carga.

M(q(t)) = Roff

(
1− µvRon

D2
q(t)

)
(38)

5. Resultados de simulacíon

En esta sección se reportan los resultados de simulación que
permiten validar las expresiones analı́ticas de corrientei(t),
modulacíon x(t) y la relacíon corriente-voltaje, descritas en
este art́ıculo. Cabe mencionar que aunque estos resultados
fueron obtenidos utilizando el programa Maple y el simula-
dor PSpice, pueden también adquirirse a trav́es de otros pro-
gramas mateḿaticos tales como: Matlab, Mathematica, Mat-
Cad o por cualquier simulador que soporte el estándar Spi-
ce. En Fig. 3 se ilustra la curva voltaje-corriente, en Fig. 4
se presentan las relaciones de voltaje y corriente con respec-
to al tiempo y en Fig. 5 se grafica el efecto de la modulación
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FIGURE 3. Graficacíon Maple para la curva voltaje-corriente del
memristor de HP.

FIGURE 4. Graficacíon Maple para las curvas voltaje-tiempo y
corriente-tiempo del memristor de HP.

x(t) = w(t)/D de la estructura interna del memristor. Es im-
portante hacer notar que estas formas de onda para el mem-
ristor corresponden directamente con las reportadas por los
laboratorios HP en [2] y en diversas publicaciones posterio-
res [14,15], lo que permite corroborar la validez de los resul-
tados aqúı descritos. Para estas curvas se tomó como referen-
cia una sẽnal de entrada senoidal, con voltaje pico de1 Volt
y una frecuencia unitaria (1 Hz). Los valores de resistencia
considerados fueronRon = 5× 103 Ω y Roff = 160× 103 Ω,
para un dimensionamientoD = 1×10−8 m y una movilidad
promedio de ionesµv = 1×10−14 m/s. Cabe aclarar que de-
bido a la limitante f́ısica dex(t) ∈ {0 → 1} dicha relacíon es
ajustada dentro estos lı́mites tal como se puede ver en Fig. 5.

FIGURE 5. Graficacíon Maple para la curva de modulación
x(t) = w(t)/D del memristor de HP.

FIGURE 6. Circuito de simulacíon PSpice utilizando el subcircuito
deDalibor Biolek et allpara el memristor de HP.

FIGURE 7. Graficacíon v́ıa PSpice de la curva corrientei(t) [Am-
peres] versus voltajev(t) [Volts] para el memristor de HP.

Una verificacíon adicional, para las relaciones de voltaje
y corriente descritas en este artı́culo, consiste en una compa-
ración directa con un modelo de referencia. En este sentido,
en Fig. 7, Fig. 8, Fig. 9 y Fig. 10 se muestran resultados que
permiten una comparación entre las graficaciones vı́a Maple
para estas relaciones y de la curvas de salida para una simu-
lación PSpice del circuito mostrado en Fig. 6 el cual utiliza
como modelo de referencia al subcircuito propuesto porDa-
libor Biolek et al.,[16], para el memristor de HP.

Para estos resultados se tomó como referencia una señal
de entrada senoidal, con voltaje pico de 1 Volt y una frecuen-
cia unitaria (1 Hz). Los valores de resistencia considerados
fueronRon = 2 × 103 Ω y Roff = 160 × 103 Ω, para un
dimensionamientoD = 1× 10−8m y una movilidad prome-
dio de ionesµv = 1 × 10−14 m/s. Adicionalmente para el
subcircuito PSpice se toḿo un valor deRinit = 97× 103 Ω y
un valor dep = 10 para la funcíon de ventana utilizada. Para
una descripcíon detallada de estośultimos paŕametros (Rinit

y p) se recomienda al lector una consulta de la Ref. 16.
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FIGURE 8. Graficacíon v́ıa Maple de la curva corrientei(t) versus
voltajev(t) para el memristor de HP.

FIGURE 9. Graficacíon v́ıa PSpice para la corrientei(t) [Amperes]
y voltajev(t) [Volts] del memristor de HP.

FIGURE 10. Graficacíon v́ıa Maple para la corrientei(t) [Ampe-
res] y voltajev(t) [Volts] del memristor de HP.

El sello caracterı́stico de un memristor es el comporta-
miento de histeresis que puede observarse en su curva voltaje
versus corriente. Esta curva se ve alterada dependiendo de la
frecuencia de la señal de entrada de tal manera que su forma

FIGURE 11. Graficacíon v́ıa PSpice para la corrientei(t) [Ampe-
res] y voltajev(t) [Volts] del memristor de HP para una señal de
entrada con frecuencia de100 Hz.

envolvente se vuelve cada vez más pequẽna con el aumento
de frecuencia; es ḿas, cuando la frecuencia aplicada crece,
el memristor tiende a comportarse como una resistencia [17].
Dicho efecto puede observarse en Fig. 11 donde se mues-
tra el resultado de simulación PSpice para la curva voltaje-
corriente cuando la frecuencia de la señal de entrada es de
100 Hz.

6. Conclusíon

Como resultado del análisis presentado en este artı́culo, se re-
portó una detallada descripción para la obtención de dos rela-
ciones claves en la comprensión del funcionamiento eléctri-
co del memristor: la relación voltaje-corriente y la relación
memristancia-carga. De igual forma, se mostró la deduccíon
para la ecuación x(t) = (w(t)/D) que permite visualizar la
manera en que la longitudw(t) vaŕıa y por tanto, su efecto en
las resistenciasRon y Roff . Finalmente, es necesario remarcar
que el objetivo de este trabajo no consistió en proponer alǵun
nuevo modelo, pues las relaciones de modelado que en este
art́ıculo se describen, mantienen la propiedad intelectual de
los autores aquı́ referenciados. La aportación de este artı́culo
consiste en la recopilación, organizacíon y sobre todo deta-
llado desglose algebraico de cada una de las ecuaciones des-
critas, buscando siempre una explicación f́ısica orientada pa-
ra estudiantes de nivel licenciatura que cursen alguna carrera
af́ın a la ingenieŕıa electŕonica.
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