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En conmemoraéin de los 101 @os de la muerte de Henri Poinéanacemos un recuento de algunas de sus aportaciones adaicaec
clasica aderemdolo con un esbozo de su biogaaficaémica. Usamos de urépdulo para ilustrar leétnica cualitativa para analizar las
soluciones a una ecuaéci dinamica; lo empleamos tanéi, pero supo@indolo extensible, para ilustrar el uso de los mapeos de Péipaea
diferenciar las soluciones regulares de lasticas, un tipo de soluciones gagemismo descubdi al estudiar el famoso problema de los tres
cuerpos. Demostramos su resultado sobre la recurrencia de las soluciones en un sigieina degn el clal toda soludn a la que se le
exija ser tanto confinada como que conserve la éaelgbea de regresar desps de un tiempdl’., a estar tan cerca como se quiera de sus
condiciones iniciales. Este es un resultado fundamental que debieraseonocido por los estudiantes teda.

Descriptores: Poincaé y la me@nica chsica; nétodos cualitativos; teorema de la recurrencia.

This work commemorates th@lth anniversary of Henri Poincais death. We pinpoint his main contributions to classical mechanics while
enlivening the discussion with a brief remembrance of his academic career. We employ a physical pendulum for illustrating his techniques
for analysing properties of solutions to differential equations without actually solving them. We next use an elastic pendulum for exhibiting
how Poincaé maps allow us to distiguish the periodic from the chaotic solutions, a type of solutions which Bdiimoaelf discovered

while studying the famous three body problem. We also give a heuristic proof of his extraordinary recurrence theorem according to which
every bound solution of a conservative dynamical system should return, after &tin@be as close as we like to its initial conditions. We

regard this as a very important result that ought to be known by all physics students.

Keywords: Poincaé and classical mechanics; qualitative methods; recurrence theorem.
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1. Introduccion vimientos confinados de sistemas que conserven la ianerg
se pueden considerar aproximadamentebp@os oestables

En el &0 2012 se cumpdi un siglo de la muerte de Hen- €n el sentido de Poissppara usar la terminoldg de Poin-

ri Poincag, el materatico mas eminente de finales del siglo ca® [2,3]. Estelltimo resultado es curiosamente poco co-
XIX y principios del siglo XX, quén leg una vasta obra con nocido entre los estudianteraentre quénes han estudiado
ramificaciones y contribuciones directas aikida y a otros Mea@nica casica avanzada.

campos del conocimiento. Poinéaadenas de haber hecho Poincaé se grada de la afamad&cole Polytechnique en
contribuciones al electromagnetismo maxwelliano, es uno dgg7s, a continuadin fue aceptado en Ecole des Mines, re-
los precursores de la relatividad especial, de lddeménti-  cibiendose en ella como ingeniero de minas en 1879. Bsspu
ca, de la teda de los fedmenos no lineales y del caos de- paso unos meses trabajando como ingeniero antes de reci-
terminista, por ello se le considera uno de lle&bs téricos  pjr el Doctorado en Mateéaticas por la Universidad de Rar
mas importantes de egpoca [1-4]. en 1879 con un trabajo realizado bajo la diréocile Char-
Jules Henri Poincér naco el 29 de abril de 1854 en les Hermite. Despes del doctorado Poindaenséb aralisis
Nancy, Francia y mudi inesperadamente el 17 de julio de en la Universidad de Caen, lugar en donde sus clases fueron
1912 en Pds como secuela de una opefatde la que apa- conocidas por muy desorganizadas y poco preparadas aun-
rentemente se estaba recuperando. En este trabajo, que cqoe posteriormente su eliigaza se volviera legendaria por
memora los 101f#s de la desaparimi de Poincar, nos ocu-  su calidad [2]. Poco desps, en 1886, es nombrado Profe-
pamos de sus contribuciones a la @eica chsica. Ejempli- sor de fsica Matenatica y de Probabilidad en la Faculies
ficamos las &cnicas cualitativas que desartoppara enten- Sciences de Paris, allué tambén encargado del curso de
der la naturaleza de las soluciones a toda ebtunadiferen- Mecanica Fsica y Experimental y, en agosto de 1886, su-
cial (lo que, aplicado a la ménica chsica, podamos lla- cedb a Gabriel Jonas Lippmann en latedra de fSica Ma-
mar lamed@nica cualitativd y demostramos el sorprendente tematica; en 1896, tras la muerte de Francd@gx¥Tisserand,
teorema de la recurrenciél que afirma que todos los mo- se le pidd que pasase a deserfipela étedra de Astronoma
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Matematica para la que no exiatotro candidato. En el in- Una de las herramientas que Poircamtrodup fue la

terim, el 24 de enero de 1887 y tras la muerte de Edmontkoria cualitativa de las ecuaciones diferenciglisque per-

Nicolas Laguerre, féa elegido miembro de la Acadhie des mite conocer la naturaleza de las soluciones a una ecua-

Sciences [1-4]. cion diferencial sin resolverla previamente. llustramos &sm
Poincaé hizd aportaciones sustantivas tanto a las matebasico de esta tefa apliéndola a continuath al caso sim-

méaticas como a lai$ica, sus contribucionesésta fueron tan  ple del @endulo fsico.

importantes que & candidato al premio Nobel désica en

varias ocasiones y, ség se cree, lo hubiera obtenido si no le 2.1. Mednica cualitativa del pendulo

hubiese sorprendido antes la muerte [4]. Réveliestudio de

la med@nica celeste proponiendechicas novedosas dedin

sis; de aguque se haya encontrado de frente con la enorm

complejidad que resulta de la négdca casica cuando se tra-

baja con problemas que no son integrables: esto es, se enc

trd con los fedmenos caticos , los que descultral analizar

el problema de los tres cuerpos [2-5]. Por si los anteriore

logros fueran pocos, cbeadends nuevos campos de investi- d20 g

gacbn matenatica como el estudio de las llamadas funciones w2 —Zser(a). (1)

autonorfas o funciones fuchsianas, coi@ldas llamaba, que

pueden ser consideradas como funciongstiehs generali- €Ong la aceleradn de la gravedad ¥la longitud del @ndu-

zadas. Cré la teofa de los sistemas dimicos, la topolo 0. Definamos el tiempo adimensional= w,t, conw, =

y renod completamente a la méwica celeste al estudiar con (9/1)"/?, con ello obtenemos

gran profundidad el problema de tres cuerpos que interaccio- 220

nan entre si gravitacionalmente [1-3]. ﬁ

Una primera integral de la Ec. (2) se puede calcular mul-
tiplicandola pordé/dr, simplificando e integrando para ob-

Sedin seilustra en la Fig. 1, urepdulo consta de una lenteja

on una masa: sujeta a un punto fij@ a traves de un hilo de
ongitud! que supondremos inextensible (esta#sdt = 0).
ot Presuponemos que el movimientdsocurre en un plano,
el sistema se podrdescribir por la coordenada angulat.as
gcuaciones de movimiento dedmdulo son

= —serf). @)

2. Las ecuaciones diferenciales de la magica

clasica tener .
El siglo XIX fué el siglo en que los ciefficos descubrieron 1 /doN" _
. : . = E + cos(0) 3
gue es imposible el resolver a la abrumadora mayde las 2 \dr

ecuaciones diferenciales; ello acatpn el sugo de resolver  con £ — F/(mgl) la enerda expresada en forma adimen-

exactamente muchos sisteméasdos de integs—esto pare-  sjonal. La soludn exacta a la Ec. (3) se puede expresar en
cio imponer restricciones severas al avance ffieatal me-  tarminos de una integraliptica [7]

nos siéste requiere de la resolbai exacta de las ecuaciones
con las que se formulan las té@s. Poinca entendd esa im-

1 d
posibilidad perfectamente, pero coide la imperiosa ne- 0(r) ==+ / Y .

(4)

cesidad de entender la naturaleza de tales soluciones a todo

tiempo pasado o futuro; algo que es fundamental, por ejem- o o

plo, para establecer la estabilidad del Sistema Solar. con el valor der al que se inicia el movimiento. La expre-
Asi, primero se arb de una batéa de nétodos que no sion (4), a_unq_u,_e exphta,_ no resulta mgy clanﬂcadg)rq. Para

requefan de la resoluéin previa de las ecuaciones diferen- 92nar €n intui@n recurriremos a los &todos georgtricos

ciales newtonianas para el&isis de un sistema y despues propuestos por Poinoar

ata® el problema de los tres cuerpogero no logb avanzar Primero definamos' = dfl/dr = ¢ para que el pndulo
mucho. La idea era trabajar en un casasrsimple que todo quede descrito tanto por ahgulo,f, como por la velocidad

el Sistema Solar—jque tiene much@snde tres cuerpos!— angularw. Con ello, convertimos la ecuari de segundo or-
del que intentaba demostrar la estabilidad; pem aquel den (2) en el siguiente sistema de dos ecuaciones diferencia-

problema es demasiado complejoi gse lo simplifi® alin les de primer orden

mas hasta llevarlo al llamado problema restringido de los tres de

cuerpos; aungueste tamtén resuld demasiado complejo al i Y

menos lo llevo a descubir el caos hamiltoniano [1,4,6]. El dw

problema restringido de los tres cuerpos es un caso especial = —sen#). (5)

del problema en el que se prepresupone que dos de los cuer- dr

pos giran erorbitas circulares —lo cual es aproximadamen-Hacemos notar que el lado derecho de esta pareja de ecuacio-
te cierto, por ejemplo, para el sistema Sol-Tierra-Luna— ynes define un campo vectorial en el esp#&io, el llamado

el tercero, de masa peduepara que su efecto sobre de losespacio de las fases del sistema—que, aunque sea un espacio
otros sea razonablemente inapreciable, se mueve en el camp@fases, no debe confundirse con el espacio de fasémican
gravitacional de los primeros. Co que se requiere para la descripchamiltoniana de
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FIGURA 1. Un péndulo fsico con longitud y masam, su frecuen-
ciaangulares, = /g/l, la coordenada es ahgulo de osciladin
0 <6< 2m.

la mednica. La primera integral, esto es, la efn@mdimen-
sionalizada, es

|

FIGURA 2. Diagrama de fases degépdulo. En la parte superior se
muestra este diagrama cuan@las (—3x, 37). La parte inferior

ayuda en la visualizagh al permitirnos dibujar curvas contj- Muestra una ampliasn de la zona central de la Figura superior
—la que muestra la zona entrer y 7 e ilustra algo del campo

nuas a las que el campo vectorial es tangente en cada puntg. . . .
. vectorial asociado.
Ver la Fig. 2.

Observar Iag |ragednes en ta(lj Figura nos informa dllrecl-l marcados comd, en el que las trayectorias parecen interse-
tamente que §X|stend_os tipos de trayectorias. Unas, [0S I3y e Estos aparentes puntos de cruce (algo totalmente im-
mados movimientos deéoracion, en donde el gndulo oscila  qjhje pues las soluciones samicas) corresponden a solu-

moviéndose en una direcei hasta que se detiene en el puntojones extremadamente inestables de equilibrio en las que el
mas extremo de la trayectoria, regresa inmediatamente SObg 410 permanece “cabeza abajo”

sus pasos hasta la posigiinicial, se detiene momeiriea-

mente y el ciclo se reinicia. Otras, asociadas con los movi-

mientos llamados detacion, en donde la lenteja deépdu-  2.2. Del gendulo ekstico y las secciones de Poincar

lo gira sin detenerse alrededor de punto O, ya seadatgrar

(a la derecha) o légiramente (a la izquierda). A la pareja Ya vimos la capacidad de alisis que confieren los @to-

de trayectorias —que dan la impr@side ser una sola que se dos georatricosa la Poinca® en un problema como el del

cruza en el punt& — que separa el movimiento de libréni  péndulo. En tales alisis desemgd&n un papel muy impor-

del de rotadin se les llama conjuntamentedaparatriz El  tante las soluciones de equilibrio (o sea los llamados puntos

peiiodo del @ndulo diverge cuando la enéaigse acerca a la criticos) que se clasifican en nodas, puntos de sillas,

de la separatriz, ség los lectores puedeadilmente demos- centros o focosF, y que cumplen, sém lo demosid Poin-

trar. caé, FF + N — S = 2 un resultado que esalido cuando
Noten que las soluciones se comportanisely espera- Se considera, como lo ldZPoincag, al flujo compactificado

mos, esto es, la velocidag, nunca se acerca® o a—oco,  Sobre de la superficie de una esfera.

mientras que la coordenada, aunque siempre crezca, no Poincaé obtuvo tamkén resultados relativos a la exis-

nos provoca problemas pues el crecimiento corresponde a tencia y propiedades de los llamados ciclsite, que no

angulo que debe interpretarsédulo 2. Todas estas con- son nmas que soluciones pédicas a las que muchas trayec-

clusiones cualitativas, que podemos obtener simplemente derias vecinas se acercan aéiitamente e introdujo el fa-

mirar la Fig. 2, no sondciles de obtener de la soldciex- moso teorema de Poiné&Bendixon, el que se puede usar

plicita (4). En la misma figura se muestran taembpuntos, para demostrar que no pueden existir atractoresfedran

1
E = 5(4)2 — cos 0, (6)
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dimensionalidades menores a tres. El teorema de Péincar q_
Bendixon afirma quen un sistema damico diferenciable 2
definido en un subconjunto abierto del plano todo conjunto
compacto no vdo que sirva como conjuntdrhite de una
orbita y que contenga un conjunto finito de puntos fijé# s
podra ser (1) un punto fijo, (2) una orbita péidica, o (3) un
conjunto conexo compuesto por uimnero finito de puntos fi-
jos y que incluya a lasérbitas homodhicas y heteroéhicas
gue los conecterRara una formulabn visual muy clara de
este resultadoéase [8]. Este resultado permite clasificar los
comportamientos de un sistemadiinico bidimensional con <
un nimero finito de puntos @icos pues afirma que lamicas
orbitas posibles sén aquellas que converjan o que diverjan
a tales puntos o que converjan o diverjarhitas perddicas.

Poincaé introduce otras herramientas nuevas para el
aralisis entre ellas lasecciones de Poincatas que procede- |
mos a ejemplificar inmediatamente. Imaginendasitas en &.|_
el espacio de fases de un cierto sistenaan®o e imaginen 0
una cierta (hiper-)superficie que se interponga en el camina
de las trayectorias del sistema, ciertamente las trayectoriq_sl
del sistema cruzan esta superficie pues, por bipsis, la
seccobn es transversal y no paralela al flujo del sistema, a la
huellas que dejen sobre la superficie estos puntos de cruce
les llama unaeccon de Poincagé y nos pueden dar informa-
cibn sobre la naturaleza de las soluciones a la edoatife-
rencial [8]. Para ejemploséanse las Figs. 4 y 5. Noten que
siempre podremos concebir un mapeo quéeelns primeros
puntos de cruce a los segundos, los segundos a los terce
y ad sucesivamente, aunque garantizando siempre que tod
los cruces ocurran en la misma diréoti A este mapeo se la - )
llama unmapeo de Poincéry puede ser interpretado como como la constante &stica del rgsorte (supuesto hookiano) y
un sistema diamico discreto cuyo espacio de estados es undg = 10 m/s*, como la aceleradn de la gravedad. &ase la
dimensbn mas pequ® que el del sistema damico original. Fig
Un mapeo de Poincahereda muchas de las propiedades del ~Si convenimos en localizar el origen en el punto de equi-
sistema original y como es de menor dimensionalidad se IBbrio de la lenteja, dividimos todas las longitudes entre la
usa frecuentemente para ehiigis. Noten gue un mapeo de |Ongitud inicial del p’EﬂduIO,lO, dividimos todos los tiempOS
Poincae difiere de urdiagrama de recurrencian que no es due aparezcan entre el tiempo cardstéo de la osciladin
el tiempo sino el espacio el que determina los puntos a grale! resorte] /w, en dondev, = \/k/m, w, = \/g/l y las
ficar. Para ilustrar esto con ejempldsidos: consideren a las €nerdas entrenw?, obtendremos la siguiente expiasiadi-
sucesivas posiciones de la Luna cuando la Tierda estel ~mensional para la endegdel movimiento
perihelio, el mapeo correspondiente puede considerarse un

GURA 3. El péndulo de la Fig. 1 pero ahora hacemos evidente a
Isa elasticidad presente en todo hilo.

fitiimente sus trayectorias en el espacio de fases como hici-
mos antes.

Concebiremos al gndulo sujeto a un hilo extensi-
ble él que imaginaremos como un resorte con longitud
Ilzsloerg/k, en donddj, es su longitud inicial en ausencia

g carga ymg/k como lo que aumenta de longitud al so-
portar la masan de la lenteja, ade&s consideraremos/a

mapeo de recurrencia; pero a las sucesivas posiciones luna- F= }( 24 p2) 4 2
. . . L. = 1T P2 q2
res cuand@sta atraviesa el plano perpendicular éarlita de 2
la Tierra'y que pasa por las posiciones del Sol y de la Tierra 1 ) 2
cuando egtn en el perihelio, se le puede considerar un mapeo + 3 [1 — =G+ - CI2)2] )
de Poincag.

Para describir mejor las secciones de Poiacias ejem- €n donde el pametrof que aparece en la ecuasianterior
plificaremos en el caso deépdulo que comenzamos a estu- [0 hemos definido como el cociente entre las frecuencias an-
diar unos prrafos atas. lo que ya no consideraremos que gulares de los movimientos de resorte y pendular del sistema,
el pendulo et sujeto a un hilo inextensible ya que todo hilo €sto esf = (w,/ws) = \/gm/lk.
se estira en mayor o menor gradd; @se supongamos que el Como el gndulo extensible, con enéay7), no es reso-
hilo es extensible. ¢ @tanto tendx que cambiar nuestra des- luble exactamente para visualizar suairica nos auxilia-
cripcion? El sistema pasade tener unédo grado de libertad remos de las secciones de Poigcdrales secciones terglr
atener dos y su espacio de las fasea abora de dimensn  que ser calculadas nu@ricamente puesto que no podemos
cuatro en vez de dos; por lo que ya no podremos visualizadar una soludn exacta al problema.
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FIGURA 5. Mas secciones de Poinéadel endulo extensible. La-

Figura ilustra el cambio que ocurre en el sistema desde el movi-

FIGURA 4. Secciones de Poindade un gndulo extensible. Se  miento totalmente cico a una eneiig E =0.4375 (Fig. 5¢) hasta

ilustra el cambio que ocurre en el sistema desde movimiento puque, al aumentar la endsgel movimiento regresa a ser puramente

ramente regular a bajas englr =0.033203 (Fig. 4a) a un mo-  regular (Fig. 5d).

vimiento que incluye zonas 6ticas a enefi@s un poco mayores

E =0.15625 (Fig. 4b). Todas las secciones de Poicare se  enerdas intermediasi =0.15625 en la Fig. 4b), ha apareci-

muestran en este trabajo se tomaron de [9]. do una zona de la superficie ocupada por trayectorias irre-
gulares, lo que vemos como una “mancha’ de puntos que

Elegimos el plang.-g, como la superficie transversal en aparentan estar elegidos al azar; adetman desaparecido al-
la que se encuentran las secciones de Pdntas resultados  gunas de las curvas suaves formadas por intersecciones con
calculados nurgricamente que se muestran en las Figs. (4ajp superficie transversal. Se dice que tal “manchai babi-

a (5d) que van, desde una eriarjgeramente superior a 1a tada por los cruces deayectorias caticas(las que se mue-
minima (ener@a £/ =0.0332031, Fig. 4a) dondéls lalibra-  ven con extrema irregularidad) con la superficie transversal.
cion es posible, hasta una erierge 1.5 (Fig. 5d), que ya se A(n a$ existen zonas de movimiento regular que tienen en
encuentra en plena zona de movimiento rotacional [9]; estas| centro a al menos urabita perédica, esto contifia hasta
mos expresando las engag en unidades dew?l*, esto s que aE =0.4375 la regin cabtica alcanza su mayor exten-
en erminos de doble de la enéagde un oscilador arémico  sjpn. Cuando aumentamosranis la enerf la zona cética

de frecuencia; y amplitud!. comienza a disminuir hasta que, pd@a= 1.5, ha péctica-

En estas secciones de Poiricae puede notar que, a mente desaparecido del todo; todas@dsitas son de nuevo
energas muy cercanas alimimo, los puntos de cruce con la cuasiperddicas se@n lo muestra la Fig. 5d. Tal comporta-
superficie transversal se pueden unir por curvas suaves, estoento persiste a endrg cada vez &s grandes hasta que las
corresponde érbitas cuasipedidicas del sistema; se alcanza trayectorias oaticas desaparecen del todo yilaico que que-

a adivinar la posible existencia de cuatnbitas perbdicas da es la rotaéin con una pequ& vibracbn superpuesta que
en cada uno de los cuadrantes de las secciones (o sea, de atasi no perturba a aquel movimiento. Este comportamiento
tro puntos aislados en el centro de las curvas cerradas que @geda ilustrado en los mapeos de Poiaaarrespondientes
muestran) al menos a la enaag” = 0.033203 (Fig. 4a). A ala Fig. 5d. Notese que las figuras mencionadas ilustran a la
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perfeccon como los mapeos de Poinegrermiten distinguir
las soluciones regulares a las ecuaciones de movimiento di
las soluciones irregulares a las que llamamdticas.

En este punto conviene detenernos un momento a explica
gue la aparién del caos determinista es producido por tra-
yectorias muy irregulares que son aparentemente azarosal
y que sin embargo, a pesar de las apariencias, las trayectc
rias son totalmente deterministas pues se obtienen de reso
ver las ecuaciones de Hamilton (o de Newton o de Lagrange,
todas son equivalentes) para el problema. Estas trayectoria
son completamente diferentes de las que seigndibtener
del azar genuino. La irregularidad evidente en la&figas
esh asociada a la imposibilidad de predecir con toda pre-
cision la evolucdbn futura del sistema, lo que es una carac-
teristica esencial del caos determinista, aunque tal eviluci
ese totalmente determinada de antemano. Para repetir uni
definicion clasica,el caos determinista aparece debido a la
sensibilidad extrema que muestran muchos sistemas ante pe
gueiisimos cambios en las condiciones inicid@®].

¢, @mo entender tal comportamiento? Podemos decir que
el movimientocabtico es producido por la compleja inte-
raccbn que se da entre el movimiento rotacional y el osci-
latorio, €l que, a eneifigs relativamente bajas y dada la falta

de espacio de fases suficiente, provoca oscilaciones irregul_al—GURA 6. La “paradoja de la recurrencia” Si dejamos salir gas de
res que se montan sobre las pendulaciones que son&@mbiyp, recipiente cerrado y esperamos lo suficiente(iseg teorema
irregulares, dando lugar a amplias zonaSticas y dejando  de |a recurrencia el gas se conceriirde nuevo en el recipiente.

a las trayectorias regulares con muy poco espacio disponistonuncaha sido observado —pero tal vez se trate de que no es-
ble. Al aumentar @n mas la enera aparece la posibilidad peramos el tiempo necesario.

de girar completamente lo que ofrece menos restricciones

al movimiento por lo que la zona @tica comienza a desa- cio de fases a su dispogici; ello ocurre en los sistemas pe-
parecer aumentando de nuevo el espacio disponible para l&igdicos y en tal caso el tiempo de recurrencia es @bper
orbitas regulares. A endap suficientemente altas éqlu-  del sistema. TambBn hay sistemas que recorren todo o, al
lo comienza a girar alrededor del punto de susgengiel menos una buena parte, del espacio de fases que tienen dis-
efecto del movimiento oscilatorio poco afecta a tal ra@iaci  ponible; aéstos se les llamsistemas ergdigospara usar el

De hecho, un&lculo simple indica que el movimientoa término propuesto por Boltzmann [6-10].

co comienza a desaparecer cuando la éagabasa el valor Lo que el teorema de la recurrencia significa es que cual-
1.5, que es la enei@de |la separatriz—esto es la enar@la  quier sistema diamico con una cantidad fija de energ

que comienzan a ser posibles los giros degligulo alrededor confinado a un volumen finito, teriique regresar, tras un

de su punto de sujgmi— correspondiente a urépdulo de tiempo lo suficientemente grande, a un estado arbitrariamente

longitud fija. proximo a su estado inicial. Este resultado contradice directa-
mente las hiptesis en que se basa la rhaica estaidtica, por
3. Elteorema de la recurrencia ello es conocido como la paradoja de la recurrencia, pues la

meanica estaidtica presupone el comportamiento puramen-

Demostraremos ahora un resultado de Poingae no 8lo te aleatorio en la diamica, al menos en dhhite de tiempos
es muy importante sino tandi inesperado puesto que hacemuy grandes, en sistemas de muchos cuerpos en directa con-
de las trayectorias confinadas desistema diamico conser-  tradiccon con algo que es muy parecido al comportamien-
vativocualquiera algo parecidoabitas pefbdicas. to peribdico. Esta contradicon entre los fundamentos de la

El teorema de la recurrenciade Poincat afirma quela-  mednica estaidtica y el teorema de la recurrencia fue for-
das cualquier par de condiciones iniciaeB, y P,, para  Mmulada por E. Zermelo y ocasiomna discugin muy intensa
las orbitas confinadas en un sistema &@inico conservativo con L. Boltzmann [11,12].
y dada una distancia fij, > |P, — P|, entonces, sin im- Para entender mejor la naturaleza de esta supuesta para-
portar las interacciones a que &st sujetas las paitulas, la  doja recurramos a un ejemplo esfiieo: Imaginen una caja
dinamica misma del sistema eventualmente las li@@anna  que contenga tanto a un gas como a un espacio gaparado
distancig D,., entre ellas, que sea menor o igual gilg. Un  del gas por una pared, como ilustramos en la Fig. 6. Si perfo-
caso simple de la recurrencia ocurre cuando el sistema regreamos la pared el gas escapasedin es experiencia coim;
sa a su estado inicial sin tener antes que recorrer todo el espzero el teorema de la recurrencia nos asegura que de esperar
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I & Rl i A Y o 3.1. Demostrachn del teorema de la recurrencia

TS
¥ (NN - ,. N
.' . ‘. l,,ln,_ ' W La demostradin que daremos se basa en dos supuesétsis b

J
. L Y4 cos:
v ; 1‘.! - “ s
\ " “ '} . A 1. que las trayectorias en el espacio de fases nunca se cru-
/ 4 : . zan
) 7 9 '

#

F 40N " 2. que el volumen de cualquier régi del espacio de fa-
ses se mantiene constante bajo la@tde la dimmi-

IL; "I". ’ ! '"r‘ l._.r'\ "~\ | ca[16].

i
%
- { \ ‘s La demostradin heufstica del teorema de la recurrencia es
\ \ " s i ¥ Nl I“ A 3 % muy simple:
-ﬂ’ = & . 4 i i #"’ Imaginen una vecindad, a la que llamarerfipsie cual-
f’ [ ! f 4 , s 1 i quier punto en el espacio de las fases, si concebimos a todos
J ' . = ¥ j w* ¥ . los puntos en este conjunto como condiciones iniciales po-
ra . " ‘ s it" | i ’ dremos seguir su evolui conjunta bajo la diamica del sis-
“ ;A ‘ _‘l .# I tema; ag al evolucionar, defina una redghn tubular a la que
5 \ ,F llamaremos unubo de trayectorias;, que recorrex todo el
Vd ', \_ ‘ espacio de fases disponible pero que nuncagodrzar re-
j i 1 giones ya visitadas —gs trayectorias en el espacio de fases
'P nunca se cruz&n- de aqu que el volumen disponible para

, \.\'\ el recorrido decrezca continuamente y como, pobtagis,
‘ N el volumen es limitado y finito al mismo tiempo, todo el es-
.‘ w pacio de fases accesible teadjue recorrerse eventualmente
de manera completa -6® imaginen una hebra de fideo de
FIGURA 7. Al meter una hebra muy larga —en estricto, infinita— |ongitud infinita a la que quieran guardar en un recipiente de
de fideo dentro de una caja de volumen finito, el tubo de fideo evenyolumen limitado, ver la Fig. 7— entonces, no le quédar
tualmente regresar despés de muchos dobleces y de recorrer los Q, mas que volver a dirigirse hacia la régiinicial. Noten
mas posible del espacio disponible, a estar muy cerca del lugar eE]ue nada de lo que hemos dicho requiere que cada trayecto-
donde empez su recorrido. ria individual se acerque tanto como lo queramos a su propia
el tiempo apropiado el gas se reincorparaspordneamente condicbn inicial ya que estarcompletamente mezclada con
a su espacio original. Dicho e&rtinos cotidianos, un pe- otras dentro del tubo. Por ello, la recurrencia&s sproxi-
gueio agujero en un tanque de gas no debiera ser motivimmada y estar limitada por el cimetro def2,. Para obtener
de preocupadin ya que bastarque esperemos un tiempo, un mayor acercamiento al inicio necesitaremos recurrir a tu-
T,., para que el gas perdido en la afsfera jse acumule de bos cada vez mas delgados, pero ello condutiempos de
nueva cuenta en el tanque! Se dadarglir que nunca se ha recurrencia ras y nas grandes.
observado tal cosa. Entoncespgm resolver esta aparente La prueba informal anterior puede generar preguntas so-
contradiccdn entre lo que observamos cotidianamente y ebre si realmente se ha demostrado algo o no. Ello porque sa-
resultado de PoincaP Bastenos para ello recurrir alculos  bemos que un sistemaatio tiene sensibilidad extrema ante
aproximados que se han realizado del tiempo de recurrenciequdias variaciones en las condiciones inicialdsgag la
para percatarnos de que en una sitlagerérica, como el trayectoria original y las trayectorias vecinas, aungue sean
ejemplo del tanque estacionariB, es de aproximadamen- cercafisimas, divergian exponencialmente. El fideo se des-
te 10°° aflos [10, 13, 14], tiempo que es mucho mayor queparramaé por todos lados y nuestra prueba, al no poder su-
los 10'° afios de la edad del universo—calculada a partir dgponer un tubdinico e indivisible durante todo el recorrido,
los datos obtenidos por la sonda Wilkinson Microwave Ani-colapsaa. Para evitar suspicacias de este tipo decidimos ofre-
sotropy Probe (WMAP) que fue lanzada el 30 de junio decer una demostramn un tanto ras formal del resultado la
2001 [15]. gue pueden encontrar en el@&mlice 1. Por otro lado, tal vez
Pero, en muchos cas@$ es faciimente calculable y de algin lector avezado pueda arreglar la pruebaiséoa para
una magnitud muy razonable desde un punto de vista humaue no se puedan dar en su contra argumentos como los que
no. Puede corresponder al fmeto de un osciladaarmonico  expusimos. Agradeckrmos gue nos comunicasen de sus es-
en dondeT,. = 2w\/m/k, conm la masa del cuerpo osci- fuerzos en este sentido. Una demostiadiferente se puede
lante yk la constante @élstica del resorte. Si usamos valoresencontrar en el libro de Arnold [17].
para la masa y la constante de, digamos 250 g = 0.25 kg y Se ha establecido quas trayectorias de un sistema en
k = 10 newton/m, obtendremos un tiempo de recurrenciaque la enerta se conserva y en el que las trayectorias se res-
perfectamente observable de casi un segundo. tringen a valores finitos de las coordenadas, pasa en repetidas
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ocasiones —unmero infinito de veces— tan cerca como tiré un tiempot, > t, tal que el nddulo de la diferencia

se quiera de sus condiciones inicialeso puede calificar || (t1) — ¥ (to)|| sea nas pequBa quee; el mbdulo es el

a este resultado de admirable y puede preguntafseg.se  usual para estados @nticos.

le ocurrb a Poincae demostrar esto? Lo que podemos co- Hacemos notar otra vez que aladisis a la Poincagé de

legir es que el teorema de la recurrencia es resultado de fstemas memicos se le pod llamarmednica césica cua-

frustracbn de Poincar ante la imposibilidad de demostrar la litativa, la que, creemos, debarenfatizarse @s en los cur-

estabilidad del sistema solar. Esta frustbacesh claramen- sos de megnica tanto para cielficos como para ingenieros.

te expresada en su &nlo Sur le probéme des trois corps Es de notarse tamém que aunque Poiné&fuera uno de los

et leséquations de la dynamiqués8], por el que gad el pilares de las mateaticas en el momento en géstas co-

Premio convocado por el Rey Oscar |l de Suecia paramqui menzaron su camino definitivo a la abstrécgiél mismo

demostrara la estabilidad del sistema solar—lo que ni Poirera eminentemente intuitivo. Le disgustaba un tanto la for-

cate ni nadie han logrado demostrar hasta la fecha. El premalidad y nunca se preocupaba mucho por ellaiegCgeie

mio se le otor@ a Poincak en 1889 y provatun eséndalo el camino para la invengn no podia hallarse en labigica y

maylsculo en rculos cienificos por la incompletez, que al- queésta $lo delia servir para establecer la verdad de una

gunos interpretaron como indicativo de falta de validez de lagfirmacbn y delimitar los alcances de las ideas. QuPDin-

demostraciones de algunos de los resultados [3]—y alguna=i€ haya sido tambin el Gltimo matenatico capaz de mo-

resultados eran ciertamente incorrectos en la@ermile ini-  verse a sus anchas por toda la complicada estructura que for-

cialmente envd Poincaé. Las correcciones que Poingdu-  man las matesticas y sus interrelaciones conisiéa y con

vo que realizar lo llevaron directamente al descubrimiento debtras ciencias [1-5]. Pero las afirmaciones anteriores sobre

caos hamiltoniano [1, 4]. de Poincag y su reladn con la formalidad no deben inter-
Hemos logrado demostrar el teorema de la recurreakia, pretarse como sugiriendo gaemenospreciara las demostra-

gue establece las condiciones bajo las cuales un movimientones; no, las recon@como el ingrediente fundamental de

puede considerarse, como Poirchry llamabagstable en el  las materaticas y aunque fuese intuitivo satperfectamente

sentido de Poissorkl teorema de la recurrencia no hace re-que las mate#ticas no se pueden basar en la intuigpues

ferencia alguna al tiempo en el que tal recurrencia deba masta conduce muchas veces a resultados incorrectos [2]. Estas

nifestarse y tales tiempos pueden ser muy importantes. Lansideraciones tanfo pueden aplicarse a lsita aunque

tiempos de recurrencia han sido calculados aproximadame#sta sea una ciencia experimental; la pura inbnigguede

te y podemos decir que para sistemaségieos de inte&ss  conducir a resultados é@meos y es siempre necesario con-

son mucho mayores que la edad del universo. Aunque hayastarla con los resultados experimentales. La realidad es el

sistemas en que el tiempo de recurrencia es “pggajug se  Unicoarbitro de validez en la ciencia.

puede ajustar a nuestro antojo, como es el caso deduer Poincae fué uno de los grandes pensadores de la histo-

del pendulo de un reloj. El resultado sobre la recurrencia fueia y fué uno de los cieifficos mas importantes de finales

obtenido por Poinc@rdurante sus investigaciones sobre deldel siglo XIX y de principios del siglo XX. Basta conocer

problema de los tres cuerpos y se le puede considerar unke sus aportaciones a la rdaica chsica, de su contribu-

suerte de premio de consolasique Poincdrse db a simis- cion al desarrollo de las ideas que llevaron a la relatividad

mo al no poder establecer su estabilidad—tal vez por elly a las que determinaron el desarrollo de la@erantica,

llamb a tales sistemaestablesn el sentido de Poisson. de su desarrollo de la tdarcualitativa de las ecuaciones di-

ferenciales y de conocer el teorema de la recurrencé —

gque demostramos en este trabajo— para quedar plenamente

convencidos. Para concluir mencionamos una de las peculia-

La utilidad de muchas de las ideas de Poiaaar la ciencia ridades de esta historia: ni Poinéani Einstein parecen haber

contempo@nea deben ser bastante evidentes pues, para poriggonocido la genialidad de las ideas del otro. Ni siquiera co-

solo un ejemplo, ¢Emo podfamos imaginar el alisis de un ~ hocemos evidencia de que hubiesen intercambiado palabras,

sistema diamico bidimensional desconocido sin el apoyo demas alé de las cortéas habituales, en los Congresos Solvay

las secciones de Poiné&rY que decir del fascinante teorema €n 10s que coincidieron; eso a pesar de que Poinestuvo

de la recurrencia que provoca en la mente retintines similaregerca de desarrollar la relatividad especial, de que iz

a los causados por la idegdicamente religiosa, del eterno Problemas relacionados con la invariancia de las ecuaciones

retorno pero con la cual no tiene relacialguna. Se ha de- de Maxwell, de que publi penetrantes afisis acerca del

mostrado un resultado semejante en laiteotantica [19],  Problema del tiempo y de que partidign las discusiones

a saber, que el vector de estado de un sisteraatio con-  acerca de las ideas &uticas en desarrollo en esos momen-

finado ha de regresar degsude un tiempo a estar tan cercatos [4, 20].

como se quiera del vector estado inicial. El enunciado del que

podiiamos llamateorema de la recurrencia émticoes:en Agradecimientos

un sistema que posea un conjunto discreto de estados pro-

piosy,,n = 1,2,...; sivys(tg) €s uno de estos estados al Este trabajo eatdedicado a la memoria del Profesor Loren-

tiempot, y € es un rimero positivo cualquiera, siempre exis- zo Salas Canto (Brida Yuca&n, mayo 31 de 1920-dfida

4. Conclusiones
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Yucatin, agosto 20 de 2012). Tareéhi agradecemos los co- esto es, que no incluye a su frontera—&tnsi su volumen,
mentarios del Dr. Didier S&# Gamboa de la Facultad de Ma- o medidacomo nas formalmente se le llama, &5, enton-
tematicas de la UADY vy los de nuestros queridos amigos Pces, sin importar su peqgfiez, siempre existin trayectorias
R. Schwartz, E. Quita, P. C. Zeus, S. D. Micha, F. C. Nekogriginadas env que regres@n aél cruzandolo una infinidad

G. O. Hatul, C. M. Lince, U. C. Mis, N. Siam, M. Kuroi y M.
S. Pelusa.
A. Apéndice

Una demostracon mas formal del teorema de la re-
currencia

A.l.

de veces; o, dicho de otra forma, que dado un valaual-
quiera siempre existen valorés> t, tales que el sistema se
encuentra de nuevo ena tal tiempo.

Seax; el conjunto abierto ocupado por las pantas que
salen de la re@in o pero observadas a un tiempo esfiec
co, T > 0, posterior,i.e. a; = G,(a); de ; diremos que
es elr-sucesor dey, mientras que de diremos que es el-
antecesor de;. Asi podemos definir los conjuntes con un

La demostradn que ofrecemos aunque parezca muy formahiimero natural mayor que 1. Noten que todosdgs > 1,
no lo es tanto pues hay afirmaciones que damos sin demosoen tambin conjuntos abiertos. Ahora, i es tal queN es

tracion y no intentamos demostrarlas.

més grande que el cociente entre sus medidagy,,, las re-

Vamos a considerar un sistema independiente del tiempgjionesa;, no podén ser, todas, disjuntas entiie & menos

0 autbnomg que toma la forma gémica

i = G(x) (A.1)

en donde tantdr, comox pueden ser objetos deasde una
componente (vectores, por ejemplo)yepresenta la deri-
vada dex respecto del tiempo—que, de ser necesario, po-
driamos considerar como cualquier otro graetro. Supon-
dremos taml&@n que, debido a la damica inducida por (A.1),
el flujo G(w) dondew es la regbn inicial—lo que llamamos
un “tubo” en la secd@n donde demostramos h&ticamente

una pareja, digamos, la; y la «;, tendé una intersecon,
3, que no sdx vada, y estad definida pos = a; N a; # 0;
supondremos qug tiene medida diferente de cero.

Debe ser claro que una vez especificagel conjunto
a1 queda, al dar, univocamente determinado y que datlo
« tambén queda determinado. Maéma toda paftula que
est ena al tiempo inicial, estdr ena; al cabo del tiempo
T y viceversa. Ahora elijamos Ids 3 ..., n-antecesores de
« a los que llamaremas,, as, ..., a,; todos ellos tendm,
por el teorema de Liouville, el mismo volumen o medidi,

el teorema de la recurrencia— que mantiene constante su vg-estaén contenidos ef. Ahora, silV es tal queN es nés

lumen durante toda la diimica. Podiamos decir que el flujo
inducido por la diamica esncompresibleresultado que es
conocido en la mémica hamiltoniana como é&torema de
Liouville [16]. Tamb&n supondremos que la régique nos
interesa (la re@in tubular de la que hablamos) &somple-
tamente sellada, ninguna trayectoria escapa dadeaa ella.

grande que el cociente entre sus medidag,V,, las regio-
nesay No podan ser, todas, disjuntas entiea menos una
pareja, digamos, la; y la «;, tendé una intersecoin que no
se@ vada, o; No; = 3 # (. Vamos a suponer adés que
4 no tiene medida cero. Los conjuntesy «; tendén a una
cierta regbn en coniin, y, recuerden, su medidg, sea di-

Noten tambgn que en este &pdice hablamos algunas vecesferente de 0 por definién. Podemos ahora colegir que tanto

de pariculas y sus trayectorias cuando dghimos decir con-

a comoa, (conp > 1) tienen un antecesor con la misma

diciones iniciales y trayectorias que surgen a partir de ellas.medida,V, ya que esta medida es invariante por el teorema

Entonces, sed una regbn cualquiera contenida &b el
espacio de fases del sistema gs un subconjunto abierto—

de Liouville [16, 17].
Quod erat demonstrandum.
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