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Se expone la teta basica de los solitonespticos espaciales, enfaedose en los solitones fundamentales brillantes. Estos conceptos son
ilustrados mediante dos programas desarrollados en MATLAB. El programa Réxiacalcula el perfil de los solitones fundamentales
que corresponden a la ecuawino lineal general de Sddinger, mientras que el programa SBEX, simula la propagach paraxial de un
hazoptico en un medio no lineal. Utilizando ambos programas, se discuten diversos casos de importaririzasthedbs solitonespticos
espaciales, con el fin de estimular el ig®en el lector tanto en atea de los solitones, como eréeéa de laibica no lineal en general.

Descriptores: Solitones; ondas no lineales; ondas solitarigutica no lineal.

The basic theory of spatial optical solitons is reviewed, focusing on fundamental bright solitons. The Physics of solitons is illustrated with
two programs developed in MATLAB. One of these programs PdWéx, calculates the profile of fundamental solitons corresponding to

the generalized nonlinear Séhiinger equation, while the other program SEEX, simulates the paraxial propagation of optic beams in
non-linear media. Using both codes, various phenomena of spatial optical solitons are discussed to stimulate the interest of the reader intt
soliton theory and Nonlinear Physics in general.
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1. Introduccion El mérito de Russell consiétien seguir dicha “onda de
traslacon” durante una muy larga distancia para @&por-
1.1. Antecedentes higricos tar por primera vez tal féimeno. Durante los primeros casi

100 metros, una onda solitaria se mantuvo propagando con

En 1834, el ingeniero esces John Scott Russell, al encon- |a misma forma, contrario a la mayarde las olas que sim-
trarse en el canal Uah en Hermiston, Escocia, registpor pIem(_ente se ‘rompen” o atgan d? manera muc.h.oaa lapi-
primera vez un febmeno que se volvi fundamental para da. Sin embargo, esta onda solitaria fogobrevivir durante
el desarrollo de laigica no lineal. En las propias palabras demMas de3 Km. La teoia hidrodiramica hasta entonces cono-
Russell [1]: cida, resultaba insuficiente para explicar la existencia de tal
“Creo que seéx mejor introducir este fémeno descri- fenbmeno. Esta condién motivd a que reconocidos ciéfit
§0s de aquell@poca, tales como Airy y Stokes, afirmaran

biendo las circunstancias de mi primer encuentro con estc. | lusi btenidas de | b , i
Estaba observando el movimiento de un bote, el cual era jlU€ 'aS CONCIUSIONES oblenidas de 1as observaciones experi-
entales de Russell diglm estar equivocadas [2]. No fue sino

lado apidamente a lo largo de un estrecho canal por un p | 5o de 1871 4o ol frage B ) bbeel
de caballos cuando el bote se detuvo repentinamente, mas sta el Bo ce » cuando ellrags boussinesq pu

ad la masa de agua justo delante de la proa del bote en ngrma;)hsmo is_lco—miter:tlco r;lecaesalglo f)ara dar ?UStent28a95
canal, la cual se had puesto en movimiento en un estado as observaciones de Russell [3]. Posteriormente, en

de violenta agitadin: repentinamente, esta masa en agitaci los matenaticos holandeses Korteweg y su estudiante De
emped a salir hacia delante con gran velocidad, tomando |Vrt|)es (I)]E)ttfveron uri;a ecuzm d|fe|;enC|alll.plarlc|:|aI qge m,odej
forma de una larga elevai solitaria, redonda, suave y bien '2°a €! l€IKMENG observado por RUSSEIL: 1a llamada eauac
definida de una masa de agua, la cual coidtisu curso a KdV[4]. Sin er_nbargo, dicha ecudi, al serno lineal, repre-

lo largo del canal aparentemente sin cambio de forma o dis?_entaba tambh un enorme reto para suadisis durante esa
minucion de velocidad. La segumontado en un caballo, y epoca, quedando paulatinamente, como una mera curiosidad
alin la vi pasar a una ram de algunas ocho o nueve millas cientfica. No fue sino hasta el surgimiento de las primeras
por hora, conservando su figura original algunos treinta piegomputadoras, cuando durante 1965 tj_ls;scbs-matemtlcps

de largo y entre un pie y pie y medio de altura. Pasado uff€"canos, Norman Zabusky y _Martm K_ruskal, regllzaron
tiempo, su altura gradualmente dismibyy despés de se- los trabajos pioneros en la obtemicide soluciones nuenicas
guirla una distancia de dos millas, la peeth unos recodos a l"?‘ ecuaan Kav [5],,demostrando la existencia de ondas
del canal. Asque, en el mes de agosto de 1834, fue mi pri_solltarlas que se mant@m evolucionando permanentemente

mera oportunidad de encontrarme con ese singular y hermosy’ sufrir deformadn alguna, dndole adems el nombre a

fenobmeno, al cual he llamado onda de trasiaciun nombre Idlcha_lstsolu_cuénes Tf[) I|neafles (m)ﬂltot_neé. Potste_gorr?]?ntz,
que generalmente ahora se acepta’. a existencia de solitones fue paulatinamente identificada en
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diversos sistemas de la naturaleza: a@&ige producirse en ta el auto-enfocamiento del haz debido al medio no lineal.
los canales de agua, se encorfr posibilidad de formaén  En el caso de solitones espaciales, estas distancias se limi-
de solitones en fibragpticas, en los impulsosé@idtricos de tan ipicamente a ceimhetros, dando como consecuencia que
las neuronas, en procesos de condebsaié Bose-Einstein, se requiera una excitagi fuerte de alguna no linealidad, a
en el transporte de enéagen proténas o incluso en laforma- diferencia de los solitones temporales producidos en fibras
cion de tormentas en otros planetas como en la mancha roggpticas, en donde la no linealidad excitada es p@eaupu-

del planeta (piter. El feromeno solibn se volvd recurrente  diendo ser esta tratada como ungereno de pertubatn, y

a gran escala endica no lineal: aparegidesde el estudio de dando como resultado que las distancias de propagaci

la fuerza gravitatoria hasta la té@ide cuerdas [6-10]. estos casos pueden llegar a ser dérkittros. Aderas, otra
diferencia entre los solitones espaciales respecto a los tem-
1.2. Solitonedpticos espaciales porales es su dimensionalidad. Mientras que los solitones de

fibra dptica se describen por utmica dimengin temporal,
Es importante aclarar que la defir@iniformal del érmino so-  los espaciales pueden serlge o 3 dimensiones, dependien-
litbn varia conforme d@rea de estudio, llegando incluso a serdo del rumero de dimensiones espaciales en donde se logre el
motivo de controversia entre puristas. auto-atrapamiento por cuestiones puramente no lineales. Es-
Para el presente trabajo, definimos al $olile manera ta posibilidad les transfiere a los solitortggicos espaciales,
general comotuna onda solitaria que no sufre una defor- una mayor riqueza y complejidad de éenenos, tal como la
macbn visible durante su evolum en un medio no lineal” capacidad de producir trayectorias circulares y espirales, fa-
Dicho de otro modo, el sofin es una onda aislada que secilitando el estudio de transferencia de momentum angular en
comporta como paitula al excitarse diversos femenos no  medios no lineales [11-16].
lineales. Otra propiedad de intés en los solitones, es el estudio
En optica, existen dos principales tipos de solitones: sie las interacciones entre ellos [17], siendo esta propiedad
los ferbmenos no lineales logran contrarrestar ebfeeno  por la que se sugii originalmente el nombre disolit on”
de disper$in cromatica (feomeno donde diferentes longi- al ferbmeno, debido a su comportamiento de jgat, ya
tudes de onda viajan a diferentes velocidades) produciendiue los solitones son capaces de experimentanfienos
una invarianza del perfil en el tiempo, se habla de ungsolit de atracdn, repulsbn o transferencia tanto de momentum
optico temporal, mientras que si la no linealidad contrarrestéineal como de momentum angular. En el casasmnsimple
la difraccbn y la invarianza del haz es producida en algunade un solibn de una dimenén, y para un reducidoimero
coordenada espacial, se habla entonces de udrsolitico  de medios no lineales, las interacciones pueden ser tratadas
espacial. En el presente trabajo nos concentraremos en eske manera angica usando unatnica matertica conocida
Gltimo tipo de solitones. Sin embargo, muchos de los coneomo disperdin inversa (Inverse Scattering) [8,15]. Sin em-
ceptos aguexpuestos pueden ser extrapolados a lddete  bargo, para la may@ de los medios no lineales, el&isis
solitonesbpticos temporales, Bsomo a lafsica de solitones mediante simulaciones computacionales se vuelve en muchas
en general [11]. ocasiones, ld@inica herramienta disponible actualmente para
Un haz de luzaser al propagarse en un medio no lineal,realizar estudios de solitones.
puede modificar dindice de refracéin de tal manera que es-
te aum(_ante como r,esultado de una mayor intensidaétsied,l 2. Teoria de solitonespticos espaciales
produciendo un febmeno de un auto-enfocamiento del haz
optico, y oponéndose dsa la tendencia natural del haz de 2.1. La ecuacbn no lineal de Schdinger generalizada
experimentar una divergencia debido al@ereno de difrac-
cion. Si el fetomeno de auto-enfocamiento por cuestiones nd=mpezamos una descripai fisico-materatica de los soli-
lineales y la difracd@n son balanceadas adecuadamente, dpnesopticos espaciales, Salando que la propagaci de

haz no sufria deformadn, créandose dsun solin dptico ~ Un campo edctrico complejo escalal asociado con un haz
espacial. Optico continuo, se puede modelar a partir de la siguiente

La primera observaon con solitones espacia|es reporta- ecuacbn de onda obtenida directamente de las ecuaciones de

da data de 1974 por Ashkin y Bjorkholm [14], al propagar enMaxwell [11]:
una celda llena de vapor de sodio, un haz con un perfil trans- 1 2E 1 2P
e . . . . 2
versal singtrico circular. A bajas potencias, el hasér se ViE-— 92 e o (1)
difractd dentro de la celda, mientras que para altas potencias, 0

el haz se estabilizy se logb propagar sin experimentar una dondec es la velocidad de la luz en el vacy < es la per-
difraccion visible. timitividad del va¢o. La polarizadn inducidaP, se puede

Todos los solitone@pticos requieren que se produzca una€xpPresar como.
excitacbn no lineal I_o suflc!entemente fgerte entre el haz de P(r,t) =P, (r,t)+Pou(r,t), @)
luz laser y el material a tr&s del cual dicho haz se propa-
ga. Esta excitadbn requiere que la distancia de diframti expresbn en la cualP;(r,t) modela los efectos lineales, y
del haz sea comparable con la distancia donde se manifieg,(r,t) aquellos de caractisticas no lineales, y en donde
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representa las coordenadas espaciales. Asumiendo que (i)léacual encapsularel haz en la dimensn y, dejando visible
respuesta no lineal del medio es inséarga, (i) queP,,;(r,t) el fendbmeno de difracdin Hlamente en la coordenadal.a
puede ser considerada como una pertutya@p (r,t), (iii) Eqg. (7) es la ecuagn base que modekartodas nuestras si-
gue el camp@ptico mantiene su polarizaei en propagabn  mulaciones en el presente trabajo: el pringentino de dicha
y adends (iv) que el campOptico es cuasi-monocrdatico, ecuacbn es conocido como ettmino de evoludn o propa-

proponemos una solu en la forma gacbn, el segundoérmino toma en cuenta el féemeno de
difraccion, mientras que dlltimo termino es el responsable
E(r) =¥(r) exp(ifoz), (3)  de caracterizar la no linealidad.

dondefy = 2mng /A, s la constante de propagatien fun-
o . . . 2.2.
cion de la longitud de onda, y ng es elindice de refracéin

en el vago. Se puede demostrar que al asumir la aproximaTanto |a existencia como las diversas propiedades de los soli-
cion paraxial, la envolvente del haptico ¥ (r) cumple con  tones, dependen de manera crucial de los diferentes tipos de
la siguiente ecuadh diferencial no lineal [11,19]: no linealidades. Hacepticos con potencias y perfiles trans-

ov 1 /02U 920 , versales iguales se pueden comportar de manera totalmente

z’ﬁoa—Z +3 (8X2 + 8Y2> + Bokonn (J¥]°)¥ =0, (4) diferente en diversos medios no lineales; delaimportan-
cia del aalisis particular de cada una de las distintas funcio-

dondek = 27/A y 1, es el érmino que modela la no li- NesN(|U|”). A continuacbn se mencionan algunos ejemplos
nealidad en funéin de la intensidad del hamptico|¥|>. Ob- de las funciones no linealesas comunmente utilizadas:
serve que en ausencia de demenos no lineales, la Eq. (4),
se reduce a la ecud@ci paraxial. A continuadh, se define 2.2.1. Medio Kerr
Ny = ngG(\\Il\2), siendon, > 0, el coeficiente Kerr del ma-
terial no lineal. En el estudio deico de solitones, es actica
comin el introducir variables adimensionales, esto con el fi
de facilitar el posterior alisis nunérico. Por lo anterior, se
propone un cambio de variables [11]:

Diferentes clases de no linealidades

El caso del medio no lineal & ampliamente estudiado
r{8,15,18], en el cual la fundn

N([UP*) = £|UP, ®)

modela el llamado medio Kerr. El intes por este medio radi-
ca en que convierte a la Eq. (7) en una ecragitegrable, lo
z=2Z/Lq, U= \/ko|na|LgV¥, (5) gue significa de manera general, que la Eq. (7) adwstiu-
ciones queispueden ser obtenidas attilamente. En el caso
dondew, un paémetro de escala transversal relacionado corlel medio Kerr, la Eq. (7) recibe el nombre particular de ecua-
el ancho del haz inicial {4 = Byw? es conocida como la cibn no lineal de Sclidinger (NLSE, Nonlinear Schdinger
distancia de Rayleigh o la longitud de difraimgi De estama- Equation). En el caso del signo positivo en la Eqg. (8), exis-
nera, la Eq. (4), puede ser reescrita de manera adimensiortaluna no linealidad de auto-enfocamiento, que es el tipo de
como: no linealidad estudiada en el presente trabajo. En el caso del
oU 1 /%U 0U signo negativo, existe una no linealidad de desenfocamiento,
i+ = (2 + 2) N(|U|")U =0, (6) la cual permite la existencia ya no de ondas solitarias bien
0z 2\ 0x%  dy localizadas, sino de zonas de oscuridad bien localizadas, ro-
deadas por un haz continuo y constante de luz, dando lugar
ad a los llamados solitones oscuros [21].

r = X/wy, y=Y/wo,

siendo la fundn N (|U]*) aquella que describe las propieda-
des nolineales del medio, con la conditide N (0) = 0. La
Eq. (6) es conocida comma ecuacon no lineal de Sclidin-
ger generalizad§dGNLSE, por sus siglas en ireg, Generali-
z_e'd Nonlinear S_ckudmger Equation). Se d|c_e que gsta €CURA| excitarse fedmenos no lineales por medio de un bat-
cion es(2 + 1)-dimensional, donde & se refiere al amero

de dimensiones transversales del haz y&lcorresponde a co, la primera contribuon clsica a tomar en cuenta es la
la direccbn de propagadhn enz. Sin em?:ar o} arpa el pre dependencia con respectd)LéjQ , Sin émbargo, para campos
z. , -, , . . P .
de propag: 12. =Ih embargo, p P Opticos de ras altas intensidades, iedice de refracéin de-
sente trabajo se trabagapor simplicidad{inicamente con la

. . i “be modelarse tomando en cuenta oftadenes de contribu-
GNLSE(1 + 1)-dimensional que corresponde a: [11,19,20]: ciones no lineales. Por ejemplo, varios materiales exhiben un

U 10%U ) comportamiento dado por [11,19]
— 4+ -———= + N(U|")U=0 7
IG5 + 5 g0 + N(UPU =0, (7)
En donde la coordenada gina sido simplemente suprimida.
Desde un punto de vistésfco, esta supre@n puede lograr- en donde st; > 0y ¢o < 0, se producia una competencia
se al imponer dos placas paralelas de considerable edtensientre el auto-enfocamiento de tercer orden dado por el coefi-
en un medio no lineal, formandoiagsa guia de onda plana, cientec;, y el auto-desefocamiento de quinto orden dado por

2.2.2. Medios de competim de no linealidades

N(U?) = e [UP + e |U, 9)
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el coeficientecs. A bajas intensidades del haptico, pre- fundamental, al tener una intensidad mayor en la parte cen-
dominaé el efecto del auto-enfocamiento, mientras que par#ral, equivale tami@n a que elndice de refracéin mas alto
altas intensidades, seel efecto de auto-desenfocamiento else encuentra ubicado en dicha fegiDe manera similar, los
gue predomine. Lo anterior dacomo resultado que, en este efectos de difracéin son nas apreciables en la zonaman-

tipo de medios los solitones fundamentales existan hasta ciegosta, que precisamente coincide con la zona central, por lo
to valor de intensidad, ya que deggude cierto valor umbral, que de esta manera es posible el equilibrio entre la difrac-

sblo se podan generar solitones oscuros. cion y los efectos no lineales debidos al auto-enfocamiento.
Sin embargo, esta soldgi invariante a la Eq. (7) utilizando
2.2.3. Medios de saturamn la Eg. (8), no esinica. De hecho, existen uimero infinito

de soluciones de este tipo, quedgsen funddbn al limero de
Otra funcdbn no lineal de inté¥s, es aquella que modela un zeros del perfil/ (z, 0). Los solitones que no poseen nimg

medio de saturadn [19,22], que estrepresentado por cero, los solitones fundamentales, son de manera general los
) mas faciles de reproducir en diversos experimentos en labo-

N(|U\2) _ U] - (10) ratc_)no. A pesar de que el prgsente trabajo se centra en el es-

1+ s|U| tudio de los solitones espaciales fundamentales brillantes, es

importante aclarar que adé@sexisten otras familias sdliti-

: - cas espaciales, que de manera muy general, se pueden clasifi-
serve que s = 0, se recupera la funen dada porla Eq. (8). ¢4y en solitones con diferentes topdiagique pertenecen a un
Este modelo es ampliamente utilizado ya que la satima®  yismo medio, o en solitones que son formados por diferentes

la no linealidad al utilizar altas potencias es bastanteltdm ocanismosisicos. En el primer caso, podemos mencionar
en diversos medios no lineales, tal como ocurre por ejemplqy,mq ejemplo, a los solitones fundamentales vy los solitones
en los materiales fotorrefractivos [11]. ) de diverso$rdenes (aquellos que cuentan con diferentes can-
Existen muchos otros tipos de funcion®¥|U[") que  tigades de ceros en su perfil)j asmo tambén a los vrtices
modelan medios no linealesas exticos, tales como: me- ggjitonicos [23] , azimutones [27] y elipticones [28], mientras
dios no locales [23], medios de no linealidad transitiva [11],que en el segundo caso, podemos mencionar como ejemplo,

medios de saturatn no lineal del tipo logamico satura- o5 solitones fotorefractivos [22], los solitones grises y oscu-
ble [24], medios basados en redesofutas [25], etc. El o5 [21]y los solitones no locales [23], entre otros.

ardlisis particular de los solitones para cada uno los diferen-  A| astudiar el fedmeno solibn. se debe tener presente

tes medios no lineales, constituye ppmssmo todo un reto,  gueel principio materatico de superposion no se cumple
dando lugar a la obterim de toda una variedad de entidadesggte principio sBala que si un sistema acepta una sdnci

en dondes se le conoce como pametro de satura@n. Ob-

solitbnicas con propiedadessicas muy diversas. Ay aden@s una soluéin B, entonces A+B sartambeén una
_ _ solucbn a dicho sistema. De lo anterior se puede demostrar
2.3. Solitones espaciales en la NLSE que al multiplicar la Eq. (12) por una constante diferente a

uno, la soluddn no sefa ya del tipo solibn, perdiendo ada
propiedad de invarianza. Sin embargo y de manera intere-
ante, el superimponer dos solitones de la forma dada por la

(%q. (12), se obtiene un estado compuesto que, ha pasado a
ser comunmente conocido como dafitde segundo orden, a
pesar de que dicho perfil estrictamente no puede ser conside-
rado como solitn bajo nuestra previa definisi. Dicho es-
tado compuesto experimenta cambios @didos durante su
propagadn que esin dados por [26,29]

La obtencbn de soluciones del tipo sdiit medianteécnicas
analticas a la Eq. (7) se reduce a funciodégU|*) muy par-
ticulares. Por ejemplo, para el caso del medio Kerr, se pue
verificar que, proponiendo una sol@nisolibnica del tipo

Uz, z) = S(z) expliv(z, 2)], (11)

donde tantd comoy son funciones puramente reales y uti-
lizando aderas las condiciones: (i) qu¢ = a 'y dS/dx = 0
paraz = 0y (ii) que tantoS comodsS/dx tiendan a cero A[cosh(3z) + cosh (z)] expliz/2]
conforme|z| — oo, lo que asegura obtener una onda solita- U(z,2) = cosh (4x) + 4 cosh (22) + 3cosh (4 2)’
ria, permite encontrar soluciones invariantes en su amplitud
S(z), con un perfil semejante a un haz Gaussiano, en donden la Fig. 1(c), se observa la propagaciel perfil. Observe
solo la faseexp[ip(z, z)] experimented cambios durante la que el haz tiene una periodiciad d¢2.

propagadn. Si aderas buscamos un sdih que sea siétri-

co respecto & = 0, obtenemos la solugn invariante s  2.4. Solitones fundamentales en la GNLSE

basica a la NLSE: el sobin brillante fundamental del medio

(13)

Kerr, que esi dado por [11,26], El problema para encontrar las soluciones del tipo @olit
cuandoN (|U[*) es diferente al caso del medio Kerr, presen-
Ul(x,z) = asech(a z) explia®z/2], (12)  tan complicaciones extraordinarias. De hecho, para la enor-

me mayora de los casos, la Eq. (7) se vuelve no integrable,
dondea es un imero real. En la Fig. 1(b), se muestra el per-lo que significa que dicha ecuéai 9lo posee soluciones que
fil correspondiente a dicho sdiit. Observe que este modo se pueden encontrar pobodos nuraricos o écnicas semi-
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analticas como rétodos de perturbamn. De ahel porqie el  MATLAB tienen implementada la llamada transformada de
mundo de los solitones ha vivido su auge apenas durante I&®urier nmas @pida del Oeste (FFTW) [35]. El &odo del
Ultimos50 ahos aproximadamentépoca que coincide preci- paso dividido de Fourier se usa extensivamente para resolver
samente con el inicio del uso de la computadora coratbm la NLSE en problemas de fibragticas. De manera muy ge-
do para analizar y resolver problemas de alta complejidacheral, el nétodo del paso dividido de Fourier asume que el
Por tal motivo, en el presente trabajo, se ofrece el programeampodpticoU se propaga de a z + h calculando el efecto
PetviaMex que es unadigo abierto y libre, escrito en MA- de difraccon de forma separada al de la no linealidad. Pa-
TLAB, en donde se ha implementado eétodo nunérico de  ra una explicadn mas detallada de esteétodo, se puede
Petviashvili [30,31,32], para encontrar solitones fundamentarevisar el apndice B.

les ala GNLSE descrita por la Eq. (7). Dichimdigo propone

soluciones soliinicas fundamentales de la forma: 2.6. Estabilidad de las ondas solitarias

U(z, 2) =O(z)exp(iC2), (14)  Si el principio de superposizn no es %’ali_do en medios no
lineales, entonces la pregunta: &axcurria durante la pro-
en donde la funéin real©(z) y su derivada tienden a cero pagacdn si se perturba ligeramente el perfil ideal e inicial del
conforme|z| — oo y el paémetro¢ > 0, recibe el nombre soliton? no tiene una respuesta trivial. Para conocer esta res-
deconstante de progatn del solibn. En el afendice Ase ex- puesta se realiza un alisis de estabilidad de solitones. Y es
plica mas a fondo el ratodo de Petviashvili. Una de las ven- que la sola existencia de solitones, resolviendo ya seéianal
tajas de este algoritmo, es su altatiazle convergencia, ya C€a 0 nunéricamente la Eq. (7) no garantiza su estabilidad
que esta es pcticamente independiente deégian cercana €n la propagadin [20]. Para fines de este trabajo, un $oiit
se encuentre la “solusi” inicial propuesta respecto a la so- S€ considerar estable si, sufriendo una perturbacion inicial,
lucibn verdadera. Esto contrario a otros algoritmos iterativo§u intensidad se mantiene relativamente invariante durante su
mas especializados en la literatura, en donde la “soitici Propagadn. Los solitones que son estables a lo largo de su
inicial propuesta (o ansatz), debe encontrarse muy cercanaPgopagadn son de importancia fundamental, ya que son los
la solucbn verdadera para que se produzca una convergefnicos solitones capaces de ser observados experimentalmen-
cia en el algoritmo. Por otro lado, la desventaja del algoritmde.
de Petviashvili, es qué® pueden obtenerse exclusivamente  Para el caso de los solitones temporales, los efectos no li-
los solitones fundamentales. neales sonébiles, por lo que la funén utilizada enla Eq. (7)
Una manera de caracterizar a los solitones obtenidodara como resultado siempre modelos integrables o casi inte-
numéricamente, es a tras del @lculo de la potenci® [11], grables, resultando en solitones temporales estables o cuasi-
estables, quetdo tendén pequias variaciones que paur
7 I ser analizadas mediante teode perturbaciones.
P(¢) = / U (2,0)]* d = / U(x,2)[ dz,  (15) Sin embargo, en el caso de los solitones espaciales, sus
oo oo inestabilidades se encuentran asociadas con efectos no trivia-
) ) ) ) . les de diferente naturaleza que vaasralh de la tedia de
note que dicha cantidad es invariante en la propagagi  perturbaciones. Por lo que de manera general, ebsditie-
adenas que se encuentra en funride la constante de pro- e propagarse durante distancias extremadamente largas para

pagacdn del solibn . analizar la apariéin de eventuales cambios en su intensidad,
] . decidiendo édssi el solibn es estable o inestable. Este proceso
2.5. Propagacbn de solitones fundamentales es normalmente acelerado &balir una componente aleatoria

de ruido al solibn, para desps propagar el perfil perturba-
un arélisis de sus diversas propiedadesadiicas. utilizando do. En el caso de los solitones fundamentales brillantes existe
prop ’ adenas un criterio de estabilidad conocido como criterio de

gggﬁiggngg:g ;glc?i:ﬁ;re?aIIiscs&\(ljlgc?ljealez?emgrgrcee\gsmsinz)efrec\éakh”ov_ Kololfov. De manera ggneral, dlcho criterio estable-
' . L ! Cé que, un solitin fundamental sérestable siempre y cuando

el programaSSEMex que tamk&én es un adigo abierto y cumpla con la siguiente condasi [20,36]

libre, realizado en MATLAB, en donde se encuentra imple- '

mentado el ratodo del paso dividido de Fourier (o split-step ap >

Fourier method) [15,33,34]. Dicho &vodo de propagabn d¢

paraxial no lineal eétbasado en la transformada de Fourier, Es importante remarcar que el criterio de Vakhitov-

y es uno de los &todos enlistados bajo el nombre degtmr  Kolokov aplica $lo para solitones fundamentales y no pa-

dos pseudo-espectrales” [8]. EEtodo del paso dividido de ra otras entidades como uprtice solibnico. Dicho criterio

Fourier realiza el procesamiento ddaulos mucho ras @pi-  puede ser utilizado tamém en el caso de perfiles espaciales

do que otros ratodos nuraricos, como por ejemplo aquellos bidimensionales, demostrandd asr ejemplo, que los soli-

basados en diferencias finitas. Lagazle esto es que usa tones espaciales en dos dimensiones son siempre estables pa-

algoritmos muy eficientes como la transformadaida de ra el caso de propag#ci en un medio de saturéci, mientras

Fourier (FFT), adei@s de que las versionesasirecientes de que en el caso del medio Kerr, son siempre inestables.

Una vez obtenida la solum tipo solibn, es posible realizar

0, (16)
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2.7. Empleando con cuidado la GNLSE de dispergin inversa, ya que de lo contrario, se halalan-
tonces estrictamente de ondas solitarias que al sufrir alguna
La Eq. (6) es considerada una de las ecuaciones universalggiision, podian modificarse o incluso destruirse por com-
enoptica no lineal. Sin embargo, nos gu&aadvertir de al- pleto. Sin embargo, desde un punto de vista muchs fai-
gunas situaciones en donde el uso de dicha etngmiede ¢ tg) distincbn materatica entre solitones y ondas solitarias
dar lugar a la obtenon de resultados émeos en las simu- o5 mucho ras relajada, siendo ambd@shinos considerados

laciones computacionales. Por ejemplo, en la defrade  normalmente sinimos, como es el caso manejado en el pre-
la Eq. (6) se asume que el campo del lb@tico mantiene  gsente documento.

su polarizadn. Sin embargo, al utilizar dos componentes or-

togonales de un&do campobptico (en el caso de un medio L. . L.
birrefringente), o al utilizar dos o &s campogpticos con la 3 Labpratono virtual de solitones opticos es-
misma polarizacin pero con diferentes frecuencias, se puede  paciales

demostrar que efectivamente, existe la posibilidad de forma—I dio d i . il . in |
cion de solitonespticos, pero en ambos casos se hace y&! €studio de solitonespticos espaciales requiere sin lugar

referencia a los solitones vectoriales, que ya no son modé! dudas, del uso de una computadora para lievar a cabo cier-

lados por Eq. (6), sino en su lugar resultan de una serie d@s tipos de aallgls. En gsta secm:m, sé presen.tan algunos
ecuaciones no lineales de Satlinger acopladas resultados obtenidos utilizando loédigos PetviaMex vy

Otro tipo de situadin en donde hay que ser cautelososSSFEMex esperando alcanzar dos objetivos: primero, el de

con el uso de la Eq. (6) , es cuando se utiliza un funcionarleforzar e ilustrar la teda de los solitone$pticos espacia-

no lineal que no sea del tipo Kerr. Por ejemplo, si se tiene ulfS anteriormente descrita y segundo, el de estimular la ex-
funcion con una no linealidad de m-potencia dado por ploracbn de los solitone$pticos espaciales. Ambo$di-
gos pueden ejecutarse sin necesidad de saber programar en

N(UP) = £ |UP™, (17) MATLAB, ya que tan $lo se necesita escribir el respectivo

) nombre del 6digo en la ventana de comandos, para luego ir
se puede mostrar que este caso la GNLSE permite propaggkieccionando las diversas opciones presentadas. Una ventaja

solitones cuya enefg puede liegar a concentrarse de manergje amnos adigos, es que pueden ser modificados/depurados
inmediata en un punto durante la propagaciproduciendo  harg incluir/eliminar diversos procesos o datos de los algo-

una singularidad en la intensidad del haz oi@eno que re-  jimos a conveniencia del usuario; por ejemplo, amifti-c
cibe el nombre deolapso del happtico[11]. Dicho colapso o5 pueden ser modificados para realizar el estudio de soli-
ocurre de manera general, cuand® > 2, dondeD es la  ygnes pidimensionales. En un computadora promedio actual
dimensodn transversal del haaptico a investigar. En el caso de escritorio, para una < 10, y utilizando la configuraéin
espedico de los solitones espaciales bidimensionales, el M&sriginal de los programas @imero de puntos de discretiza-
dio Kerr (m = 1) es suficiente para inducir el colapso del hazci()n, rimero de pasos a desplegar, opciones delimec),
optico. En el caso del haz unidimensional pero@os 2,s€  .a4a simuladin debe ejecutarse en menos Ideminutos.
puede producir el colapso del haz, tal como se puede obsernvafpos ®digos pueden ser descargados en la siguiente liga:
en la Fig. 3 (a). Al ocurrir la aparioh de dicha singularidad http://homepages.mty.itesm.mx/slopez/codigos. Ateonti-

en las simulaciones, hay que incluir otro tipo dednos  1;5chn se presentan algunos resultados obtenidos con dichos
para modificar la Eq. (6), tal como tomar en cuenta efectos NBrogramas, en@hde con cada simulami realizada, se dis-

paraxiales, para adescribir entonces un mod,el_camreallsta cute e ilustra ade@rs un aspecto fundamental de isida de
de la propagaéin del haz en el medio en cuésti solitonesbpticos espaciales.

Asi como hay que tener cautela al emplear la GNLSE,
tambien se debe tomar cierta precaaurccon el uso deBrmi- 31 pemostrachn de la invarianza del solibn
no solibn, sobre todo cuando se trabaja de una manera multi-
disciplinaria. Como se mencibéranteriormente, la definieh ~ En la Fig. 1(a)-(b) se presentan los resultados de la propaga-
formal del solibn vaia entre los diferentes campos de estu-cion de un haz Gaussiano (de ancho y amplitud unitaria) y
dio cientficos. Desde un punto de visteammateratico, se  de un haz solé@nico en un medio Kerr, respectivamente. Ob-
hace la distindn formal entre solitones y ondas solitarias. serve que mientras el haz Gaussiano sufre de una difracci
Siendo los solitones ondas solitarias, un éolindenas de-  visible paraz = 5, el solitbn mantiene el perfil de intensidad
be ser capaz de experimentar colisionéstitas (aquellas inicial incluso paraz = 10, formando absu propia gia de
en donde no existe un&mlida de enefg al interactuar con onda durante toda la propagaci De manera general, se pue-
otros solitones), acomo tambén un solibn debe de poseer de pensar que tanto la intensidad como la forma del perfil, son
un niomero infinito de cantidades de conseréacicomo lo  los adecuados en el caso del swilipara excitar un proceso
son: la potencia, el momentum, el Hamiltoniano, adsme no lineal de auto-enfocamiento, que balancea y contrarresta
conservar otras cantidades que no poseen una interfretaciel fenbmeno inherente de difraési del haz, resultando en
fisica, por lo menos no de una manera directa. Por ende, esna canceladin mutua de ambos fémenos, propandose
trictamente un soliin Plo exisitia cuando el sistema estu- ad un hazoptico invariante. En todas las simulaciones pre-
diado sea integrable y se pueda analizar utilizandedaita sentadas en este trabajo, se muestra la intensidad dephaz
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FIGURA 1. Propagadin en un medio Kerr de (a) un haz Gaussiano, (b) un&olPropagadin de un haz compuesto (solit de segundo
orden) en (c) un medio Kerr, (d) un medio de saturacton paametros = 0.1.

5

tico |U(x,z)|*, en lugar de la amplitud. Lo anterior debi- no lineales, es indispensable utilizar alguienica nurérica
do a que la intensidad es realmente el perfil percibido por gbara obtener los perfiles sdiiticos.

ojo humano. Aderas, se muestran las propagaciones en vi-

sualizaciones d& o 3 dimensiones, sin que exista alguna

diferencia fsica del perfil real entre ambos formatos. 3.3. Solitones del tipo no Kerr

Para ilustrar la obtengn de perfiles solitnicos a traés del
programaPetvia Mex, mostramos primeramente los resulta-
Para mostrar@mo la propagaéin de un habptico es parti- dos de propagar el pefil sdiico dado por la Eq.(12), pero
cularmente sensible a diferentes medios no lineales, se muge€alizando la propagami tanto en un medio de saturdgi

tran en las Figs. 1(c)-(d) las propagaciones de un haz descri@g@mo en un medio de compefici de no linealidadesomo

por la Eq. (13). Observe que dicho haz se comporta de m&e muestra en la Fig. 2. (a) y (d) respectivamente. Observe
nera perbdica durante su propagacion en el medio Kerr Figque para ambos casos el perfil inicial experimenta deforma-
1(c), mientras que el mismo perfil inicial, al propagarlo en unciones, lo cual claramente muestra que no es urosolRa-
medio de saturadh (s = 0.1), el cual puede ser considera- ra obtener los perfiles sadihicos correspondientes, se man-
do como un perturbagn al medio Kerr, pierde la periodici- da ejecutar primero el programa &etviaMex, utilizando

dad anterior como se observa en la Fig. 1(d). Esto muest@ = 1 para ambos medios no lineales, obteniendo los perfi-
que cada medio no lineal admiilo solitones o estados les mostrados en la Fig. 2 (b) y (e) que corresponden al caso
compuestos con un perfil transversal incial muy ejpec Y ~ del medio de saturaon y de competidéin de no linealida-
aunque para ciertos casos, es posible realizar aproximacionées respectivamente. A continuaise carga dicho perfil en

de los perfiles solitnicos con haces Gaussianos mediante un&l programaSSEMex para realizar su propagaci. Observe
técnica semi-angiica de afinad@n de paametros (ancho del que ambos perfiles en la Fig. 2 (c) y (f) mantienen esta vez
haz, amplitud, etc), que es conocida como éktado varia-  Su invarianza, corroborando que son los correspondientes so-
cional para solitones [37], para la majmde los materiales litones.

3.2. Importancia del medio no lineal en la propaga@n
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FIGURA 2. Propagadn de perfiles iniciales sofinicos que corresponden al medio Kerr, pero propagados en un medio de (a) aturaci
(s = 0.5) y (d) competencias de no linealidades & 1y c2 = 1). Perfiles solibnicos que corresponden a los anteriormente mencionados
medios de (b) saturami y (e) competidn de no linealidades. En ambos cagcs1. Propagadin de los respectivos solitones obtenidos
numéricamente, en los medios de (c) satusagi (f) competicbn de nolinealidades.

3.4. Colapso del haz lor pico de intensidad, esto debido al é&neno no lineal de
auto-enfocamiento. Sin embargo, a un cierto valor de distan-

Para ilustrar el febmeno del colapso de haz, se muestra enjg (2 Z 1.6), dicho crecimiento se vuele exponencial y se

la Fig. 3 (a) la propagaon realizada a partir de una con- produce apidamente un incremento singular en la intensidad,

dicion inicial de la formal/(z,0) = exp(—2®/4) y cuya jnvalidando desde esa distancia la sim@adie la propaga-

propagadn se ha realizado en un medio de compétigle  ¢jon, ya que dicho efecto darcontrarrestadddicamente por

no linealidades com; = 0y ¢ = +1. Observe que con- algin feromeno de saturai o de otrdndole.

forme se propaga el hdmptico, existe un incremento del va-
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FIGURA 3. (a) Demostradin del feromeno de colpaso de héptico, en un medio de no linealidad de quinto orden. Interacciones de solitones
en un medio Kerr, comg = 3. Los solitones se encuentran (b) en fase=(0), (c) en contrafas€o = ) y (d) desfasadoto = 7/4).

3.5. Caracteiistica de parficula: interaccion entre soli- 3.6. Andlisis numérico de la estabilidad de solitones
tones
Una parte crucial en el estudio de los solitobpsicos espa-
El comportamiento de pacula de los solitonespticos es-  cigles, es determinar si las soluciones éalitas son estables.
paciales, se puede ilustrar mediante dos solitones que inicia\zediante el 6digo dePetviaMex, se obtienen primeramen-
mente se encuentran cercanos entre ellos. Para un medio KgH,|og perfiles de los solitones para los cases y ¢ = 0.5,
dicha condiabn inicial se encuentra expresada por: mostrados en las Fig. 4(a) y Fig. 4(d) respectivamente, en
U(z,0) = sech(z + 20) + sech(z — z0) exp(io), (18) donde ambos casos corresponden a un mediq de conmpetici
conc; = 0.7y co = +1. Al propagar ambos solitones, se ob-
en donder, cuantifica la distancia de sepai@tientre soli- servainvarianza en el perfil de intensidad, taho es natural
tones, y el paametrop, es la fase relativa que existe entre de esperarse, tanto para el casqeé y ( = 0.5, como se
ambas ondas solitarias. En la Fig. 3(b)-(d) se muestran lasiuestran en la Fig. 4(b) y (e) respectivamente. A continua-
resultados de las propagaciones oSk 0, los solitones se  cion, para nuestro aifisis de estabilidad nuenica, se repiten
encuentran en fase, por lo que existe una interferencia conambas propagaciones, pero esta vezisela un valoripico
tructiva en su parte central, lo que produce un aumento delel 10 % de perturbadin (o ruido) al perfil inicial, esto con
indice de refracéin en esa zona, dando como consecuencial fin de acelerar el proceso de apabacile inestabilidades.
un ferbmeno de atracéh como se muestra en la Fig. 3(b). Si Observe que par@=5, el soliton con ruido muestra esta vez
o = w, se tienen solitones en contrafase, o de manera equén la Fig. 5(c) cambios importantes en la intensidad duran-
valente, se habla de una interferencia destructiva, que se tree propagadn, con lo cual se concluye que el soifit con
ducen en una disminumi delindice de refracéin alrededor (=5 es inestable. Sin embargo, para el cas¢-€e.5, el per-
dex = 0, produciendo entonces un fameno de repulén, fil mostrado en la Fig. 4(f) se mantiene cuasi-invariante, por
como se puede apreciar en Fig. 3(c). Para otros valores de cual se dice que para este caso se tiene urbadistable,
0, se producen diémmicas mas complejas, combinando zo- porlo menos para < 10. De esta forma se concluye, que en
nas de atracbn y zonas de repufsn, como se observa en la un arreglo experimental semés fcil observar solitones con
Fig. 4(d), en donde = /4. ¢ =0.5.
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FIGURA 4. Perfiles solibnicos en un medio de compebai de no linealidades, en donde= 0.7y co = 1,con (@)¢ =5y (d) ¢ =0.5.

Propagadn de los solitones sin habefiadido ruido, para (b =5y (d) ¢ = 0.5. Propagadn de los solitonesf@adiendo 10 % de ruido
para(c) =5y (f) ( =0.5.

4. Conclusiones tener soluciones fundamentales gmiitas, yYSSEMex que

es un programa para realizar propagagaraxial de campos
, .. M escalares complejos en medios no lineales. Se espera que am-

Se ha presentado una introduntia la teora basica sobre pi€] . : -esperadg

. e R bos programas ayuden a incrementar y difundir el @gtqor
solitonesbpticos, concenéindose en los solitonégpticos es- R 2. " . L

. - . . 4 alizar investigadin en elarea de los solitondspticos espa-
paciales unidimensionales. Se ha reforzando e ilustrando di- . , .

) . o . Ciales, ascomo tambén a despertar un mayor inésrpor el
cha teora mediante dos programas diio libre y abierto g .
) ) area de laikica no lineal en general.

en MATLAB: PetviaMex que es un programa capaz de ob-

Rev. Mex. Fis60(2014) 39-50



ONDAS SOLITARIAS NO LINEALES: UNA INTRODUCCON A LOS SOLITONESOPTICOS ESPACIALES 49

Apéndice A continuacon integramos la GNLSE con respecto g
_ _ N obtenemos:
A. El método de relajacbn de Petviashvili h
dU
La implementadn de dicho algoritmo se basa en reescribir / / Ddz + / Ndz, (25)
la Eq. (7) como:
1620 ) La solucbn de dicha ecuagn, utilizando notadin de opera-

—(O+5 55 +N(8]")e=0, (19)  dores esta dada por:

en donde se ha propuesto lasiqueda de un sotin de la for- U(z+ h,x) = [e’Lﬁ+’LN}U(z7 x), (26)

ma descrita por la Eq. (14). Aplicando una transforroace _ ) R
Fourier F', de tal forma qué“{©} =0 y recordando que en €n donde no hay que perder de vista que ta¥itoomo D

= k2 © dondek, corres- SON operadores que no conmutdin embargo, al utilizar el
ponde a la frecuencia espacial, se obtiene teorema de Baker—Hausdorff [15]:
—gé—1k2é+ﬁ—o (20) exp(hD) exp(hN) = exp((hD + hN)
2" o

+1/2[hD,AN] +...),  (27)
dondeN = F{N(|6]*)©}. Despejando par@ y sugerien-

do un procedimiento iterativo se obtiene en donde los corchetes indican el conmutador de operadores,

[6,3] =ab—ba y asumiendo que el paso de propagadi
_ N(@ ) es muy pequ#o, los operadoreB y N de la Eq. (26) pueden
@n+1zm, (21)  aproximarse por

en donde el suibdicen representa la—ésima iteradn del U(z + h,z) = "P[e"VU (2, 2)], (28)
algoritmo. El procedimiento iterativo dado por la ecaaci
anterior usualmente diverge, por lo que es necesario introd
cir un factor de estabilizaon M,,, corrigiendo el proceso de

L(iie tal forma que el operador exponen%lf’aclua sobre la
funcion U (z, '), mientras que el operadeft”actia sobre to-

iterachbn a do el argumento. Esto es equivalente a resolver la GNLSE
_ 7 tomando en cuenta primerdlamente el efecto no lineal, ha-
N(@n) ¥ . ~ ,
@n+1=m no (22)  ciendoD = 0, para luego tomartso en cuenta los efectos de-
v bidos ®lo a la difraccbn haciendaV = 0. Recordando que
en donde el factor de estabilizaniesh dado por: en el dominio de Fourief)(k) - —i%kﬁ dondek, corres-
- ) ponde a la frecuencia espacial y aplicando transformaciones
[ (C+1/2k2) (:)’ dk, de Fourier, podemos resolver finalmente la Eq.(28) obtenien-
M, === , (23 9o
f N(©4)6"dks Uz +h) = FH e ™ Pl Uz, 2))}),  (29)

en dondex significa el complejo conjugado y es un €N QOndeF y 1 representan la transformada y transforma-
paametro libre que al cumplir la condam del<y<3, pue- dainversade Fourler'r.espectjvamente. o
de llegar a producir la convergencia requerida en la Eq. (22). En resumen, al utilizar el &todo de paso divido de Fou-

La convergencia se produce conforig — 1. rier, el campoU se propaga una distancia pefjaé: bajo
la influenciatinicamente del efecto no lineal, para deéspu

i o _ considerafinicamente los efectos debidos a la difracgire-
B. El método de paso dividido de Fourier pitiendose tal proceso hasta alcanzar la distancia de propaga-

. ) o ) cion requerida.
Para describir este algoritmo de propagagaraxial en me-

dios no lineales, estil reescribir la Eq. (7) en forma de ope- .
radores: Agradecimientos

ou - N
2 [D + NJU, (24)  Este documento cobtcon el respaldo y apoyo por parte

. del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnobg(Proyecto
dondeD = ¢
ta el efecto de dlfracon yN =i N(|UJ?) es el operador (CAT 141)
gue representa la no linealidad del medio donde se propaga Agradecemos el equipo computacional facilitado por
el campo. LABMEMS.
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