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En el proceso de aprendizaje@sinvolucrados varios hechos y actividades importantes. Algunas acciones como l@djdalesiposidn

de ideas y el desarrollo de proyectos,@smo la posible soludn de diferentes problemas planteados pueden ser complementadas con el us
de tecnologas comunes, hechos experimentales y materiales visualgidas. Consideramos que la diséumsde diferentes proposiciones

o0 técnicas para resolver una tarea eéfmc contribuye a la interadn entre los estudiantes y, en el caso de los algoritmo®hpuato,

los capacita para construir sus propias herramientas experimentales. Diferentes situaciones, preguntas, resultados o predicciones pue
propuestos y discutidos durante y despde la construcgh de un programa dédmputo que presenta, en tiempo real, unavisinimada
tridimensional de la soluéh nunerica. En este trabajo presentamos una dedoaie los algoritmos de Verlet y los aplicamos a algunos
sistemas memicos particulares, comenzando con laipata libre y agregando, cada vez, algunas consideracigsieas que incorporan,

de manera gradual, complejidad al problema.

Descriptores: Modelacbn computacional; simula@n; computo educacional.

In the process of learning there are several important events and activities involved. Some actions such as discussion, exposition of
and the development of projects or the possible solution of different shown problems can be complemented with the use of common t
nologies, experimental facts and visual didactic materials. We consider that the discussion of different propositions or techniques that s
some specific tasks contributes to the interaction between students and, in the case of computer algorithms, enable them to build thei
experimental tools. Different situations, questions, results or predictions can be proposed and discussed during and after the construct
a computer program that shows in real time an animated visual 3D view of the numeric solution. We present deduction of Verlet's algorith
and apply them to some particular mechanical systems begining with free particle, and adding in each time some physical consideration:
involves more complexity in the problem.

Keywords: Computational modelling; simulation; educational computing.

PACS: 45.10.-b; 05.45.Pq; 01.50.H-

1. Introduccion de quienes los hemos usado) es la de resolver las ecuacione:
de movimiento de sistemas formados por muchasquaais

La mayofa de los problemas que enfrenta la ciencia en esen los que pueden haber interacciones de diferentes formas

tos das se encuentrantimamente vinculados con el uso y (gravitacional, eéctrica, dipolar, de coliéh, etc.) e incluso

la aplicacén de las computadoras. Ya sea para resolver pagntre diferentes tipos de pamtlas. Por mencionar un caso,

te de algin problema (evaluagh de una integral, resolm  S€ puede pensar en un sistema con un solvente neutro (cuyos

de un sistema de ecuaciones, etc.) o bien, desga tener el atomos no interagain o lo hacen de manera mughd) en

modelo correspondiente, construir una sdnalel problema €l que se encuentran diluidos iones positivos y negativos en

lo mas completa posible. Otra posibilidad en el estudio de dila misma cantidad. EI problema se puede hacas mmas

ferentes sistemas consiste en: partiendo de ciertasdsisy ~ complejo, si, por ejemplo, se introduce una placa conductora

parametros, realizar una simuléci que nos permita observar Sobre la cuallos iones induéin, en cada instante, distribucio-

Comportamientog que probab|emente no iﬂ)‘dos verenun nNes superficiales locales de carga que, obviamente, iacidir

laboratorio o por medio de una solanianaitica. en la diramica de los iones cercanos. Los téosy sobre to-
Tanto la soludn de un modelo en la manera tradicional dq la geom?i? de las pa’rl;u_las participantes son un,a. com-

(Ilas variables como fungh del tiempo) o en el espacio natu- Plicacion adicional muy ditil de tratar de manera anata

ral de la diamica €l espacio fas@, como la simuladin de  © incluso nurerica [3,4].

eventos o femenos ras alh de la materia inanimada son de El principio general de los algoritmos de Verlet consiste

gran importancia, en general, erbefbito de lainvestigadh  en resolver las ecuaciones de movimiento de cada una de las

cienffica. parfculas que incluyen las interacciones, en principio, con
La intencbn de los algoritmos de Verlet (o por lo menos todas las de#s. La suma de todas las interacciones de to-
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das las paftulas, junto con los campos exteriores, sobre und.a idea es que esta soloai aproximada nos permita discer-

parfcula elegida resultaren la fuerza neta que &et por un  nir sobre el comportamiento del sistema bajo estudio con la

instante (dado que todas las peutas se encuentran en mo- menor cantidad de error posible y, para muchos problemas

vimiento continuo), sobresta. Laécnica computacional que reales, sin la necesidad ebgita de un laboratorio. Reque-

hace uso de esta idea se conoce coma@mina Molecular. rimos de la soludin, por un lado, que haga una buena des-

Esta €cnica es aplicada principalmente en la simd@lacle cripcion del evento o febmeno y, por otro, la posibilidad de

sistemas de muchas partlas en los que se asume, o se pro-predecit’’ el comportamiento futuro del sistema (al menos

pone, el tipo de interadn que interviene entre cada par de dentro de urambito restringido).

parfculag®.

Por un lado, en este &rtilo pretendemos mostrar, con 2.1. Las brmulas de Verlet

ejemplos ipicos de la me@nica chsica, la aplicaén y utili- . . . .

dad de las ecuaciones que conforman el algoritmo de veIoc‘\-/.l(?m:'onamOS €n un :"‘?”'.0 anterior [5] Ia.forma y el sig-

dades de Verlet el cualdbicamente, nos dice @ato cambia hificado de una EeXpren simple que nos sirve como funda-
mento y como algoritmo para describir el movimiento rec-

la posicbn de un cuerpo y @nto su velocidad, en un in- .. : L .
élmeo uniforme en un espacio sin fuerzas que tiene como

tervalo pequio de tiempo, cuando ese cuerpo se encuentr se |a discretizati del tiempo. Dada una cantidad pe
sujeto a fuerzas. Otro aspecto que rescatamos en este tra o : 2 el iempo. u : P
qyena, constante, se tiene

jo es la propuesta de los programas correspondientes bajo
idea de que puedan ser implementados en clases ordinarias dr = vdt

0 en sesiones tipo taller donde, a #avde la cooperatn y _ .

la discusbn, se logren avances significativos en el entendi®; €n dos'y tres dimensiones,

miento de los femenos de la mémica y en la conceptua- dF — Tdt

lizacion tebrica correspondiente. Las soluciones propuestas ’

agu no son, desde lueganicas y esin pensadas de manera donded es un vector constante que representa la velocidad
que, cada algoritmo o programa, pueda modificarse de malel movil mientras quelr = 7(t + dt) — 7(t) es la diferencia
nera mnima para resolver otro problemaamcomplejo. Se de posiciones en el espacio entre el instangeel instante
propone un conjunto de problemas o preguntas a manera de- dt. Entonces
ejercicio colectivo o personal (tarea) adele las que surjan

en la diramica del curso.

La Sec. 2 et dedicada a la deduéci de los algorit-  nos permite encontrar la pogici en el tiempa+dt en &rmi-
mos deleap-Frogy de velocidadede Verlet, mientras que la nos de la posiéin al tiempot y de la velocidad del @vil 7.
Sec. 3 adesarrollar e implementar ejemplos de apboadl  Esta forma de calcular las posiciones sucesivas de un objeto,
ultimo de estos algoritmos a diferentes casos dedst@am-  en pequéos pasos discretos de tiemyo es una aplicadn
po gravitacional, colisiones &ticas e indisticas, paredes, del método de Euler de primer orden [6].
etc.). El problema de dos cuerposzsiscutido en la Sec. 4; Una mejor aproximaéi, itil adenas cuando la veloci-
en la Sec. 5, se ejemplific@mo plantear y resolver niemi-  dad no es constante, resulta de considerar las expansiones en

camente el problema de tres cuerpos. La generalina®®  serie de Taylor de las cantidadés + dt) y 7(t — dt):
estas ideas puede dirigir de manera directa a la implementa- 52 P

Pt + dt) = 7(t) + dt

cion de programas de DAmica Molecular para sistemas de Flt+dt) = 7(t) + dt—7(t) + — —Ft) +... (1)
muchas paftulas. dt 2 dt?
d dt? d?
7t —dt) = 7(t) — dt%F(t) + 7@7?@) —.. (2
2. Las ecuaciones de movimiento discretas Sumando ambas ecuaciones y truncando la serie obtenida

o ) ) _a partir de losérminos de cuarto ordé&i tenemos:
Bajo ciertas circunstancias los problemas planteados no tie-

nen una soluéin anaitica. De manera particular, problemas F(t + dt) = 27(t) — 7(t — dt) + a(t)dt?, (3)
asociados con ecuaciones no lineales tienen pocas pOSibiande

dades de ser resueltos con expresiones cerradas, en principio L d. d?

exactas. Dos ejemplos concretos y elementales dentro de la a= %U(t) = @T(t)-

Mecanica son: el gndulo simple, que suele reducirse -para  ademas, una buena aproximadi para la velocidad (a se-

efectos téricos- al caso de oscilaciones pefasg, y las fuer-  gundo orden de precisn) es obtenida de la resta de (1) y (2)
zas de fricadn, que suelen depender de potencias de la velo-
[7(t + dt) — 7(t — dt)]/2dL, (4)

cidad, lo cual vuelve al problema, como mencionamos antes, v(t) =
no lineal y sin p93|bllldades de serresuelto de manera Cerra%%ndeﬁ(t) _ dif(t). Esta expresin equivale, sustituyendo
en la gran mayda de los casos. . t
L. ) . el tiempot — ¢ + dt, a
La propuesta de una soléci aproximada a diferentes
problemas resulta, entonces, una necesidad impostergable. U(t + dt) = [F(t + 2dt) — 7(t)]/2dt. (5)
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Las expresiones (3) y (5) conforman el algoritmasico de
Verlet oLeap-Frog[3,4].

Sin embargo, cuando el movimiento involucra fuerzas, se
requieren conocer simaiheamente las dos cantidades que

definen el estado de movimiento de la parta (su posi@n
y velocidad). Es decir, si conocemos las posiciofiés) y
velocidadeg; (o) coni = 1,2, 3. .. de las paitulas involu-
cradas en el sistema en el tiemgpentonces debe&mos po-

der conocer los valores de las posiciones y velocidades deg-

pués de un intervaldt de tiempo; (tg + dt) y U;(to + dt).

Esto es complicado en el algoritmo original de Verlet (3) y (5)

puesto que para conocer la po8itly la velocidad em + dt
se requiere conocer la posiaient,t — dt y t + 2dt.

. . . y
Con el objetivo de tener las posiciones y velocidades

evaluadas en el mismo instante -lo que hades rolaro el

algoritmo- vamos a transformar un poco las relaciones (3)

y (5). Deéstalltima, sumando y restando algun@snhinos
por conveniencia, tendremos

B(t + dt) = %[m +2dt) — 7(E) + 7t + db)

— 7t +dt) + 7(t — dt) — 7t — dt))

Pt 4 dt) — 7t — di)

N 2dt

7(t + 2dt) — 7(t) — 7(t + dt) + 7(t — dt)
+ .
2dt

donde el primer &mino corresponde a(t) sedin la
expresbn (4). Por otro lado, reemplazando drrhino
—7(t+dt) por—27(t+dt)+7(t+dt) y el ttrmino—(t) por
—27(t) + 7(t) se tiene

dt [7(t+ 2dt) — 27°(t + dt) + 7(t)
2 dt?

L7+ dt) = 27(8) + 7t — db)

dt?

Tt + dt) = (t) +

gue es lo mismo, de acuerdo a (3), que

Tt + dt) = F(t) + %[a(t +dt) + a(t)]

y a4, finalmente, las ecuaciones a@dgoritmo de velocidades

de Verletson:

F(t + dt) = 7(t) + v(t)dt + a(t)dt* /2 (6)

Tt + dt) = 6(t) + [a(t) + a(t + db)ldt/2.  (7)

Una cuestin importante para fines gcticos es el si-
guiente hecho: lo que se puede evaluar o conagerori en

y
Gt + dt) = O(t) + [F(t) + F(t + dt)|dt/2m,  (9)

nos permiten obtener resultados evaluando las fuerzas que in-
tervienen en el problema. Hay que notar que las expresiones
(8) y (9) pueden interpretarse como los incrementos (o los
cambios) en la posion y en la velocidad de la pactla: si
pasamos restando al lado izquierdo el prindemino de cada

na de las expresiones del lado derecho se tienen los cambios
e posicbn y velocidad entrey ¢ + dt:

dif = T(t)dt + F(t)dt*/2m (10)

dv = [F(t) + F(t + dt)]dt/2m.

De esta manera, las expresiones (10) y (11) represen-
tan los incrementos correspondientes al desplazamiento y al
cambio de velocidad que sufre una jpauta bajo el efecto de
una fuerza netd’. En el caso de dos paulas con interac-
cion mutua hakir que evaluar la fuerza una sola vez ya que,
de acuerdo a la tercera ley de Newton, esta misma fuerza con
sentido contrario, actuarsobre la otra pddula.

(11)

3. Aplicaciones elementales diacticas

En la presente sedm se discuten e implementan los progra-
mas correspondientes a la @imica de una sola pécula par-
tiendo del caso @&s simple e incrementando la complejidad
del problema en cada caso. Los ejemplos van de lacpéat
libre hasta una consfii@la al movimiento dentro de una caja
y sujeta a un campo gravitacional uniforme.

3.1. Parficula libre

El caso nas simple que se estudia en la reica es el de

la paricula libre: una paftula puntual (de preferencia) que,
con cierta masa definida, se desplaza en el espacio mante-
niendo, por alguna r&n®, su velocidadi constante. En este
caso las ecuaciones qugobiernan el movimiento de nues-

tra partcula se reducen significativamente: las fuerzas netas
que achian sobre la patula son cero, agjue (8) y (9) se
convierten en:

7t + dt) = 7(t) + 5(t)dt (12)

(t + dt) = 0(¢)
o0 bien, si empleamos (10) y (11),

&7 =i

=

(t)dt

el sistema son las fuerzas. Esto implica que las expresion@,s

anteriores sean reescritas @mtinos de la fuerza neta que

dv =0,

esh actuando sobre la masa correspondiente (que se asume

constante). De aflgue

F(t + dt) = 7(t) + 7(t)dt + F(t)dt?/2m (8)

que equivale & = constante lo cual define una trayectoria
rectilinea con rapidez constante. Este problema, yodigo
correspondiente, ya fueron tratados en la Ref. 5.
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3.2. Tiro parabodlico

Un sistema menico simple consiste en una pauda que es
lanzada con cierta velocidad inici@) que, como es obvio, se
puede expresar e@rmminos de sus componentes o bien de la
rapidez y unangulo de disparo. Una vez que la fieuta es
disparada solamente tiene interécccon el campo gravita-
cional terrestre (o cualquier otro, desde luego).

En este caso, se tiene una acelémcionstante si se pien-
sa en una patula movendose cerca de la superficie terrestre
y las ecuaciones de Verlet (10) y (11) quedan como:

23 scene = display(title="Tiro parabolico”,
width=win1,\
height=win2, x=1000,y=0y
range=(angulelc, angula:lc, angulalc), \
center=(5,3,0), background=(0,0,0))

24 axisX = arrow(pos=(0,0,0), axis=(Lb,0,Q),
shaftwidth=0.001, color=color.red)

25 axisY = arrow(pos=(0,0,0), axis=(0,Lb,0),
shaftwidth=0.001, color=color.blue)

26 axisZ = arrow(pos=(0,0,0), axis=(0,0,Lb),

dit = v(t)dt + gdt* /2,
dv = [§ + g)dt/2,

dondemg es una fuerza que no depende del tiempo y que,
vectorialmente, puede representarse c¢e-mg, 0), don-
deg es el valor nurérico del campo gravitacional. Entonces,

las ecuaciones pueden reducirse a:

di = v(t)dt + gdt? /2,
d dt,

<y
I
Q

de modo que el algoritmo de una padia sujeta al campo

gravitacional, con condiciones iniciales dad&es

LISTADO 1:
01 # x_ coding: utf8_x _
02  from visual import«
03  from math import
04  # DECLARAION DE VARIABLES FISICAS

05 t=0.0

06 dt=0.001

07 atirop =2 (pi/6.)
08 vo=12

09 vx =vox cos(atirop)
10 vy =voxsin(atirop)
11 g=938
12 m=20.0
13 radio =0.02
14 nops=20 #APARTIR
DE AQUI VARIABLES DE ENTORNO
15 L=15.
16 Ic=L
17  Lb=(2«lc)/3.
18 ## LONGITUD EJES DE REFERENCIA

19 winl =750
20 ## ANCHO DE LA VENTANA
21  win2 =550

22 angulo =.8 ## RANGO
VISUALIZACION CAMARA

shaftwidth=0.001, color=color.green)
27 label(pos=(Lb,0,0), text="x")
28 label(pos=(0,Lb,0), text="y")
29 label(pos=(0,0,Lb), text="2")
30 vel=vector(vx,vy)
31 bola=arrow(radius=radio,pos=(0.,0.,9.),
axis=vel,color=color.white)
32 bola.vel = vel
33 peso = vector(0.,-mg,0.)
34 # ciclo de la diamica
35 while bola.pos.y ¢,0.0:
36 rate(nops)
37 rant = vector(bola.pos)
POSICION “ANTERIOR”
38 t=t+dt
39 dr=bola.vetdt+pesedt««2/(2.xm)
40  dv = fuerza(dt/m)
41  bola.pos = bola.pos + dr
42  bola.vel = bola.vel + dv
42  bola.axis = bola.vel
43 trayectoria = curve(pos = [rant,bola.pos],
color =\
color.yellow, radius=0.05)

En este caso, como puede observarse en la Fig. 1, el
«proyectik (que no se ve) tieneadherida una flecha que
esh definida, todo el tiempo, por el vector velocidad. Hay
gque remarcar que las cantidadeda.pos , bola.vel vy
peso son vectores, de la misma manera guuey dv que
corresponden a las Ecs. (10) y (11) o bierasnespeifica-
mente, a (13) y (14) (veiineas 39 a 42 deladigo en LIS-
TADO 1). La fuerza es un vector constante (definido en la
linea33) y, en este caso, se trata de unaigafa puntual que
nombramodola . La imagen asociada al objeto es una fle-
cha @rrow enlalinea3l) cuyo tam#&o y direccon (@xis )
esfin determinadas por el vector velocidaala.vel

3.3. Fuerzas de fricobn

Un caso nas realista es el de un proyectil que, adende
la interaccdbn con el campo gravitacional, interaatcon el
aire circundante. En este caso hay que considerar que sobre
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ad que requerimos evaluar la velocidad en dos instantes para
evaluar la fuerza de fricén en esos dos instanté&s

01 fuerza = sumafuerzas()
02 #CICLO DE LA DINAMICA
03 while bola.pos.y> 0.0:
04 rate(nops)
05 rant = vector(bola.pos)
# guarda la posicion “anterior”
06 bola.pos = bola.pos + bola.vel
x dt + fuerzax dtx*2/(2.xm)
07 bola.vel = bola.vel + fuerza

* dt/m # la fuerza “anterior”
FIGURA 1. El vector velocidad se muestra todo el tiempo: define la

: L . - 08 fuerza = sumafuerzas()
rapidez y la direcdn instanhneas del movimiento.

# evalua la nueva fuerza
el proyectil actia una fuerza de fricén de la forma gegrica 09 bola.vel = bola.vel + fuerzadt/m
10 curve(pos = [rant,bola.pos],

g = —ko%d

Fr vy, color = color.yellow,\
donded es el vector unitario en diredni de la velocidad y radius = 0.05)
v = |U] la rapidez. Las constantésy « dependen de las 11 t=t+dt

propiedades del medio (viscosidad, densidad, forma, etc.) y

de la forma del objeto. Para este caso, hay que hacer unas En la linea0l1 se evala la suma de fuerzas sobre la
modificaciones al programa anterior. En primer lugar, y daparicula para comenzaranoverla, ad que la inea06 no

do que tenemos dos fuerzas queiact sobre el proyectil, requiere discuéin (hasta este momento la fuerzaaesva-
definiremos una funbin sumafuerzas()  -que evalia la  luada erx). La linea07 evalia el primer &rmino de la nue-
fuerza neta sobre la partila en cada instante de tiempo- en va velocidad con la misma fuerza. Esta nueva velocidad (en
lugar del vector de fuerza constante deiteeh33 que dice: t+dt) implica que la fuerza de fricon se modifique, agjue
peso = vector(0.0,-m xg,0.0) . Adenmas de esto se evaluamos la fuerza en+ dt en la inea08 para, despes,
deben definir los valores dey alpha (ver cdigo mas aba- en la inea09, evaluar la segunda parte de (9). El resultado
jo). Entonces, la funéinsumafuerzas()  debe evaluarto- se@ una trayectoria consistente en unaapata como la de
das las fuerzas que aein sobre la paitula (esto puede po- la Fig. 1, pero deformada a causa de la fibeci

nerse inmediatamente abajo deiteeb33): Vamos a agregar dos caraésticas fsicas nas al pro-
# evaluacion de fuerzas sobre la particula yectq: el proyectil Sfér una pelota que rebota en el piso v,
k=01 adenas, pierde enefg en forma de calor en cada rebote.
' Ahora se tiene una pacula que interaéta con el medio (fric-
alfa=1. cion), que colisiona con una superficie y que pierde éaerg
def sumafuerzas(): como resultado de cada cofisi. Esto implica que se deten-
global peso dra cuando su enei@se haga cero (ver Fig. 3).
vUnitario = norm(bola.vel) En primer lugar, vamos a introducir una nueva famnci
fFriccion = - k+ mag(bola.veb+alfa * vUnitario reboteP(p)  que evalie los efectos delrebote del pro-

yectil con el suelo: cambio repentino de momento vertical y
péerdida de eneiig cirética por calor. Hay que considerar, pa-
ra construir la fundin, que estos cambios ocurren en el preci-
so momento en el que la coordengdie nuestro proyectil se

Hay que poner, para este caso, mucha abereias ecua- pace negativa si suponemos gue- 0 corresponde al plano
ciones que definen el algoritmo de velocidades de Verlet (8¢ piso.

y (9). De manera particular, la exprési(9) que evala la
«nueva velocidadd(t + dt) queda ené&rminos de la fuerza
evaluada en el instantgy en el instante + dt. Las fuerzas en
generaino dependen del tiempo (por lo menos no de manera -0 ## ALTURA INICIAL
explicita), para este ejemplo la fuerza tiene una parte constan-
te (el peso) y una parte que depende de la velocidad, es decir ,
queF(t) = F((t)). ObviamenteF (t+dt) = F(t(t+dt)), LA FUERZA DE FRICCON

s = peso + fFriccion
return s

Antes de construir la funén hay que definir algunos
parametros:

alfa=1. ## EXPONENETE DE LA VELOCIDAD DE
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k=0.1 ## COEFICIENTE DE FRIC@N
CINEMATICO
beta=0.8 ## COEFICIENTE DE RESTITUON
lo cual implica, por ejemplo, que lainea 31 del
LISTADO 1 quede como
bola=sphere(radius=radio,
pos=vector(0.,H,0.),color=color.cyan)
y luego la funcbn:

def reboteP(p):
global radio, beta
if p.pos.y< radio:
p.pos.y = 2*radio - p.pos.y # corrige pogioi

FIGURA 2. La pelota rebotando sin fricmn y con coeficiente de

.vel.y = -p.vel.y # cambio de momento en o L
P y=-p y y restitucbn unitario.

p.vel = sgrt(beta)*p.vel # perdida de energia
return p.pos, p.vel

Si en cada coligin o rebote con el piso la partila pier-
de un 20 %, por ejemplo, de su eriergirética, entonces el
coeficiente de restituoh sed de0.8 , lo cual significa que
«recupera el 80% de su enefg inicial. Si 3 es el coefi-
ciente de restituéin, entonces’’ = SFE y, en consecuencia,
v'2 = Bv2. Por lo tanto, la velocidad desgsi de cada coli-
sionv? sef v’ = /Pu. El efecto puede ser notado compa-
rando la Fig. 3 con la Fig. 2. Si el lector desea una rémisi
mas completa sobre colisiones entre fgaitas puede revisar
la Ref. 7.

El ciclo principal ahora tiene que incluir el llamado de la
funcion que evdla las fuerzas y el llamado a la fuanique
corrige la diraimica por posible coliéii® (ver Figs. 2y 3).

FIGURA 3. Efectos de la fricéin con el aire y de lagrdida de
enerda cirética en cada colién.

01 fuerza = sumafuerzas()
02 # CICLO DE LA DINAMICA
03 while True:

3.4. Paredesy campo gravitacional

Se aborda adquun caso diferente al anterior: si no tene-
mos otra forma de contener a la penta que meéndola

04 rate(nops) en una caja (lo cual es muy cdm en los sistemas de mu-
05 rant = vector(bola.pos) chas paiitulas, comenzando por el gas ideal [8]), entonces
06 bola.pos = bola.pos + bola.vel*dt + 0.5 habia que construir un algoritmo que refleje (y muestre) el
«fuerzadts«2./m efecto de las parede_s sobrg la e’ . o
07 bola.pos, bola.vel = reboteP(bola) # corrige Upa de las Cl.Jes.tlones Importantes 'en/ "'?‘ constbuogel
. algoritmo es la siguiente: se debe reflejaritéch que se en-
por colision cuentra defis deéste, es decir, lo que se quiere modelar o
08 bola.vel = bola.vel + fuerzas * dt/m # verlet simular. En este caso comenzaremos por s simple (o lo
ler termino mas ideal) que corresponde a paredes ddieds, duras vy li-
09 fuerza = sumafuerzas() sas QOnde los choques de las fgatas son,completamer.ne
# nueva fuerza (t+dt) e]gstlcos y e'spec'u!a.res. En este caso, unécpéatcon posi- .
cion y velocidad iniciales dadas se mueve dentro de una caja
10 bola.vel = bola.vel + fuerza * dt/m # verlet que constiie su movimiento a permanecer dentro de ella. El
20 termino siguiente paso sarque la misma pddula se mueva bajo la
11 curve(pos = [rant,bola.pos],color = color.white, accbn del campo gravitacional local, considerado uniforme.
radius=0.05) El caso de las paredes lisas, adiadas, etc. se resuelve
12 t=t+dt algofitmicamente haciendo que la gattla que«cruce una

pared haga simplemente una reféexiespecular sobre ella.
Por ejemplo, si una padula tiene velocidatl ¢ = (0,0, 1)
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y esti tan cerca de la pared que se encuentra paralelaal plano 21 LL=L-0.5«esp - R#una
XY (digamos erx = 6) entonces, attocarla, debe& cam- caja menor para el centro d masa
biar su velocidad), por —v,. Es decir, enérminos del al- )

. , 22 def sgn(x):
goritmo cuando la coordenadade la paricula est «<muy »3 x> = 0.0 1
cerca de 6 entonces hay que cambiarpor —v, de modo Fx>=0.0return 1.
que la velocidad tras el impacto sea = (0,0, —1). Esto 24 else return -1
mismo hay que hacerlo para cada una de las caras de lacaja. 25 defimpacto(p):

Una cuestn importante acdues el hecho de que las in- 26 global pos, LL
teracciones dlsticas con las paredes no se consideran como 27 s = sgn(pos.x)
fuerzas dentro del algoritmo: no hay una formasno me- 28 if abs(pos.x)> LL:
nos simple de expresar aftelamente este tipo de interac- 29 p.vel.x = -p.vel.x

cion. Un caso diferente corresponi@dea la interacén con

una fuerza constante como es el caso del campo gravitacio- 30 posx = sabs(2LL) - pos.x
nal §: 31 S = sgn(p.pos.y)
32 if abs(pos.y)> LL:
LISTADO 2: 33 p.vel.y = -p.vel.y # nueva velocidad
01 from visual import« 34 pos.y = sabsf2L) - pos.y
02 #lados de lacaja-L,L en las tres direcciones 35 s = sgn(p.pos.z)
03 L=20 36 if abs(pos.z)> LL:
04 # las paredes de la caja (se dibujan 5) 37 p.vel.z = -p.vel.z # nueva velocidad
05 esp=0.1#espesor 38 pos.z = gabs(2LL) - pos.z
06 s2=2L-esp 39 while t< 5000:
07 # ancho de paredes 40 dr = p.vekdt + 0.5xgxdtx*2
08 s3=2L+esp # suponiendo masa =1
09 pR =box (pos=vector(L, 0, 0), 41 dv = gedt
length=esp, height=s2, 42 pos = p.pos + dr
width=s3, color = (0.7,0.7,0.1)) # nueva posidn en auxiliar
10 pL = box (pos=vector(-L, 0, 0), 43 impacto(p) # corrige posicion/velocidad
length=esp, height=s2, 44 p.pos = pos # actualiza posicion particula
width=s3, color = (0.7,0.7,0.1)) 45 p.vel = p.vel + dv
11 pB = box (pos=vector(0, -L, 0), 46 t+=dt
length=s3, height=esh,
width=s3, color = (0.7,0.7,0.1)) En este programa lamkeas40, 41, 42y 45 corres-

ponden exptitamente al algoritmo de Verlet de velocidades,
pero en lasiheas42-44 se usa un vector auxiligmos para
evitar que, visualmente, las esferas se traslapen con las pa-

12 pT = box (pos=vector(0, L, 0),
length=s3, height=esp,

width=s3, color = (0.7,0.7,0.1)) redes: primero se eva la nueva posion en la lista auxi-
13 pBK =box(pos=vector(0, 0, -L), liar pos, se corrige con la funén impacto(p) vy luego
length=s2, height=s2, se asigna al objetp.pos = pos el valor corregido. Las

lineas25-38 modifican las velocidades en las direccidiies
x, y, z, del mismo modo que las posiciones. Basta con
«desaparecerla linea43 y el efecto de las paredes en el

width=esp, color = (0.8,0.8,0.2))
14 g =vector(0,-9.8,0)

15 tdt,R=0.0,0.001,0.2 programa desapareéever Fig. 4).
16 p = sphere(radius=R, Hay que remarcar que el campo gravitacionagarece
pos=(-10,5,0), color=color.white) explicitamente dentro de las ecuaciones de Verlet, ntaas

paredes. El caso es que no hay, como ya dijimos, una forma
analtica simple, con representadci algoitmica, de represen-
tar una fuerza infinita.

17 # agregamos atributo al objeto p
(sphere): la velocidad

18 p.vel =vector(12,7,-1)

19 pos = p.pos # posicion auxiliar 3.5. Elgasideal: parfculas libres constréiidas

20 #definimos LL para efecto visual . .
El gas ideal es un sistema en el que no aparecen fuerzas ex-

(no traslape con pared) plicitas sobre las métulas que lo forman: en este caso sola-
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FIGURA 4. Dos momentos de la dimica de una pddula en una caja con paredeasticas y con campo gravitacional.

FIGURA 5. Parfculas en una caja con y sin campo gravitacionakelse la diferencia de trayectorias.

mente existen las colisiones con las paredes completamentd. =,
elasticas y lisas que son las encargadas de modificar el mo- def u():
mento lineal de cada una de las jpautas. global LL

El efecto de cambio de momento lineal (o de la veloci- _
dad, puesto que la masa de las jaths no cambia) en la return uniform(-LL,LL)
direccibn perpendicular a la pared de impacto ya fue discuti-antes de laiheal4. La «frase global LL sirve para que
do en la secéin anterior. En este caso vamos a discutir breda funcionu() tome el valor de.L que es una variabkexter-
vemente la construdmh de una lista de paculas, para lo naa la funcbn. El objeto de definir esta furini es escribir
cual basta con modificar unas cuantamés de adigo del menos édigo en laineal6: ésta sex sustituida por una lista
LISTADO 2: de las primerasiheas de @digo puede verse denp objetossphere :
gue la caja se encuentra entré y L para las tres coordena-
das, abque para colocar aleatoriamente a lasipatas den-
tro de la caja basta con defimp = 50 si, por ejemplo, se
quieren cincuenta paculas. Conviene definir entonces una que son iénticos ap con la salvedad de que sus posicio-
funcibn que nos devuelva urimero aleatorio entre LLy ~ nes son aleatorias en el intervdloLL, LL] x [-LL, LL]

p = [ sphere(radius=0.2, pos=( u(),u(),u() ),
color=color.white)\ for s in range(np) ]
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x [-=LL,LL], que es el espacio dentro de la caja que pue-
de ser ocupado por el centro de masa de cadépkatLas
lineas20-27 definen la didamica de una sola pactila ba-

jo un campo gravitaciondD, —g, 0) y con paredes &kticas.
Esta misma diamica funciona para lasp parfculas si, re-
corriendo estadreas a la derecha, insertamos unaa (la
19) que recorra a todos los elementos de la lista

18 while t< 5000:

19 for sin p: # “para
todo objeto s en p”
20 dr = s.vekdt + 0.5xg*dtx*2
21 dv =g« dt
22 pos = s.pos + dr # nueva posigi
23 impacto(s)
24 S.pos = pos
29 s.vel = s.vel + dv FIGURA 6. Dos masas diferentes interactuando bajo una fuerza de
30 t+=dt atraccéon constante dirigida a lo largo del vect®r = 71 — 7.
En este ejemplo, el radio de las panlas solamente se En un curso de Mémica los estudiantes pueden llegar a

considera en la interadmi con las paredesynicamente co-  algunas conclusiones, a partir de la disonsile un ejemplo
mo un efecto visual pues, se supone, estamos tratando c@mérico visual, con respecto al papel de las fuerzas internas
parfculas o masas puntuales. Lo que se representa en esig un sistema de pactlas interactuantes. La discositebri-
modelo es un gas de pamtilas que no tienen interadci en-  ca respecto al papel del centro de masa e, incluso, de la jus-
tre § (no “se ven”y, por lo tanto, en la animaci, se pueden tificacion de lo que se llamparticula puntualcobran mucho
traslapar). Al haceg = vector(0,0,0) se tiene elipi-  sentido despés de esta experiencia. El problema concreto se
co gas ideal, como puede observarse en la Fig. 5. plantea enérminos de modificar los programas previos pa-
ra describir lo que pasa con, precisamente, dosqudais de
diferente masa y tanfi@ que sufren una interaéei de atrac-
4. El problema de dos cuerpos cion mutua, de intensidad constante y dirigida a lo largo de la
linea que une sus centros de masa:
El problema de dos cuerpos que intefiact por su campo _ La fuerza que ejerce la péatla 2 sobre lal es
gravitatorio generalmente se reduce (cuando losfiamde  Foi = —|F|i, dondery;, = |'21 es el vector unitario que
las masas no son comparables) al de un solo cuerpo sujetowie a la paitula2 con laly, de acuerdo con la tercera ley de
campo de interacon del otro (de mucho mayor masa). Esto Newton Fiy = —|F|r21 es la fuerza que ejerce la partla1
oscurece conceptos como el de Centro de Masa (CM) de vaobre la paitula2. En la construcéin del algoritmo se debe
rias pariculas y puede llevar a conf@si en problemas &s  considerar, entonces, la magnitud (invariante) de la fuerza de
avanzados de la dimica de muchas pactilas. Un ejemplo  atraccdon mientras que el vectos; se evalia en cada instante
comiin es el caso en el que los estudiantes no visualizan éle tiempo dado qug; (t) = 71 (t) — 72(t) (ver Fig. 6).
hecho de que, sin fuerzas externas, el CM no debe moverse. El programa es el siguiente:

En esta secon se discute el problema de dos paras in- 1 #/usr/bin/env python
volucrando en el@digo la diramica del centro de masa (ver N .
- 2 #=- coding: iso-latin-1 -
Fig. 7). . )
3 from visual import *
4 mwn
4.1. Dos pariculas bajo interaccbn mutua 5 Problema: resolver el problema

de dos cuerpos que ejercen una

Si uno pregunta a un grupo de estudiantes que reflexionen .
6 fuerza mutua atractiva constante

sobre ©mo hatan la descripéin de dos cuerpos o pant-
las aisladas que tienen interameimutua (gravitacional por dirigida a lo largo de la linea
ejemplo) las respuestas pueden variar entre describir el mo- 7 que los une:

vimiento de una fijando al observador en la otra o bien elegir
un punto con respecto al cual describir ambas. La primera
respuesta tiene el inconveniente de que la deséripod se
hace desde un sistema de referencia inercial.

la solucion se logra resolviendo
con el algoritmo de Verlet
9 mwn
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# masas de las particulas
m1,m2 =10.0,10.0
# magnitud de la fuerza mutua constante
fmag = 123.8
# vector de campo gravitacional
g = vector(0.,-9.8,0¢p
# condiciones iniciales
rl=vector(10.,0.,0.) r2=vector(-5.,0.,0.)
# velocidades iniciales
vl=vector(-1.,3.,0.) v2=vector(1.,3.,0.)
# paso de tiempo
dt=0.0001
# objetos graficos
display(title="dos cuerpos con
atraccon constante’, width=600, ~
height=600, center=(0,0,0), background=(1,1,1))
# ejes
curve(pos=[(-10,0,0),(10,0,0)],radius=0.2)
curve(pos=[(0,-10,0),(0,10,0)],radius=0.2)
curve(pos=[(0,0,0),(0,0,10)],radius=0.2)
# particulas
sl=sphere(pos=r1,color=(0.9,0.5,0.5),radius=m1/5.)
s2=sphere(pos=r2,color=(0,0.9,0),radius=m2/5.)
# centro de masa
Rcm = (m1*rl + m2r2)/(m1+mz2)
rcm = sphere(radius=0.3,pos=Rcm,
color=color.black)
rawinput() # esperacenter-
# dinamica
while 1:
# vector unitariode r2 arl
r21u = norm(r2-rl)
# las fuerza%anteriore$
f21 = fmagr21lu + mig
f12 = -fmag« r21u + m2g
# algoritmo de verlet
para las dos particulas
rl =rl +vl*dt + 0.5f21/mlxdtxx2
r2 =r2 + v2*dt + 0.5f12/m2«dtxx2
# vector unitario de
r2 arl en las nuevas posiciones
r21u = norm(r2-rl)
# las nuevas fuerzas
f21n =fmagx* r21u + mikg
f12n = -fmagx r21u + m2g
# hay colision en la
posicion nueva de las dos particulas?

51 if mag(r2-rl)< sl.radius + s2.radius:
52 v1x = -(m1-m2)v1l/(m1+m2) + Zm2xv2/(m1l+m?2)
53 Vv2x = Zmlxvl/(m1+m2) + (m2-m1yv2/(m1+m2)
54 vl, v2 = v1x, v2X
55  #las velocidades
incluyendo las fuerzas en ty t+dt
56  vl1=vl+0.5dtx (f21+f21.n)/m1
57  v2=v2+0.5dtx (fl12+f12.n)/m2
58  # centro de masa
59 Rcm = (m%rl + m2r2)/(m1+m2)
# trayectorias

curve(pos=[sl.pos,r1],
radius=0.1,color=(0.9,0.5,0.5))
curve(pos=[s2.pos,r2],
radius=0.1,color=(0.0,0.9,0.0))
curve(pos=[rcm.pos,Rcm],
radius=0.1,color=(0.0,0.0,0.0))

# actualizacion de objetos graficos
rcm.pos = Rcm s1.pos=rl s2.pos=r2

Solucion de una colision frontal:
vfl = (m1-m2) vl /(m1+m2) + 2 m2 v2/(m1+mz2)
vi2=2mlvl/(m1l+m2) + (m2-m1l) v2/(m1l+m2)

El resultado presenta dos aspectos: el primero es el he-
cho de que aunque las dos jeutas no siguen trayectorias
«descriptibles de manera simple, el centro de mask $a-
ce: el centro de masa se mueve en Upi&a trayectoria del
movimiento rectiineo uniformé&® . El otro aspecto es el poco
realismo que se observa cuando las dosq@aes se acercan,
debido a la atracén constante, y se traslapan espacialmen-
te. Aunque este caso no se muestrai gquede ser un buen
pretexto para discutir colisiones pues los objetos reales no se
traslapan. En el caso de colisione&sticas la soludin en una
dimensén requiere un par de ecuaciones algebraicas: la que
corresponde a la conservagidel Momento Lineal y la de la
conservadn de la Enerta. La soluodbn en una dimenéh de
una colisbn frontal” en la que la paitula: tiene masan;

y velocidad antes de la col@iv; (: = 1,2) es:

, mi — Mo 2mo
v = U1 V2,
mi + mo mi1 + mo
2m1 mo — My
!
Vo = U1 + V2,
2
my + mo m1 + ma

donde lag’; representan las velocidades inmediatamente des-
pués de la coligin. La expregin es extensible a tres dimen-
siones como [9]
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—‘— N -

FIGURA 7. Solucbn del problema de dos pamilas con una fuerza atractiva constante. La primera imagen muestra la coniicial. La
linea negra creciendo verticalmente entre las esferas es la trayectoria del Centro de Masa.

hecho para dos cuerpos, se enabemn un problema suma-

, mi—mgy n 2mg (14) mente complejo cuyo resultado variaba ostensiblemente con
v = ’Ul ’()2 s ~ . . . .
L g+ me my+ms > solp pequéas variaciones de Ias,dlgtanmas entre los cuerpos.
Asi, Poincaé encontd las caractésticas que hoy llamamos
— 2my mg —my P . .
Uy = 1 + V. (15)  cadticas del problema de los tres cuerpos, introduciendo lo

1
M e my My que el lland soluciones doblemente adititas, de manera

Esta condicn puede ser agregada al algoritmo y al programaaloga a las encontradas por E. Lorenz alrededor de 1960
de dos paitulas logrando un efecto, en generahsmealista  en modelos relacionados con el clima [10,11]. Al parecer, las

y por lo mismo convincente de que los algoritmos, dentro degcnicas que utiliz reflejan en mucho los @odos actuales
la precisbn y contexto definidos, son correcté/s(revisarlas  de |la Teora del Caos.

lineass0-54 - del cdigo y ver Fig. 7). Gerericamente, el problema puede plantearse conside-

rando tres pafrtulas aisladas en el espacio que tienen inte-
raccbn mutua, gravitacional por ejemplo. De acuerdo con

La interaccdn gravitacional entre dos masas puntualgg ~ la Fig. 8 los vectoresry; = 7 — 7, 751 = 71 — 75 Y

est dada por la Ley de Gravitdri Universal de Newton [2] 732 = 72 — 73 definen la direc@n instaninea (consideran-
do que las tres padulas se mueven) de la fuerza gravitacio-

4.2. Interaccion gravitacional

o Gm;m; . . .
Fyj = ——=—2#, (16) nal entre las correspondientes jpeutas, de acuerdo con la
Tij expresbn (17).
donder;; es el vector unitario en la diredm de7; — 7, Aunque ya discutimos el caso de pentas eséricas con

mientras que-;; es la distancia entre las paulasiy j, €S volumen enérminos de esferas dufdé” la realidad es que
decir,r;; = |*; —7;|. Introducir esta interacén en el modelo

anterior lo cambia de escala, literalmente, pues ya se pued
hablar de cuerpos astramicos y no de dos pactulas sujetas 3
a un campo mutuo de fuerza constante.

En la siguiente sectn presentamos, péitimo, una ver-
sibn mas compleja en cuanto a construxtalgoftmica, pero
mas simple enérminos de programami. Se trata de un pro-
grama en el que se hace uso de la lii@eumpy depython
para simular el comportamiento, en el espacio real, de tres
pariculas diferentes cuya interadci mutua es puramente
gravitacional. Realizando varios experimentos puede obser-
varse que, efectivamente, cambios pémseen las condicio-
nes iniciales pueden llevar al sistema a comportamientos ra:
dicalmente diferentes, es decir, el sistema presentd‘¢aos

5. El problema de los tres cuerpos

A finales del siglo XIX Henri Poinc#&r [2], tratando de apli- O
car la ley de la atracén universal a tres cuerpos (que po-
drian ser el Sol, la Tierra y la Luna), tal como ya seihab FIGURA 8. Esquema para tres patilas y sus interacciones.

Rev. Mex. Fis. B0(2014) 51-65



62 J. F. ROJAS Y R. MARTNEZ

todos los materiales son deformables en alguna @idfsto Ly = 2.0*L # Ly alto de la celda
implica que si la eneiig del impacto entre dos patilas es maxpos=6

grande la deformaon lo sea tambén. Este hecho se model
con un potencial gerico que representa {gpenetrabilidad
o deformaddn de las pattulas que se hace mayor a mayorers.c=
enerdas de impacto, superpuesto a la interaegjravitacio- Raxes=0.2

a1_x=Ly
L/2

nal de Newton. dt =0.01
Pensemos primero que colocamos una de lagpi#as en  zaxis2 = curve(pos=[(Lx,Ly,0),
el origen de coordenadas, de maneracj@s un eje o coor- (Lx,-Ly,0), (-Lx,-Ly,0), (-Lx,Ly,0)

denada que parte del centro de la fgata en cualquier direc-

e . . ., Lx,Ly,0)], color=color.white, radius=Raxes
cion®**, Cualquier otra paitula sufria el efecto del campo (LxLy.O) )
gravitacional de la primera si se coloca a una distancia (6 DR A A A A

r de la misma. Es decir, se considera la efsepgtencial gra- # declaradin de listas de posicion,

vitacional como cero cuando— oc y a la energa potencial velocidades, masas y radios para las esferas
gravitacional, que de acuerdo con balls=[]

r vlist=[]

— — .
AU(r) = — / Fy(r') - dr’ poslist=[]
Tref . M = array([12,5,8])
es o R =0.3*M
m _ Mt for i
Ur) = — . (17) m_1 = array([1./M[i] for i in
r range(naparticles)]) # div por m en

Se le agrega urétmino que haga las veces dékteo eséri- # Verlet

co de la primera patula que corresponda a una ba”er@z[color.yellow,color.red,color.blue]
«impenetrable de energa potencial o, equivalentemente,
una fuerza repulsiva enorme cuando los centros de mas _ _ _ )
ambas paitulas se aproximandemasiade. Para el efecto  Pall = sphere(color = c[i], radius=R][i]) # los objetos

zoclj'éln arange(noparticles):

se propone un potencial de la forma p=[maxVxu(-1,1), max\ku(-1,1),
s\n s D3xmaxVku(-1,1)] # velocidades
U(r)=—-GMm K;) - ;} (18) vlist.append(p) # posiciones:

position=[maxposu(-1,1), maxposu(-1,1),

dondes = R; + R; es la distancia de &ximo acercamiento D3«maxposu(-1,1)]

entre dos de las paculas de radioR; y R; mientras que:
es un paametro que puede cambiarse en &lligo. El se-
gundo &rmino de la expredn (19) corresponde al potencial ball.pos=vector(position)

poslist.append(position)

gravitacional. balls.append(ball)
El codigo python correspondiente es el siguiente (Ve conversion a array
Figs. 9y 10): velarray=array(vlist) # velarray=velocidades-iniciales
#-x- coding: utf8 «- posarray=array(poslist) # posarray=posiciones-iniciales
from visual importx HEHEHEHHH
from random import uniform as u # declaracion de funciones
### potencial
s=1. def potencial(i, j):
##H# parametros del potencial global g,n,R
g =30. s = R[i][+R[j]
n=2 rij = posarray[i]-posarray[j]
no_particles = 3 r = mag(rij)
maxV =5.0 return g-M[i] *M[j] *((s/r)yx*n-(s/r))
D3 = 1 # define el movimiento en 3 dimensiones #i## la fuerza por pares...
def Fuerza(i, j):
Lmin=1.1 global g,n,R
L=25# L largo en x y ancho en z de la celda s = R[i]+R[j]

Rev. Mex. Fis. B0(2014) 51-65



MECANICA 3D: PYTHONY EL ALGORITMO DE VERLET 63

rij = posarray[i]-posarray[j]
r = mag(rij)
return g/&M[i] «M[j] (N« (S/rp«n-(s/r)}«rij/r
### Energia
def energia():
global posarray, velarray
np = naparticles # para escribir menos
# calculo de las energias potencial y cinetica
U = sum([potencial(i,j) for i
in range(np) for j in range(np)])
K = sum([0.5M[i] xmag(velarray[i]}=*2
for i in range(np)])
while K > abs(U)/2:
velarray+= 0.5
K = sum([0.5:M[i] xmag(velarray[i]}+2
for i in range(np)])

HHHHHHH A
# modulo para el calculo de fuerzas
def cfuerzas():
f=[0]*xno_particles
for i in range(naparticles-1):
for j in range(i+1,naparticles):
Fij = Fuerza(i,j)
f[i] = f[i] + Fij
fIi] = f0il - Fij
farray=array(f) #@alculo de fuerzas iniciales
return farray

farray=cfuerzas() # las fuerzas
iniciales sobre las particulas
h=0
energia() # energia del sistema al inicio
while h <10000: # "while 1:”para un loop 'infinito’
rate(100)
posant = posarray.copy()
posarray += velarray*dt
+ 0.5«farrayxm_1xdt++2 # posicion Verlet
velarray += 0.5farray«m_1«dt
# velocidad Verlet a t farray = cfuerzas()
velarray += 0.5farray«xm_1xdt

# velocidad Verlet a t+dt
for i in range(naparticles):
balls[i].pos = posarrayf[i]
curve(pos=[posant]i],posarray][i]], color=cf[i], radius=0.5)
h+=1

FIGURA 9. Trayectorias de tres pa&ctlas con condiciones inicia-
les diferentes: se trata de un sistematica (altamente sensible a
las condiciones iniciales).

FIGURA 10.Bajo ciertas condiciones una de las paras escapa;
las otras dos orbitan a la manera de una estrella doble.

En el ddigo se ha incluido una fur energia()
Aungue no representa efectos sobre el sistema de ejemplo,
con este artificio se puede lograr cierto control sobre el sis-
tema ené&rminos del predominio de las fuerzas atractivas, o
bien de la disperén que se lograa por agitadn termica.
Esto podra usarse para modelar o simular gasemjoidios,
efectos de condensadi, etc. ya sea proponiendo diferentes
formas del potencial de interadci (o las fuerzas) u obser-
vando la posibilidad alternativa de disminuir el valor de la
rapidez naximamaxV.

6. Preguntas de control

A diferencia del enfoque del &tlo [5], en este caso apa-
recen involucradas de manera égjia las fuerzas que toman
parte en la diamica de cada ejemplo. Este hecho permite que
los estudiantes investiguen diferentes situaciones y compor-
tamientos diamicos ha@ndose preguntas y modificando los
parametros del programa.

En esta secobn proponemos una lista de cuestiones ya
sea a manera de preguntas, propuestas 0 ejercicios que sol
mas bien una dga de todas las cosas que padrdiscutirse
en clase, aun antes de experimentarlas en los programas:
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VL.

J. F.ROJAS Y R. MARTNEZ

e ;Por gé en el tiro parablico (LISTADO 1) el ta- 7. Comentarios

maho de flecha cambia? $bde es rmimo? ¢ Por g@? _
Los programas de ejemplo que proponemos, desde luego, no

e Verificar, donde sea posible, lo que déhevcurrir si  Son latnica ni la mejor manera de resolver los modelos. Sin
lg] = 0.0 (no hay campo gravitacional). embargo, creemos que pueden servir como base para, prime-
ro, discutir y descubrir formas de implementar ideas y con-
e Discutir con detalle las ideas que@sinvolucradas en ceptos fsicos en un programa de simulagj que tiene la
la funcion reboteP(p) : la geomefia es importante  gran ventaja de laimagen animada y tridimensional. Aaem
para esta y otras simulaciones. creemos que lo &s importante es, aunado a lagtica com-
putacional tan importante para el quehacer dieothoy, la
e Verificar e ocurre si se quita una pared en todos loddiscusén en el aula que, finalmente, es la que va a enrique-
casos posibles. cer el conocimiento de los estudiantes ya sea clarificando o
aportando ideas nuevas a cada uno, de todos para todos.
e ¢@mo hacer un hoyo en una de las paredes y permitir  Estas pacticas -muchasim bajo diséo- han logrado que
que las paftulas, en su caso, salgan poiagPoda  estudiantes que se encuentran alrededor de la mitad de la li-
evaluarse la densidad dentro de la caja como dmci cenciatura se animen a realizar proyectos propios que han ser-
del tiempo? vido, con un poco de esfuerzo adicional, para presentar tra-
bajos en los congresos nacionales de la SM¥-para becas
e Un problema muy interesante: ;&Qcondiciones se re-  de programas locales como el dibvenes Investigadorey
quieren para que el sistema de tres cuerpos se Comporiea ciencia en tus manesjue promueve la Vicerrectiarde
aproximadamente como un sistema Sol-Tierra-Luna? |nvestigacbn y Estudios de Posgrado de la BUAR

. De acuerdo con la formulam con que se trabaja, epacio La aproximaaddn que se propone atfiene fines didcticos y no

fasepuede ser el espacio constituido por todas las coordenadas corresponde con algoritmos probados que ofrezcan una mejor
y las velocidades (formulain Lagrangiana), o bien por todas precisbn (como referenciaapida se puede consultar lagina

las coordenadas involucradas en el sistemay los momentos aso- http://es.scribd.com/doc/96319261/Algoritmo-de-Verlet).

ciados con ellas (formula@h Hamiltoniana). Ver, por ejemplo
[1,2].

En una simuladn las fuerzas o interacciones que intervienen
deben ser evaluadas a pares: la fuerza qumactbre la paitu-
lai, F;, es laresultante de todas las fuer#asde cada partu-

viii. Esto es independiente del cambio de signo en cualquier com-
ponente de.

iz. La funcibnreboteP()  modifica posicbn y velocidadsola-
mente shay traslape de la esfera (dattla) con el plano.

la j sobre la indicada, es decirF;, — S Fj;. Esta situadin x. Mas adelante abordaremos el caso de muchéagplas.

es obligada por el hecho de que no existe una smumnaitica zi. Las unidades las obviamos en este trabajo: son arbitrarias. Sin
al problema de tres cuerpos interactuando siam@iamente [2]. embargo séa bueno para los estudiantes establecer unidades e
En general, no solamente se busca una desoripzientendi- incluso hacer conversiones entre ellas.

miento de cualquier evento o femeno. Generalmente la acti- zii. Hay que notar que la pos@i tambén requiere una correc-
vidad se encamina a ldibqueda de la predidmi -0 incluso del cion: cuando se pregunta si el centro de laipata ya«cruzo»
control- del sistema. una pared, ade@is de cambiar el signo de la velocidad hay que
Notese que al sumar ambas expresioneséosinos de orden «regresar a la partcula hacia dentro de la caja.

uno y tres endt son eliminados, quedando solamente los deziii. Dado que, para efectosadicos, definimos el espacio donde
orden par. El cortar de la serie I&minos de orden cuatro y las partculas pueden moverse2d. — 2r, donder es el radio
mayor hace que el error en la aproxintatisea del orden de de las«parfculas.

O(dt?).

ziv. Sia este problema se le agregara un campo gravitacional uni-

. Fisicamente esto implica que, o bien la parta esh libre de forme, observaamos que el centro de masa describe la trayec-

interacciones (no hay cuerpos o campos) o que la suma vecto- toria de un tiro paratlico, aun cuando las trayectorias de las
rial de todas las posibles interacciones (cuerpos, campos, etc.) dos pariculas sean, en principio,as complejas.

que pueda sufrir la padula es cero: las fuerzas se anulan. zv. Es decir, una coliéin en la cual los centros de masa se apro-

Todos los programas mostradoséasescritos paraython ximan sobre laihea que los une. Una disc@aiamplia sobre
versbn 2.x. Las versiones 3.x corresponden a una éeral- colisiones dsticas se puede ver en la Ref. 9.

terna del mismo lenguaje. zvi. La expresbn utilizada aqi puede encontrarse en cualquier

El algoritmo de Verlet no eatdiséiado para fuerzas que depen- libro de Mednica elemental pero, es necesario aclarar, esta
den expicitamente de la velocidad: en realidad no hay manera  formula se obtiene a partir de una cdiisifrontal. En general
de evaluar de manera exacta la fuefa+dt) = F(5(t+dt)), las direcciones de las velocidades d&spde la coli$in depen-
pues depende de la velocidadief dt que din no se conoce. den de la direcéin relativa en que se mueve cada una de las
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parfculas, sin embargo, creemos que una primera aproxima-1
cion a estosdpicos puede ser de utilidad.

zvii. Discusiones sobre el tema deben abrir los horizontes dewvisi 2
de los estudiantes haciapicos de actualidad como la Tésr
del Caos o el estudio de estabilidad en Sistemaarmicos.

zviii. Donde se asume que las pamas son absolutamente inde-
formables y las interacciones entre ellas completameastiel
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