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En este trabajo se propone una herramienta para |d&@nse de la mémica chsica, modelando sistemas &@micos con las ecuaciones

de Lagrange a partir de la simulabn en Matlab©. Este enfoque permite a los estudiantes de ingenieciencias bsicas, desarrollar
competencias en programanj aralisis nungrico, con el uso de lddica como herramienta fundamental para modelar y simular sistemas
dinamicos complejos, como por ejemplo: robots industriales, rodpedbs y cualquier sistema n@tco con el propsito de analizar y
estudiar sus propiedades cing@imas y di@micas.

Esta herramienta fue probada en el curso de Sistemasrilins de la Universidad del Cauca, demostrando ser una herramieatzlde f
rapido aprendizaje por los estudiantes del programa de InggeieAutonatica Industrial.

Descriptores: Enséianza; ecuadn deLagrange sistemas diamicos; simuladn.

In this paper we propose a tool for the teaching of classical mechanics, modeling dynamic systems with equiatigres1gé from the
simulation in Matlal®. This approach allows students to basic science and engineering, develop skills in programming, numerical analy:
with the use of physics as a fundamental tool for modeling and simulating complex dynamical systems, such as: industrial robots, bi
robots and mechanical systems for the purpose of analyzing and studying their kinematic and dynamic properties.

This methodology was tested in the course of Dynamical Systems, University of Cauca, proving to be a quick and easy tool for stud
learning program in Industrial Automation Engineering.

Keywords: TeachingLagrangeequation; dynamical systems; simulation.
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1. Introduccion ingeniefa por el aprendizaje de lasfca y las mateiticas
durante los primeros semestres de forrbagiatribuida en

Los problemas actuales de las cienciasitas y laingeniga  Parte, a la desarticulam entre la ens&nza de estas disci-
exigen una educa que permita a los futuros profesiona- Plinas con el propsito mismo de su forma@n profesional.

les desarrollar habilidades en distintas disciplinas que in- Dentro de este contexto, el curso sistemas diami-
cluyen la fsica, las mate#ticas y la programagn como he- cosse presenta como una excelente oportunidad para inte-
rramientas fundamentales que perraitirabordar y generar grar las destrezas adquiridas por los estudiantes en materias
soluciones a estos de&ad. Por lo tanto, los nuevos profe- como fisica, programaén y matenaticas con el prapsito
sionales deben ser capaces bigle analizar los aspectos de diséar, modelar y simular sistemas dmicos. Para lo-
tedricos y ecnicos de las soluciones, sino taéibde obser- grar este objetivo, se desarrollo una herramienta software
var su reladn con el contexto y otros campos profesionalesque permite modelar y simular sistemas ar@cos a par-

Los nuevos desads exigen que los profesionales desarrollentir de dos tipos de pametros. Los primeros, denominados
habilidades como: el autoaprendizaje para mantener la consinematicos, definen las matrices de transforrba@ntre los
petitividad en un campo profesional en constante cambio, caistemas coordenados de referencia asociados a cada uno d
municacon asertiva, toma de decisiones, consefyaael los cuerpos que componen el sistema que se modela. Los
medio ambiente, evaluar el impacto social de las solucionestros paametros son los damicos, que indican la masa, el

y trabajar en equipo. momento de inercia y la pos@i del centro de gravedad de
La reflexbn de como mejorar la educacien ciencias e cada cuerpo.
ingeniefa siempre ha sido udpico importante [1-3]. En [4], El trabajo presentado en esteieuto describe el uso

el autor discute sobre el proceso de forrbadile ingenieros de la herramienta con un caso de estudien@ulo inver-
en Colombiay propone desarrollar un ambiente de aprendizéido de base mwil), el software desarrollado permite obte-
je que promueva el desarrollo de competencias transversalasr las ecuaciones de movimiento, mediante el us@beio
para enfrentar el désimo generalizado de los estudiantes desimbdlico sin la necesidad de escribir la eriergirética y po-
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tencial, para el &@culo de las ecuaciones de movimiento. Se I
muestra una metodolampara la eng&anza del modelado de I
sistemas memicos utilizando las ecuacionesldmgrange Yo
La aplicacon de esta herramienta en la dieeza del
modelado de sistemas n@tcos con las ecuaciones da-
grange y que se destacan por tener una gran abstmacci
matendtica que algunas veces dificulta el aprendizaje de al-
gunos estudiantes, demdstser de gran ayuda en la com-
prenson de la ditamica de sistemas. Este documenté est
tructurado de la siguiente manera: la Sec. 2 describe la he |
rramienta desarrollada para encontrar el modelo miiem '
de un sistema damico por medio de las ecuacioneslde
grange la Sec. 3 muestra un caso de estudio y el algoritmo
implementado para la soldri, seguido por los resultados en
la Sec. 4 y concluyendo el &tilo en la Sec. 5.

q1 ) i (@)

FIGURA 1. Péndulo de base avil.

cuerpos que componen el sistema que se modela. Los otros
parametros son los damicos, que indican la masa, el mo-
CriT_1ento de inercia y la posimn del centro de gravedad de cada

2. Descripcbn de la herramienta

La herramienta desarrollada permite modelar cadenas
nematicas seriales y arborescentes en 2D. En las seriales, dalerpo.

da cuerpo tiene ufinico predecesor y uinico sucesor. En Antes de ingresar los pametros cinefticos y dirami-

las arborescentes cada cuerpo tienénioo predecesor pero COS se debe asignar un referente a cada uno de los cuerpos que
puede tener fitiples sucesores, [5]. La herramienta no per-componen la cadena cinatica objeto de estudio. Se recal-
mite modelar cadenas cinéticas cerradas, en estas un cuer-ca que las cadenas cinatitas deben ser seriales o arbores-

po puede tener fitiples predecesores. centes y el antecedente de un cuerpdenotado como(i),

Para utilizar la herramienta el usuario debe definir elesnico. Para la asignami de los referentes deben tenerse
sistema me&nico a modelar utilizando los ganetros ci- presente las siguientes reglas: (i) Los ejesy deben estar
nematicos y diramicos explicados en la siguiente sécci  en el plano de la pagina y el ejese siempre perpendicular
Estos paametros se ingresan\atlaby este a su vez genera a esta. (i) el referente inercial o Galileano se considera aso-
autom@ticamente un programa que es enviado a la herramiegiado al cuerpo cero. (iii) Si la articulam que une el cuerpo
ta de calculo simblico Maxima [6]. Dicha herramienta se i al cuerpop(i) es prisnatica, entonces el ejedel referente
ocupa de aplicar la ecudci de Lagrangey genera el si- p(i) debe seguir la direaon de desplazamiento de dicha ar-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales de segundo ordiculacion. (iv) Si la articuladdn que une el cuerpiaal cuerpo

den: p(i) es rotoide entonces los origenes de los referer(igse
AlQ) G+ H(q,q) =T (1) i deben coincidir con el eje de rotaaide la articuladn.
SiendoA(q) la matriz de inercia del sistemé&(q, ) el En la Fig. 1 se muestra un ejemplo de asigbade re-

vector de fuerzas centrifugas, de Coriolis y gravitacionales yerentes para un sistema compuesto de dos articulaciones. La
I el vector de esfuerzos que @anh sobre el sistema. Si la primera variable articular, denotadg, indica el desplaza-
coordenada generalizagaes unangulo de rotaéin, como  Mmiento del carro con respecto al origen del referente inercial.
en el caso de una articulaci rotoide, el componentede  La segunda, denotadg, el angulo que forma la barra del

I es el par que a@i sobre la articulaéh. Si la coordenada péndulo con respecto a la horizontal (gjelel referente ).

generalizadg; es una distancia, el componeritde I es la Para ilustrar los pametros cineraticos y diramicos que
fuerza exterior que aih sobre la articuladn. requiere la aplicadin para generar el modelo d@imico, se

Una vezMaximaha calculado (1), las correspondientes ytilizara como ejemplo el sistema presentado en la Fig. 1.
expresiones sinidicas son enviadas lelatlab para conver-

tirlas en funciones que pueden ser utilizadas por el usuario
desde la herramientaimulinkpara realizar una simuldmi
de la diramica del sistema.

Los paametros ciner@ticos requeridos son:

= Numeracbn de las articulacionesEste vector con-
2.1. Pa@metros cinenaticos y dinamicos tiene una lista de caracteres con los nombres
de cada una de las articulaciones. En el caso
A la herramienta desarrollada se le deben suministrar del presente ejemplo dicho vector corresponde a

dos tipos de pa@metros. Los primeros, denominados ci- Articulacion = ['1';'27; , indicando que
nematicos, definen las matrices de transforrbacéntre los el sistema contiene dos articulaciones denominagas
sistemas coordenados de referencia (en adelante denomina- 2. Las comillas simples indicanMatlab que el vector
dos simplemente referentes) asociados a cada uno de los  Articulacion contiene caracteres y ndimeros.
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= Encadenamiento de los cuerpdsste vector contiene

una lista de caracteres que indican el orden de precefagLa I. Paametros cineraticos del sistema descrito en la Fig. 1.
dencia entre los cuerpos. En el presente ejemplo se

tiene Precedente = ['0’;’1’];+. Esto indica que el i p(i) o i dz; dyi
cuerpo2 esta precedido del cuerfioy que el cuerpd 1 0 P 0 NaN 0
esta precedido del cuerpa referente inravil. 2 1 R NaN 0 0

= Tipo de articulacdbn: EI componente de este vector
indica si la articuladn que conecta el cuerp@on su  TapLa 1. Pa@metros dimicos del sistema descrito en la Fig. 1.
predecesop(i) es prisnatica’P’  (un grado de liber- . — .
tad), rotoideR’  (un grado de libertad) o si no existe Articulacibn Masa Inercia C. Gravedad C. Gravedad

conexbn entre los cuerpo§’ (tres grados de liber- X Y
tad). En el caso del sistema de la Fig. 1, dicho vec- 1 my I 0 0
tor corresponde @ipo =['P’;'R’]+. Indicando que el 2 o I oL 0

cuerpol esta unido al cuerpd a traves de una articu-
lacion prisnatica y el cuerp@ esta unido al a trawes

de una articuladin rotoide (componente del vectorAngulg, dx; el desplazamiento en-

tre los ofgenes de los referentés p(i) sedin el ejex de
p(2) (componenté del vectorDesplazamiento Xdy; el des-

contiene ekngulo que debe rotar el ejedel referente  Plazamiento entre los iyenes de los referenteg p(i) segin
p(i) para quedar paralelo al ejedel referentei. En el ejey dep,(z) (compgfneljte del vectongspIazamento)(

el presente caso los referentey 1 eséin alineados y Los paametros diamicos del cuerpo son: su masa, su
por lo tanto elangulo de rotaéin es cero. EAngulo Momento de inercia con respecto al ejdel referente y las
entre los referentes y 2 es variable dado que la ar- coordenadas de su centro de gravedad con respecte # lps
ticulacion es rotoide. En tal caso el valor a incluir en del referente. Dichos paametros se resumen en la Tabla Il.
el vector deangulos esNaN (de sus siglas en ing$

Not a Numbe). De acuerdo con lo anterior se tiene . . .
Angulos = [0; NaN] . 3. Funcionamiento de la herramienta

. Angulos de rotadin: El componente de este vector

» Desplazamiento en el eje EI componente de este  Para generar el sistema de ecuaciones diferenciales que rige

vector es el desplazamiento del origen del referénte €l comportamiento de un sistema raeo [7], Matlab ge-
con respecto al origen del referent@) sedin la di-  nera un programa eMaximaque implementa la secuencia
reccbn del ejez de p(i). En el sistema objeto de es- de pasos descrita a continuai

tudio, el desplazamiento del origen del referenten

respecto al referenté sedin xy es variable debido a 1. Con base en los pametros cinemticos se determinan

que la articula@dn que los une es prisatica. En tal las matrices de transformaci entre los diferentes sis-
caso el valor a incluir en el vector de desplazamien- temas coordenados. Si la articufaties prisratica, el
to enz esNaN El desplazamiento del origen del re- valor NaNdel padmetrodz; se reemplaza por la coor-
ferente2 con respecto al origen del referertesedin denada generalizada
x1 €es cero. A el vector de desplazamientos eres
DesplazamientoX = [NaN; 0] ) cosq; —sino; g
POT, = | sina;  cosay dy;
= Desplazamiento en el eje El componente de este 0 0 1

vector es el desplazamiento del origen del referénte
con respecto al origen del referent@) sedin la di-
reccbn del ejey de p(i). En el sistema objeto de es-
tudio, el desplazamiento del origen del referent®an
respecto al referent@ sedin y, es cero. El desplaza-

Sila articulacdn es rotoide el valdlaNdel padmetro
«; se reemplaza por la coordenada generalizada

A : ¢ cosq; —sing; dz;
miento del origen del referenfecon respecto al origen P, — sing; cosq;  dy;
s . 11— 1 K 1

del referentd sediny; es la constante de la Fig. 1. 0 0 1

Los paBmetros cineiticos del sistema presentado en la _ ) ) )
Fig. 1 se resumen en la Tabla . 2. Las matrices obtenidas en el paso anterior se combi-

En el encabezado de la Tablai Idenota el cuerpgy(i) nan para obtener Ia_ls matrices de transfororacjue
el precedente del cuerppo; el tipo de articuladn que une conectan el referentecon el referente.
el cuerpoi con su precedentg(:) (componente del vector

0 _ 0 1 i—27. i—17. s
Tipo), «; el angulo de rotadin entre los referentesy p(i) Ti="Tix To.. . T x 7T, i=2...n
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3.

10.

. Con base en las matrices de transforroa€iT; se ex-

. Se derivan con respecto al tiempo las posiciones abso-

. Se derivan con respecto al tiempo las rotaciones totales

. Se calcula la enefg cirética total del sistema:

. Se calcula la eneftg potencial total del sistema:

D.A. BRAVO M. AND C.F. RENGIFO R.

A partir de la tabla de pametros diamicos se confor- 4. Resultados
man los vectores con las posiciones de los centros de

gravedad de cada uno de los cuerpos. En la primera veréin de la aplicadin desarrollada no se uti-

iCg = {Xﬂ liz6 Maxima sino la librefa de calculo simblico de Mat-

9i = Y; lab. Esta, a pesar de tener todas las funciones necesarias
_ para resolver las ecuacionesldgyrange tomaba demasiado
'Cg; denota la posiéin del centro de gravedad del tiempo en generar el modelo matatico del sistema. Adi-
cuerpoi en el referente. cionalmente, las deficiencias en los algoritmos simplifimaci
simbdlica conllevaba a que las expresiones del modelo resul-

presan los centros de gravedady, en el referente

cero: 00 '
gi| _ omp. . 'Cy;
[ [

. Con base en las matrices de transforroaéiT; se de- O

terminan las rotaciones totales de cada uno de los cuer
pos con respecto al refereritePara ello basta calcular

el coseno inverso del elemertth 1) de la matriZ’T;. Iy

0B; = arc cosOTi(l7 1)

lutas de los centros de gravedad con el fin de obtener #
las velocidades lineales de los centros de gravedad cor
respecto al referente

OVi = Odgi

con el fin de obtener las velocidades angulares con res:
pecto al referente.

w; = B

i=1

n
U:Zmi'g~ﬁT~OCgi

i=1

Siendoi un vector unitario que expresa la dirgmtide
la fuerza de gravedad en el refereftesi la gravedad
actia en la direcén dex,, entoncesi = [1,0]7, si es
en la direcadn dey, entoncesi = [0, 1]7.

Se reemplazd. = T — U en la ecuaciones dea-
grange [8].

d [0L(g,q)| 0L(g,4) _
T [ 4 ag ~ W

La herramientaMaxima se encarga de realizar las

derlvadas parciales y las derivadas con respecto gt gyra 3. Masa que se desplaza sobre un riel de inclivasiri-
tiempo. ables.
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tante fueran enormemente costosas de evaluar en el sentido

computacional, [9]. TABLA |ll. Herramientas software para simul@tide sistemas
Para presentar a los estudiantes la apl@ade las ecua- mednicos.

ciones deLagrangeal modelado de sistemas dimicos, se

, . , . . ODE www.ode.or
elabob una glia donde desps de una breve introducci Bul bulletohvsi g
tedrica, se aplica, a manera de ejemplo, la secuencia de pasos u Pft ulletp ysu_:s_.org
descrita en la sedwn anterior al modelado de los sistemas  Physics developer.nvidia.com
presentados en las Figs. 1 y 2. Posteriormente se propone Physion physion.net
gue modelen el sistema de la Fig. 3 y que verifiquen con la gox2D box2d.org

herramienta desarrollada los resultados obtenidos mediante Webots

, . . . www.cyberbotics.com
calculos manuales. Finalmente los estudiantes deben utilizar

la herramienta para modelar uanmulo de cuerpos. El ob- VRep WWW‘COppel'arObOt'Fs_"(:om
jetivo, de este ultimo ejercicio es que los estudiantes obser- Morse www.openrobots.org/wiki/morse
ven como aumenta la complejidad del modelo a medida que Gazebo gazebosim.org

se adicionan cuerpos al sistema.

sistemas de control realimentado. Dichos sistemas, deno-
minados simplemente controladores, son funciones que per-
miten calcular el vectdr de la Ec. (1) en funéin deq y ¢ con

En la Tabla Il se presenta una lista de herramientas sofe! fin de que el sistema resultante tenga unas propiedades de:

ware que permiten simular el comportamientoédiico de seadas. Como por ejemplo, que las articulaciones de un robot

sistemas memicos. Algunas de ellas con®@DE o Bullet ~ r€alicen un movimiento deseado.

son librefas que el usuario integra desde un programa escrito  En perspectiva se tiene implementar una interfadica

en C o C++Physiono Box2Dson entornos de simulagi 2D due permita al usuario introducir los panetros cineraticos

orientados a la enéanza de laitica. Otras herramientas co- Y dinamicos del sistema a modelar. Adicionalmente sarest

mo Webots VRep Morse o Gazeboson complejos entornos e§tudlando algoritmos para permitir el modelado de cadenas

graficos para simulaéh de robots. La caracietica coniin  Cinenaticas cerradas.

de las herramientas anteriormente mencionadas es que no

entregan las ecuaciones de la cadena citiean que se mo- Agradecimientos

dela. Surge entonces el interrogante: ¢ En que situaciones se

requiere conocer explicitamente estas ecuaciones?. Los autores de este @milo expresan sus mas sinceros
En el caso de la forma@n de ingenieros en Autamtica, agradecimientos a la Universidad del Cauca por todo el apoyo

estas ecuaciones son insumo indispensable para @lodile  que les fue dado en la realizanidel proyecto.
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