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Estudiaremos los sistemas de masa variable para el caso particular del problema del cohete, donde se pretende encorirarieecuaci
rige su movimiento y posteriormente resolverla bajo las condiciones del campo gravitacionaEhemypda resistencia del aire, para poder
conocer las cantidadesicas como lo son la velocidad y la posicien todo momento. Adems de encontrar la soluri del cohete para el
caso en el quetdo actia la fuerza gravitacional sobet pudiendo observar la diferencia entre ambas soluciones. La@oleiecontrada en

este trabajo para este problema no se encuentra en la biblapgtaimanera que este trabajo pretende deslumbrar la@ohlel enigratico
problema del cohete.

DescriptoresSistema de masa variable; consergaaiel momento.

In this work will be studied the variable mass system for the particular case of rocket problem, with intend obtain the equation that govern
its movement and solve after under homogeneous gravitational field conditions and air resistance, know to allow the physics quantities, like
velocity and position in all time. Furthermore get the rocket solution for the case that only acts the gravitational force on it, that allows to
observe the difference between both solution. The found solution in this paper for this problem doesn’t appear in the literature, such that this
work purport dazzle the enigmatic solution of rocket problem.

Keywords: Variable mass system; conservation of momentum.

PACS: 45.20.D-; 45.20.d

1. Introduccion se basan en poner a losé&lies enorbita y la exploradin

) o de otros mundos para investigaeicientfica, a$ que en este
Este trabajo se centra principalmente en obtener y resolvwabajo nos encargamos de explicar de manera mactiah
fuerzas externas que aen sobregl (la solucon obtenida  yglocidad y posid@n en todo instante de tiempo como tam-

sea la dependiente del tiempo), fundamentalmente las dglien comparar los casos cuando interviene o no la fuerza de
campo gravitacional homégeo y la fuerza de rozamiento friccion del aire.

con el aire proporcional a la velocidad, adentabe recalcar
gue este estudio es basado en el marco dértates cuando
el cohete aun no ha tomado una gran altura y conserva v&. Deduccbn de la ecuacdbn de movimiento
locidades relativamente bajas comparadas con las velocida-
des que puede llegar a alcanzar (bajpsiaros de Reynolds Para estos sistemas tenemos que partir de la forasage-
Re < 1) [5], as como una breve introdudm a los sistemas neral posible de la segunda ley de newton, permitiendo que
de masa variable [2]; este problema de iésegeneral en el actle una fuerza externBey en el sistema. Esta fuerza no es
campo de la astréutica ha sido estudiado a lo largo de losla fuerza que impulsa al cohete (la cual es una fuerza interna
ahos por algunos cietficos como por ejemplo el trabajo de para el sistema s’), si no esasbien la fuerza producida de
K. E. Tsiolkovski publicado en mayo de 1903 en la “revistaalgin agente externo al sistema, que pueden ser la fuerza de
cientfica” [4], en donde obtiene la ecuéa de movimiento  gravedad que ejerce la tierra o el rozamiento con el aire. El
y la solucbn para el caso de las fuerzas externas nulas, o @homento total del sistema s’ (como se observa en la Fig. 1)
arficulo de Martin S. Tiersten publicado en American Jour-es P, entonces la segunda ley puede expresarse como:
nal of Physics en enero de 1969 [1]. Tagbhemos tomado
como referencias algunos libros comdsiea” Vol. 1 de Ro-
bert Resnick [2] o “curso breve de néetca térica” de S.
Targ [4].

La importancia de este estudio es fundamental para nos- En el intervalo de tiempad\¢, el cambio del momento,
otros ya que todos los sistemas de comunaratioy en da =~ AP es:

. . AP
Fou= {0 v .
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FIGURA 1. (a) Un sistema s’ en el instante de tiem@éne una masa/ que se mueve a velocidad (b) En un instante de tiempo posterior
At, la masa que originalmente Hald/ ha arrojado cierta cantidad de masA M. La masa restant®/ + A M, la cual lamamos subsistema
s, se mueve ahora con una velocidad Av [2].

AP = Df — Di- (2) gases expulsados con refacial cohete. Aisque podemos

) . _ escribir la Ec. (5a) como:
Dondep’ es el momento final del sistema s’, en el instante

de tiempal + At, y p; el momento inicial de s’ en el instante Foyw=MZ 17
. . . ext T

de tiempat, y sus expresiones son entonces respectivamente: dt dt
Y el problema se reduce ahora a resolver la Ec. (5c¢) in-

troduciendo las fuerzas que se ejercen sobre el cohete [2].

(5¢)

§r = (M + AM)(7 + AT) + (-AM)@.  (3b)

. _ 3. Solucbn ala ecuacbn de movimiento
De manera que el cambio del momento es:

. . . R . Supongamos que el cohete&esn presencia del campo gra-
AP = (M +AM)(0 + Av) + (=AM)d — M. (3€)  itacional constante de la tierra y que su movimiento se res-
tringe ®lo a la direcadn j, de tal manera que la exprési

Sustituyendo la exprean (3¢) del cambio del momento en la
(5¢) nos queda como:

Ec. (1), obtenemos:
- dv M
= AT _AM JAM JAM ~Mg=M— +v,— (5d)
Fea = lim | M+ 01 + AR — x| (&) dt dt
Dividiendo la Ec. (5d) poiM y despejandalv/dt tenemos

Haciendo un poco de algebra y aplicando iosites a la que:

expresbn (4) se obtiene:
dv

Foyi = M— + (7 — @)

IM dv 1 dM (5¢)
— = —Vp——— — .

- (5a) dt Mar Y
L . De manera que integrando respecto al tiempo la Ec. (5e) para

Hay que notar que el tercéarmino de la expresi (4) N0 hoqer conocer la velocidad en cualquier instante de tiempo
aparece en la Ec. (5a), debido a que estumino infinitesi-  tanemos que introducir las condiciones iniciales del proble-
mal de segundo orden y es despreciado, podemos identificg{; En el instante de tiempo= 0, M = mq Y v = vy, para
que el primerérminodi/dt es la aceleradn del sistema S’ ,pianer: ' ’

cuando empieza a perder masa a una velocidadina can-

. t t t

tIdad|dM/dt\'[2]. ] dv 1dM , ,
Para ver si en verdad la Ec. (5a) es lasygeneral de la se- @dﬁ =~ | 3 dt' —g [ dt.

gunda ley de Newton, basta con identificar algut@ssitnos to to to

y ponerlos como la derivada de el producto de las funciones )
dewvy M. Para asobtener: De manera que nos queda:
D
1——1
mo

v(t) = v, — gt — v, In . (6a)

., d ~ _dM
Fexe = *(Mv) U (5b)

dt dt De manera que ya conseguimos la velocidad del co-
Podemos notar que tanto= 0, 0 M = cte, se obtiene la hete para cualquier instante de tiempo habiendo hecho
Ec. (1), de tal manera que la Ec. (5b) esweneral que la M = my — Dt, dondeD = —dM/dt es la velocidad con
Ec. (2). que se quema el combustible del cohete y es por lo gene-
Ahora volvamos al problema de un cohete, de manera quel constante. Nos queda por sabemo cambia su posian
su ecuadn de movimiento estargobernada por la Ec. (5a), en el tiempo, note que si la mad#é no cambia en el tiem-
en donde elérmino (¢ — @) es una velocidad relativa de los po el segundo termino se hace cero y obtenemos una de las
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ecuaciones de cineatica para una pddula en cada libre ex- p dy p Y !
puesta al campo gravitacional constante [2-5]. Para obtenerla/ @dt’ = vo/dt’ _UTB/IH . dM—g/tdt'-
posicbn usamos: i i b 0 o
d 1
v == (6b) y(t) = yo + (v0 + v,)t = Sgt°
Asi que sustituyendo lo anterior en la Ec. (6a) e integra- L Mo Dty D 7
mos respecto el tiempo obtenemos: " D mo
4 velocidad

300

2504

1504 -

FIGURA 2. Grafica de las velocidades del cohete con fiincy sin friccbn en funcbn del tiempo. La curva de lanea punteada es la
velocidad del cohete considerando la fuerza de fiicgiroporcional a la velocidad, mientras que la curva corifleal continua es la
velocidad del cohete sin considerar la fuerza de foicci

FIGURA 3. Grafica de las posiciones del cohete con fiogy sin friccibn en funcon del tiempo. La curva de lanlea punteada es la pogini
del cohete considerando la fuerza de frdecproporcional a la velocidad, mientras que la curva coméal continua es la posisi del cohete
sin considerar la fuerza de fricri.
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Asi hemos encontrado la podici del cohete para todo mientras que para la posici es de; = 1400 m. Se puede ver
instante de tiempo de su trayectoria. Podemos observar tamue $ existe un notorio cambio en la velocidad y la po@ici
bién que siM = mg, entonces obtenemos una de las ecuacioeuando no se considera la resistencia del aire de tal forma que
nes de cinerdtica para la posion de una paitula en cada  los resultados obtenidos son de importancia paradatiga
libre que es lo que sucede una vez que el cohete quema tode estudio de este problema. Los valores que se introdujeron
su combustible [2-5]. para calcular lo anterior fueron:

Ahora introduciendo en la Ec. (5¢) la fuerza de rozamien-
to del aire proporcional a la velocidad, ya que este estudio = mg = 3 kg (2de carga util y 1 de combustible
es para velocidades y alturas bajas del cohete, es decir, pa-
ra instantes de tiempo no muy largos, y la fuerza del campo = v, = 1000 m/s,velocidad de salida de los gases expul-
gravitacbn constante en la diredgi j. Obtenemos: sados, respecto del cohete

—bv— Mg = Mdi’ + w% (8) » D = 0.1 kg/s,razbn con la que es quemado es com-

dt dt bustible en el tiempo
Reacomodando la Ec. (8) de la forma:

dv b v dM
v =

g , .
dt ~ M M di » g = 9.8 m/&, aceleracon de la gravedad a nivel del
Toma la forma de una ecuadi diferencial lineal de primer mar.
orden cuya soludin es:

= b = 0.2 kg/s,coeficiente de rozamiento del aire

Los siguientes resultados fueron obtenidos con el grafica-

_b
u(t) = vr [1 —mg P (mo — Dt)%} dor Graph. Son las graficas de velocidad contra tiempo, po-
sicibn contra tiempo, respectivamente, para poder comparar
+ -9 [(mo - Dt) — mé‘ﬁ (mo — Dt)%} los resultados obtenidos tanto d@tiahmente como cuantita-
D-b tivamente.
_b
+vomg P (mg — Dt) B 9)

De manera que hemos obtenido la velocidad del cohed- Conclusbn
te para todo instante de tiemp@5]. Asi que si sustituimos
v = dy/dt en la Ec. (9) para determinar la po$icidel co-
hete en la direcéin j nos queda como:

Se logb obtener y resolver las ecuaciones de movimiento que
rigen al cohete, ya que este problema no es del todo senci-
llo en muchos de los trabajos que pudimos ver no lo abor-
" (DT2 _ ) —wo(D — b) + gmo dan con las fuerzas externas con las que se tiadrajeste

ariculo, aderas que algunas soluciones son aproximadas, si

D
Y =1%o + *U'r't"'_

b D2 —p? comparamos las dos soluciones que obtuvimos del problema
: del cohete con fricéin y sin ella, podemos notar que ambas
X [(mo — Dt)““%mg5 — mo} ecuaciones llevan logaritmos, esto hace una similitud en am-
bas soluciones puesto que este factor ligeco es tpico del
- ﬁ [((mo — Dt)* —mg] . (10)  movimiento de sistemas de masa variable. Cabe recordar que

si se comparan las ecuaciones para la velocidad y posici
Asi hemos hallado la posizn en la direcdn j paratodo ins-  los dos problemas resueltos en este trabajo sequex hay un
tante de tiempo [5]. cambio muy grande en la forma de las soluciones, entonces
De tal manera que tenemos completo nuestro problemse cree que este trabajo puede ser de importancia.
fisico del cohete bajo las condiciones que establecimos de las Cabe recalcar que aun en este trabajo realizado hace fal-
fuerzas externas que aein sobretl, donde podemos notar ta agregar ras condiciones a las que el cohete en la reali-
que tanto la velocidad como la posinidel cohete son ma- dad esh expuesto, pero creemos geste es un buen inicio
tematicamente diferentes al caso de la fuerza externa del carat problema. Terminamos agregando que cuando se agota el
po gravitacional. Si introducimos ciertos valores para calcueombustible del cohete la velocidad termina siendo igual a
lar las cantidadesigicas obtenidas de velocidad y poéiti la velocidad inicial y la posiéin termina siendo igual a una
de las ecuaciones (6), (7), (9) y (10) respectivamente obten@osicbn inicial, y esto tiene coherencia ya que en los estu-
mos que la velocidad del cohete considerando la resistencdios que hizo K.E. Tsiolkovski [4], introdujo la idea de que
del aire es de = 212.44 m/s mientras que la posam es de el cohete debém de componerse de varios contenedores de
y = 1100 m suponiendo que el cohete parte del reposo, ahoreombustible y dsuna vez que se agote el combustible en un
bien, para el caso en donde no consideramos la fuerza de fricontenedor el problema se reinicia con una velocidad y posi-
cion del aire obtenemos que la velocidad esde 307 m/s  cion iniciales respectivamente.
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