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Obtención y solucíon a la ecuacíon de movimiento de un cohete, actuando
sobreél las fuerzas externas del campo gravitacional constante

y el rozamiento del aire proporcional a la velocidad
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Estudiaremos los sistemas de masa variable para el caso particular del problema del cohete, donde se pretende encontrar la ecuación que
rige su movimiento y posteriormente resolverla bajo las condiciones del campo gravitacional homogéneo y la resistencia del aire, para poder
conocer las cantidades fı́sicas como lo son la velocidad y la posición en todo momento. Adeḿas de encontrar la solución del cohete para el
caso en el que sólo act́ua la fuerza gravitacional sobreél pudiendo observar la diferencia entre ambas soluciones. La solución encontrada en
este trabajo para este problema no se encuentra en la bibliografı́a, de manera que este trabajo pretende deslumbrar la solución del enigḿatico
problema del cohete.

Descriptores:Sistema de masa variable; conservación del momento.

In this work will be studied the variable mass system for the particular case of rocket problem, with intend obtain the equation that govern
its movement and solve after under homogeneous gravitational field conditions and air resistance, know to allow the physics quantities, like
velocity and position in all time. Furthermore get the rocket solution for the case that only acts the gravitational force on it, that allows to
observe the difference between both solution. The found solution in this paper for this problem doesn’t appear in the literature, such that this
work purport dazzle the enigmatic solution of rocket problem.

Keywords: Variable mass system; conservation of momentum.

PACS: 45.20.D-; 45.20.d

1. Introducción

Este trabajo se centra principalmente en obtener y resolver
la ecuacíon de movimiento de un cohete considerando las
fuerzas externas que actúan sobréel (la solucíon obtenida
seŕa la dependiente del tiempo), fundamentalmente las del
campo gravitacional homogéneo y la fuerza de rozamiento
con el aire proporcional a la velocidad, además cabe recalcar
que este estudio es basado en el marco de los lı́mites cuando
el cohete aun no ha tomado una gran altura y conserva ve-
locidades relativamente bajas comparadas con las velocida-
des que puede llegar a alcanzar (bajos números de Reynolds
Re < 1) [5], aśı como una breve introducción a los sistemas
de masa variable [2]; este problema de interés general en el
campo de la astronáutica ha sido estudiado a lo largo de los
años por algunos cientı́ficos como por ejemplo el trabajo de
K. E. Tsiolkovski publicado en mayo de 1903 en la “revista
cient́ıfica” [4], en donde obtiene la ecuación de movimiento
y la solucíon para el caso de las fuerzas externas nulas, o el
art́ıculo de Martin S. Tiersten publicado en American Jour-
nal of Physics en enero de 1969 [1]. También hemos tomado
como referencias algunos libros como “Fı́sica” Vol. 1 de Ro-
bert Resnick [2] o “curso breve de mecánica téorica” de S.
Targ [4].

La importancia de este estudio es fundamental para nos-
otros ya que todos los sistemas de comunicación hoy en d́ıa

se basan en poner a los satélites enórbita y la exploracíon
de otros mundos para investigación cient́ıfica, aśı que en este
trabajo nos encargamos de explicar de manera muy didáctica
como se obtienen algunas cantidades fı́sicas como lo son la
velocidad y posicíon en todo instante de tiempo como tam-
bién comparar los casos cuando interviene o no la fuerza de
fricción del aire.

2. Deduccíon de la ecuacíon de movimiento

Para estos sistemas tenemos que partir de la forma más ge-
neral posible de la segunda ley de newton, permitiendo que
actúe una fuerza externa~Fext en el sistema. Esta fuerza no es
la fuerza que impulsa al cohete (la cual es una fuerza interna
para el sistema s’), si no es más bien la fuerza producida de
algún agente externo al sistema, que pueden ser la fuerza de
gravedad que ejerce la tierra o el rozamiento con el aire. El
momento total del sistema s’ (como se observa en la Fig. 1)
es ~P , entonces la segunda ley puede expresarse como:

~Fext = ĺım
∆t→0

∆~P

∆t
. (1)

En el intervalo de tiempo∆t, el cambio del momento,
∆~P es:
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FIGURA 1. (a) Un sistema s’ en el instante de tiempot tiene una masaM que se mueve a velocidadv. (b) En un instante de tiempo posterior
∆t, la masa que originalmente habı́aM ha arrojado cierta cantidad de masa−∆M . La masa restanteM +∆M , la cual llamamos subsistema
s, se mueve ahora con una velocidadv + ∆v [2].

∆~P = ~pf − ~pi. (2)

Donde~pf es el momento final del sistema s’, en el instante
de tiempot + ∆t, y ~pi el momento inicial de s’ en el instante
de tiempot, y sus expresiones son entonces respectivamente:

~pi = M~v (3a)

~pf = (M + ∆M)(~v + ∆~v) + (−∆M)~u. (3b)

De manera que el cambio del momento es:

∆~P = (M + ∆M)(~v + ∆~v) + (−∆M)~u−M~v. (3c)

Sustituyendo la expresión (3c) del cambio del momento en la
Ec. (1), obtenemos:

~Fext = ĺım
∆t→0

[
M

∆~v

∆t
+ ~v

∆M

∆t
+ ∆~v

∆M

∆t
− ~u

∆M

∆t

]
. (4)

Haciendo un poco de algebra y aplicando los lı́mites a la
expresíon (4) se obtiene:

~Fext = M
d~v

dt
+ (~v − ~u)

dM

dt
. (5a)

Hay que notar que el tercer término de la expresión (4) no
aparece en la Ec. (5a), debido a que es un término infinitesi-
mal de segundo orden y es despreciado, podemos identificar
que el primer t́erminod~v/dt es la aceleración del sistema S’
cuando empieza a perder masa a una velocidad~u a una can-
tidad|dM/dt| [2].

Para ver si en verdad la Ec. (5a) es la más general de la se-
gunda ley de Newton, basta con identificar algunos términos
y ponerlos como la derivada de el producto de las funciones
dev y M . Para aśı obtener:

~Fext =
d

dt
(M~v)− ~u

dM

dt
. (5b)

Podemos notar que tanto~u = 0 , o M = cte, se obtiene la
Ec. (1), de tal manera que la Ec. (5b) es más general que la
Ec. (1).

Ahora volvamos al problema de un cohete, de manera que
su ecuacíon de movimiento estará gobernada por la Ec. (5a),
en donde el t́ermino (~v − ~u) es una velocidad relativa de los

gases expulsados con relación al cohete. Aśı que podemos
escribir la Ec. (5a) como:

~Fext = M
dv

dt
+ ~ur

dM

dt
. (5c)

Y el problema se reduce ahora a resolver la Ec. (5c) in-
troduciendo las fuerzas que se ejercen sobre el cohete [2].

3. Solucíon a la ecuacíon de movimiento

Supongamos que el cohete está en presencia del campo gra-
vitacional constante de la tierra y que su movimiento se res-
tringe śolo a la direccíon ̂, de tal manera que la expresión
(5c) nos queda como:

−Mg = M
d~v

dt
+ ~vr

dM

dt
(5d)

Dividiendo la Ec. (5d) porM y despejandod~v/dt tenemos
que:

dv

dt
= −vr

1
M

dM

dt
− g. (5e)

De manera que integrando respecto al tiempo la Ec. (5e) para
poder conocer la velocidad en cualquier instante de tiempo
tenemos que introducir las condiciones iniciales del proble-
ma. En el instante de tiempot = 0, M = m0 y v = v0, para
obtener:

t∫

t0

dv

dt′
dt = −vr

t∫

t0

1
M

dM

dt′
dt′ − g

t∫

t0

dt′ .

De manera que nos queda:

v(t) = vo − gt− vr ln
∣∣∣∣1−

D

m0
t

∣∣∣∣ . (6a)

De manera que ya conseguimos la velocidad del co-
hete para cualquier instante de tiempo habiendo hecho
M = m0 − Dt, dondeD = −dM/dt es la velocidad con
que se quema el combustible del cohete y es por lo gene-
ral constante. Nos queda por saber cómo cambia su posición
en el tiempo, note que si la masaM no cambia en el tiem-
po el segundo termino se hace cero y obtenemos una de las
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ecuaciones de cineḿatica para una partı́cula en cáıda libre ex-
puesta al campo gravitacional constante [2-5]. Para obtener la
posicíon usamos:

vy =
dy

dt
. (6b)

Aśı que sustituyendo lo anterior en la Ec. (6a) e integra-
mos respecto el tiempo obtenemos:

t∫

t0

dy

dt′
dt′ = v0

t∫

t0

dt′ − vr
1
D

t∫

t0

ln
∣∣∣∣
M

m0

∣∣∣∣ dM − g

t∫

t0

tdt′ .

y(t) = y0 + (v0 + vr)t− 1
2
gt2

+ vr
m0 −Dt

D
ln

∣∣∣∣1−
D

m0
t

∣∣∣∣ . (7)

FIGURA 2. Grafica de las velocidades del cohete con fricción y sin friccíon en funcíon del tiempo. La curva de la lı́nea punteada es la
velocidad del cohete considerando la fuerza de fricción proporcional a la velocidad, mientras que la curva con la lı́nea continua es la
velocidad del cohete sin considerar la fuerza de fricción.

FIGURA 3. Grafica de las posiciones del cohete con fricción y sin friccíon en funcíon del tiempo. La curva de la lı́nea punteada es la posición
del cohete considerando la fuerza de fricción proporcional a la velocidad, mientras que la curva con la lı́nea continua es la posición del cohete
sin considerar la fuerza de fricción.
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Aśı hemos encontrado la posición del cohete para todo
instante de tiempo de su trayectoria. Podemos observar tam-
bién que siM = m0, entonces obtenemos una de las ecuacio-
nes de cineḿatica para la posición de una partı́cula en cáıda
libre que es lo que sucede una vez que el cohete quema todo
su combustible [2-5].

Ahora introduciendo en la Ec. (5c) la fuerza de rozamien-
to del aire proporcional a la velocidad, ya que este estudio
es para velocidades y alturas bajas del cohete, es decir, pa-
ra instantes de tiempo no muy largos, y la fuerza del campo
gravitacíon constante en la dirección ̂. Obtenemos:

−bv −Mg = M
dv

dt
+ vr

dM

dt
(8)

Reacomodando la Ec. (8) de la forma:

dv

dt
+

b

M
v = − vr

M

dM

dt
− g

Toma la forma de una ecuación diferencial lineal de primer
orden cuya solución es:

v(t) = vr

[
1−m

− b
D

0 (m0 −Dt)
b
D

]

+
g

D − b

[
(m0 −Dt)−m

1− b
D

0 (m0 −Dt)
b
D

]

+ v0m
− b

D
0 (m0 −Dt)

b
D (9)

De manera que hemos obtenido la velocidad del cohe-
te para todo instante de tiempot [5]. Ası́ que si sustituimos
v = dy/dt en la Ec. (9) para determinar la posición del co-
hete en la dirección ̂ nos queda como:

y = y0 +
D

b
vrt +


vr

(
D2

b −D
)
− v0(D − b) + gm0

D2 − b2




×
[
(m0 −Dt)1+

b
D m

− b
D

0 −m0

]

− g

2(D − b)D
[
(m0 −Dt)2 −m2

0

]
. (10)

Aśı hemos hallado la posición en la direccíon ̂ para todo ins-
tante de tiempot [5].

De tal manera que tenemos completo nuestro problema
fı́sico del cohete bajo las condiciones que establecimos de las
fuerzas externas que actúan sobréel, donde podemos notar
que tanto la velocidad como la posición del cohete son ma-
temáticamente diferentes al caso de la fuerza externa del cam-
po gravitacional. Si introducimos ciertos valores para calcu-
lar las cantidades fı́sicas obtenidas de velocidad y posición
de las ecuaciones (6), (7), (9) y (10) respectivamente obtene-
mos que la velocidad del cohete considerando la resistencia
del aire es dev = 212.44 m/s mientras que la posición es de
y = 1100 m suponiendo que el cohete parte del reposo, ahora
bien, para el caso en donde no consideramos la fuerza de fric-
ción del aire obtenemos que la velocidad es dev = 307 m/s

mientras que para la posición es dey = 1400 m. Se puede ver
que śı existe un notorio cambio en la velocidad y la posición
cuando no se considera la resistencia del aire de tal forma que
los resultados obtenidos son de importancia para la práctica
de estudio de este problema. Los valores que se introdujeron
para calcular lo anterior fueron:

m0 = 3 kg (2de carga util y 1 de combustible).

vr = 1000 m/s,velocidad de salida de los gases expul-
sados, respecto del cohete.

D = 0.1 kg/s, razón con la que es quemado es com-
bustible en el tiempo.

b = 0.2 kg/s,coeficiente de rozamiento del aire.

g = 9.8 m/s2, aceleracíon de la gravedad a nivel del
mar.

Los siguientes resultados fueron obtenidos con el grafica-
dor Graph. Son las graficas de velocidad contra tiempo, po-
sición contra tiempo, respectivamente, para poder comparar
los resultados obtenidos tanto analı́ticamente como cuantita-
tivamente.

4. Conclusíon

Se logŕo obtener y resolver las ecuaciones de movimiento que
rigen al cohete, ya que este problema no es del todo senci-
llo en muchos de los trabajos que pudimos ver no lo abor-
dan con las fuerzas externas con las que se trabajó en este
art́ıculo, adeḿas que algunas soluciones son aproximadas, si
comparamos las dos soluciones que obtuvimos del problema
del cohete con fricción y sin ella, podemos notar que ambas
ecuaciones llevan logaritmos, esto hace una similitud en am-
bas soluciones puesto que este factor logarı́tmico es t́ıpico del
movimiento de sistemas de masa variable. Cabe recordar que
si se comparan las ecuaciones para la velocidad y posición en
los dos problemas resueltos en este trabajo se verá que hay un
cambio muy grande en la forma de las soluciones, entonces
se cree que este trabajo puede ser de importancia.

Cabe recalcar que aun en este trabajo realizado hace fal-
ta agregar ḿas condiciones a las que el cohete en la reali-
dad est́a expuesto, pero creemos queéste es un buen inicio
al problema. Terminamos agregando que cuando se agota el
combustible del cohete la velocidad termina siendo igual a
la velocidad inicial y la posición termina siendo igual a una
posicíon inicial, y esto tiene coherencia ya que en los estu-
dios que hizo K.E. Tsiolkovski [4], introdujo la idea de que
el cohete deberı́a de componerse de varios contenedores de
combustible y aśı una vez que se agote el combustible en un
contenedor el problema se reinicia con una velocidad y posi-
ción iniciales respectivamente.
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