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Obteniendo los coeficientes de restitugcn y arrastre en un solo experimento
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En el presente trabajo se muestra una forma sencilla y novedosa de obtener el coeficiente derrestitaspondiente al choque entre una
pelota y el piso, en la cual se obtiene, adsnel coeficiente de arrastre cardstizo de una superficie &sfca.

Descriptores:Coeficiente de restitugn; coeficiente de arrastreimero de Reynolds.

In this paper is shown a simple and novel way of finding the coefficient of restitution for the collision between a ball and the floor, where a
the drag coefficient of a spherical shape is obtained.

Keywords: Coefficient of restitution; drag coefficient; Reynolds number.

PACS: 01.50.Pa; 01.50.Wg; 45.50.Tn; 47.27.Ak.

1. Introduccion

En el estudio de la damica de los cuerpos que colisionan, un i

caso atractivo para los estudiantes es el que puede realizarse

con una pelota brincadora. La experiencia consiste en dejar "
caer un cuerpo esfico desde una cierta altura de manera tal

gue al colisionar con el piso rebote, mendose luego verti-

calmente hacia arriba. Abandonadd engsma la pelota con-

tinba subiendo y bajando tras sucesivas colisiones. En cada I 1

colision la pelota pierde parte de su eriargnanifesindose " -

este hecho en la dismindci de la altura que alcanza cada 6 6 It
vez. Esta disminubn puede caracterizarse por el valor del L

coeficiente de restitugn r definido como el cociente entre
la velocidad relativa de retroceso y la velocidad relativa de

aproximacbn [1], que para el caso de una cdisinormal
de un cuerpo contra el suelo, considerado este en reposo, se U Y . T
reduce a la reladn (1). e n

,Ul

r= o 1) FIGURA 1. Esquema donde se muestran las denominaciones
; . simholicas de las alturas y velocidades antes y desplel choque
En la Ec. (1),v es el nddulo de la velocidad de la pelo- . meron.
ta justo antes del choque contra el piso’yel mddulo de la
velocidad inmediatamente deg®,i como se representa en la
Fig. 1. 1,
Experimentalmente, es posible registrar la paside la 3™y = Mghn_1. @

pelota en fund@n del tiempo utilizando un sensor de poSiti . .
De la misma manera, entre el piso, luego del rebote, y su nue-

y un equipo para la recoled@ri autonatica de datos. Repre- va altura néxima, se verifica la relai (3)
sentando el conjunto de valores recogidos en un sistema car- ' '

tesiano se obtienen&ficos caractésticos como el mostrado 1,
en la Fig. 2, logrado, en este caso, haciendo botar una pelota oM
inflable de phstico. - . . . .

ph' . - o Dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones, se obtie-

La determinad@n del coeficiente de restituei en forma .
. ) . ; .ne la igualdad (4).

experimental puede realizarse obteniendo las velocidades in-
volucradas en su definfmn en forma indirecta, a trég de < / )2 h,,

= mgh.,. (©)

n

las alturas inicial y final de la pelota antes y despde ca- = . (4)
da rebote. Si se supone despreciable la foiccion el aire, la
energa me@nica se conserva en todo el trayecto en descensdeniendo en cuenta la definici (1), la expresin (4) puede

entonces se puede escribir la igualdad (2). ser escrita como una reléci lineal entre la altura alcanzada
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’ T 2. Incluyendo el rozamiento viscoso
wlb ]
af : Si se considera que la pelota de masa m se mueve en un medio
- oef 2 1 viscoso, como lo es el aire, los cambios de elzeegtre dos
i. o A 1 alturas naximas consecutivas se deleren parte al choque
oaf : : A 1 con el piso y en parte al rozamiento. Asumiendo que en un
oF : LR 1 segmento considerablemente mayor del total de la trayectoria
! (I : T G N 1 de la pelota el amero de Reynolds es mayor que 1 &hpli-
uf : : H ANA ce A), el modelo que mejor se ajusta para el rozamiento con

b= - - i ” VP - .- ¥ WS S V- A A | NS
0 T i (E] F] s ) 33 ] 33 ‘ .3

tfs)

4 a3

el aire es aquel donde la fuerza de fraties proporcional al
cuadrado de la velocidad [2]. En la Fig. 4 se representan los
FIGURA 2. Registro de la altura de la pelota en funtidel tiempo ~ sentidos de las fuerzas que (g sobre una pelota de masa
obtenido experimentalmente. m durante un movimiento vertical, cuando desciende con una
velocidadv en (a) y cuando asciende con una velocidaah
(b). Se adopit un sistema de referencia representado por un
: : ; ' J eje y vertical con origen en el suelo.
Teniendo en cuenta las fuerzas actuantes sobre la pelota:

el pesomg, el empuje hidrogttico E' y el rozamiento viscoso
~v?, la segunda ley de Newton admite escribir la Ec. (6).

d
E —mg+~yv? = mvd—z (6)

h" (m)

donde la expreén habitual de la acelerami, dv/dt, ha sido
reemplazada por su equivalentglv/dy).

Separando variables en (6) e integrando ambos miembros
de la Ec. (7), alida para la cala previa al choquelmeron,

0 02 04 06 08 1 se obtiene la expre@m (8) que da la velocidad de la pelota
h,. (m ) justo antes de impactar contra el suelo.
FIGURA 3. Altura alcanzada por la pelota luego de cada rebote y Uy 0
su recta de regrési lineal. /$ — l / dy (7
E—-—mg+y? m ’
0 hp—1

luego del nésimo rebote y la altura que alc@nen el rebote

anterior, en la cual el coeficiente buscado, elevado al cua- s E-myg =2vp
. : S v =——>=|(1—em "™ . 8

drado, es la constante de proporcionalidad. Esta telesé v

expresa en (5).

) La velocidadv/, con que inicia el movimiento ascendente
by =1"hp—1. (5)  hasta alcanzar la altura,, luego del choque-ésimo, pue-
de obtenerse similarmente resolviendo la Ec. (9), resultando

Representando gficamenteh,, en funcbn deh,_; de-  luego laigualdad (10).
beiia obtenerse una recta de pendieritePara la pelota cuya
altura en fundin del tiempo se muestra en la Fig. 2, se obtuvo
la grafica mostrada en la Fig. 3, donde, adsmde las alturas
requeridas en (5), se represet@mbeén la recta que mejor se ¥ pl
ajusta a los datos obtenidos experimentalmente.

Lk l 1.*T

¥

La pendiente de la recta de ajuste es 0.7243 con una in-
certeza de 0.0114 con lo que resuite: 0.851 & 0.007.

2
Si bien el coeficiente de correléci lineal obtenido pue- [+ ¥v
de resultar satisfactorio, igual a 0.99753, se advierte a simple
vista en la gafica de la Fig. 3 un ligero de&vde la lineali- {ﬂ} {1_1
dad. Dicho desw, que se repii en cada una de diez tiradas
efectuadas, sugiere que el rozamiento viscoso entre la peloRcura 4. Esquema de las fuerzas actuantes sobre la pelota. (a)

y el aire no debe ser desatendido. cuando desciende, (b) cuando asciende.

mg
)

Rev. Mex. Fis61(2015) 11-16



OBTENIENDO LOS COEFICIENTES DE RESTITUON Y ARRASTRE EN UN SOLO EXPERIMENTO 13

; o =

vdv 1 e
/E—mg—va_m/dy © g it
o 0

/ E —
'Un2 = mg (e%hn - ].) . (10)
Y
En virtud de la definiédn dada para el coeficiente de res-
titucion en la Ec. (1), puede escribirse la retac{11),

2
2= n (1) N ) —
T2 FIGURA 5. Esquema del dispositivo experimental utilizado en el
n

gue se observa la ubicaci del sensor de posan.
Sustituyendo luego las velocidades por las expresio-
nes (8) y (10) se obtiene la Ec. (12). Si z es pequio (pbximo a 0), puede tomarse
(1 —e™*) & z, despreciando logtminos de mayor grado
en el desarrollo en serie de la fuagi (1 — e~*) (Apéndi-
ce B). Con esta aproximdui la Ec. (16) se reduce a la ex-
presbn (17).

e hn—1

s m

ré = 71 T (12)
A continuacbn, despejanda,, en funcbn deh,,_1, se m

llega finalmente a la Ec. (13), en la que aderder, aparece hy, = — In(1 + 72z). a7)

tambien el coeficiente de proporcionalidad 2y
Un nuevo desarrollo en serie permite escribir
B, = 2@ In [1 + 72 (1 _ e%hn—l)} . (13) In(1 + r22) = r2z — (1/2)r*z?, despreciandoétminos
Y

de grado mayor que 2 en el polinomio de Taylor correspon-
. diente (Aendice B).
3. Relacbnentreyy Cp Finalmente, con las aproximaciones realizadas, se logra
escribir la altura luego del &simo rebote en fungh de la
altura alcanzada en el rebote anterior, de la manera que se
muestra en la Ec. (18). En ella aparecen loapeatros- y v,
de valor desconocido.

1 gl
f= §C’DpA1)2 (14) hy =1° (hn_1 - Ehi_l) (18)

Es habitual encontrar en la bibliograf3] una expresin pa-
ra la fuerza de rozamiento que @aa&tsobre un cuerpo que se
mueve a traés de un medio viscoso, de la forma (14).

dondeC, recibe el nombre de coeficiente de arrasiresla L@ EC. (18) es una funeh cuadatica de la forma
densidad del medio en el cual se mueve el cuerpoes el ¥ = 4% + ba?. Ident|f|,cz_;1ndo Iqs_ermlnos equivalentes de
area de la secdn transversal al movimiento. El coeficiente 1@ EC- (18) con la cuadtica geerica se puede ponery -y
Cp es adimensional y depende tanto de la forma del objet§°MO sé indica en (19) y (20).
como de la naturaleza del flujo alrededor del cuerpo, caracte
rizada por el amero de ReynoldRe. r

Es posible, entonces, identificar al coeficientale la
Ec. (6) con el &rmino (1/2)CppA de la (14). Por lo tan-
to, el coeficiente de arrastre puede ponerse como se muestt
en la igualdad (15).

_ %y

Cp="1- (15)

4. Obtenciondery Cp

Un procedimiento para obtenery C'p se describe a conti-
nuacon.
Haciendox = (2v/m)h,_1, la Ec. (13) puede reescri-

birse como se muestra en (16).
FIGURA 6. Pelotas utilizadas en distintos ensayos. Los datos
by, = L [1 42 (1 — e—x)] (16) numéricos consignados en este trabajo corresponden a la de ma-
2y yor tamédio.
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FIGURA 9. Gréfica fpica de la variadéin deCp con Re para dis-
0q 0‘2 014 0’6 ols : tintos cuerpos. Encerrado con una elipse salseel intervalo de
Re en el cual principalmente se mueve la pelota [5].
h,. (m)

FIGURA 7. Altura alcanzada por la pelota luego de cada rebote y la
parabola obtenida por mimos cuadrados.
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FIGURA 8. Altura de la pelota en funén del tiempo, obtenida ex-

perimentalmente, y alturasarimas calculadas mediante el modelo

lineal y el cuadatico.

r=+va (19)
’y:—r%mz—gm. (20)

Hallando los coeficientesy b mediante la aplicadin del
procedimiento de fmimos cuadrados a la sucaside alturas
maximas alcanzadas en cada rebotegigice B), se llega a
obtener los valores dey v empleando las Ecs. (19) y (20), y
luego, por medio de la relam (15), el coeficiente de arrastre

¥ (m)

FIGURA 10. Representadn de los imeros Re en funon de la
altura. Eninea llena, tomando velocidades que alcaiaziarpelo-
ta en ausencia de rozamiento. Los puntos correspondaicdas
efectuados con datos experimentales.

Las condiciones ambientales en el momento del experi-
mento fueron:

= Preson atmosérica: 1010 hPa
= Temperatura: 24C

= Humedad relativa: 45 %

correspondiente a una superficieéeifa.

Con estos datos se caléula densidad del aire con la
formula CIPM-1981/91 [4], resultando sek= 1.18 kg/m?.

Para la primera tirada, cuyos datos fueron representados
Se determi en forma directa la altura de una pelota enen las Fig. 2 y Fig. 3, se hallaron los paretros de la cua-
funcibn del tiempo con un dispositivo provisto de un sen-dratica que mejor ajusta al conjunto de puntos obtenidos, re-
sor que emite y recibe pulsosigticos, registrando en forma sultando sex = 0.859y b = —0.151.
autortica la posidn de un objeto que los refleje (Motion Por medio de las Ecs. (19) y (20) se hallaron los valores
Sensor Il , CI-6742, conectado a la interfaz Science Worksder y ~, siendo estos = 0.927y v = 0.050 Ns>m~2,
hop 700 Interface de Paseh El dispositivo se moigtcomo Posteriormente, con la Ec. (15), se bal valor del coe-
se esquematiza en la Fig. 5. Se utilima pelota f@stica in-  ficiente de arrastre correspondiente, resultatigo= 0.388.
flable de 283.26 g de masa y 26.34 cm de radio, la de mayor En la Fig. 7, la fundn cuadatica obtenida yuxtapuesta a
tamdio entre las mostradas en la Fig. 6. los puntos experimentales, muestra @s¢ée modelo resulta

5. Parte experimental
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Apéndice A

TABLA |. Valores de los coeficientesy Cp obtenidos en diez
ensayos realizados. El nUmero de Reynolds [6] para el caso de una esfera se cal-

cula mediante la Ec. (A.1).

NUmero NUmero
r Cp r Cbo
de ensayo de ensayo R — 2va (A.1)
e — .
1 0.927 0.388 6 0.912 0.325 N
2 0.936  0.425 ! 0911 0332 yondeR es el radio de la esferp,la densidad del fluido que
3 0.928 0.326 8 0.917 0.486 |a rodea i su Viscosidad'
4 0916 0344 9 0943  0.459 Si se quiere conocer elimero de Reynolds en cada pun-
5 0.910 0.321 10 0.936 0.358 to de la trayectoria de la pelota se debe expresar la velocidad

en funcbn de la altura instaAheay. En el caso ideal, sin

una mejor aproximadh que la proporcionada por el modelo fozamiento, cuando la pelota cae desde la afiyra, la ve-
lineal. En el ajuste cuadtico resulta un coeficiente de corre- locidad esh dada por la Ec. (A.2).

lacion igual a 0.99996, &s poximo al ideal de 1, que el

obtenido con el ajuste lineal, igual a 0.99753. v=1/2g9(hpn_1—Y9). (A.2)

Las Ecs. (5) y (18), lineal y cuadlica respectivamente,
predicen las alturas que alcar&z#a pelota luego de cada re- Para una mejor aproximasi a la velocidad real, es conve-
bote. Si se representa cada una de las altiyagadas por hiente realizar la derivada de la fubni representada en la
esas ecuaciones sobre la curva de la poside la pelota en Fig. 2. Puesto que los datos registrados con el sensor se ob-
funcion del tiempo, hallada experimentalmente, puede obsetienen como una coledm discreta de las distintas alturas y
varse como las alturas obtenidas con el modelo étimdr Ssus tiempos correspondientes, la derivada puede ser aproxi-
reproducen con mayor fidelidad lo ocurrido en el experimenmada por los cocientes de los incrementos, como se indica en
to real. Ver Fig. 8. Los resultados obtenidos en diez ensayda Ec. (A.3).
realizados se resumen en la Tabla I.

A partir de los resultados tabulados se obtuvieron los va-
lores representativos:= 0.92 + 0.02 y Cp = 0.38 + 0.06.

Yi+1 — Yi

. A.
tiy1 —t; (A-3)

v =

Remplazando (A.2) y (A.3) en (A.1) se logran expresio-
. nes del fimero de Reynolds en furigi de la altura y. La
6. Conclusbn Ec. (A.4) constituye una cotaarima para el amero de Rey-
nolds dado que la velocidad empleada en ella es mayor que la
En este trabajo se ha presentado un experimento sencillo, faeal, excepto en los puntos donde la pelota alcanza cada una
tible de serimplementado en cursos d&i¢a tasica de carre- de las alturas @ximas locales. La Ec. (A.5), por incluir da-
ras de grado, con el cual se obtiene sidu#tamente el coe- tos experimentales, proporciofemresultados @s pbximos
ficiente de restitudin para el rebote de una pelota contra ela los valores reales.
suelo y el coeficiente de arrastre propio de una esfera que se

L : } 2Rp
mueve en un medio viscoso. Los resultadqs pbtenldos son sa R.(y) = /29(hn—1 —3) (A.4)
tisfactorios pues se obtiene un valordg similar a los que Ui
se publican en la bibliograt especializada,alido para es- 2R R
, _ P | Yi+1 — Yi
feras que se mueven con uamero de Reynolds del orden Rei = 7 =t (A.5)
i+1 = U

entrel-10* y 2-10°. En la Fig. 9 se muestra unadica fpica
de la varlacmn.deCD con el rimero de Reynolds y, encerra- ) representabn giafica de ambas funciones, tomando
da con una elipse, la zona correspondiente al movimiento de

| ot del dondd 1 ad wel P = 1.18 kg/m? y n = 1.825 x 107° Pa's, se muestra en
VZE?S? €l ensayo, dondep toma aproximadamente €l |, Fig. 10. Esta dfica permite observar que, efectivamente,

la funcibn (A.4) acota superiormente a los puntos que repre-
Mediciones efectuadas con pelotas de distinto f&ma sentan los Re obtenidos mediante la Ec. (A.5). Agsnen
permiten concluir que se obtienen resultadd@smpOXiMos  g|la se visualiza que el movimiento se efecen su mayor
al Cp esperado cuanto mayor es ehuietro de la pelota. parte con Aimeros de Reynolds superiores a 1, lo que justifi-
Una posible explicaéin es que cuando el tafiade la  ca el uso de una fuerza de fribai proporcional al cuadrado
pelota es mayor, la superficie que refleja los pulsos hacide la velocidad y, @ mas, toma principalmente valores por
el detector se aproximaas a una superficie plana, encu- encima de 10000 y por debajo de 200000, para los que se
briendose ddas pequias desviaciones de la vertical en los espera un valor del coeficien&, proximo a 0.4, como se
sucesivos rebotes de la pelota. pone de manifiesto en la Fig. 9.
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Apéndice B drados ninimos:
N N 4 N 3NV 2
; i ; i=1 Til¥i 2 i1 Ti = 20i=1%i 2ui=1 TiYi
Desarrollos en series de Taylor usados en las aproximacionesa = Lz Ny %Z—lN 42 " 23 ; Y (B.3)
efectuadas: Dlim Ty Dy y — (i )
N N N N
2 b— Dot T D TiYi — Doimy TF e Tils (B.4)
—T N N N . .
Loe :x_7+€_ﬂx4+”" (B8.1) Y w i w = (i )
2 2 1 4.2 1 6,.3 1 8.4 imi
In(1 + r°z)=r e—griethgriat et (B.2)  Agradecimientos
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