
EDUCATION REVISTA MEXICANA DE FÍSICA 61 (2015) 35–40 JANUARY–JUNE 2015
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Determinamos el comportamiento energético de un electŕon en el interior de un punto cuántico. El punto cúantico se modela usando un pozo
de potencial infinito y un oscilador arḿonico bidimensional y se soluciona a través del formalismo de segunda cuantización. Este sistema
tiene una alta relevancia por sus potenciales aplicaciones en la construcción de dispositivos para el procesamiento cuántico de informacíon.
Esta descripción presenta las aplicaciones de problemas clásicos de la mecánica cúantica en el disẽno y construccíon de dispositivos opto-
electŕonicos y puede ser empleada en los cursos de fı́sica aplicada a nivel de licenciatura o posgrado.

Descriptores:Puntos cúanticos; oscilador arḿonico; compuertas cuántica; computador cuántico.

We determine the energy performance of an electron inside a quantum dot. The quantum dot is modeled using a infinite potential well
and a two-dimensional harmonic oscillator and solved through the formalism of second quantization. This system has a high relevance for
their potential applications in the construction of devices for quantum information processing. This description presents the applications
of classical problems of quantum mechanics in the design and construction of opto-electronics devices and can be used in applied physics
courses at undergraduate or postgraduate level.

Keywords: Quantum dots; harmonic oscillator; potential well; quantum gate; quantum computer.

PACS: 68.65.Hb; 68.55.ag; 03.67.Lx

1. Introducción

Los puntos cúanticos (QDs) [1-4], conocidos como nanocris-
tales, heteroestructuras de baja dimensionalidad oátomos ar-
tificiales, son estructuras sólidas semiconductoras, compues-
tas principalmente de Arsenuro de Galio (GaAs), Arsenuro
de Galio-Aluminio (GaAsAl), Seleniuro de Cadmio (CdSe),
ó Galena (PbS). Los QDs actúan como una caja que confi-
na part́ıculas, ya sea electrones, huecos o excitones, donde
número puede ser controlado aplicando una diferencia de po-
tencial a trav́es de dos electrodos metálicos conectados al sis-
tema. El confinamiento de las partı́culas crea una cuantiza-
ción discreta de los niveles de energı́a, que involucra cam-
bios en las propiedades eléctricas yópticas del sistema, per-
mitiendo obtener nuevas posibilidades en el diseño deátomos
y moléculas artificiales.

En los dispositivos semiconductores normales es necesa-
rio el uso de ḿultiples electrones para definir un cierto esta-
do electŕonico. En los puntos cuánticos, su estado electrónico
queda determinado por un pequeño ńumero de portadores.

Una compuerta lógica NOR (NO-O), construida con
materiales semiconductores en bloque, opera correctamente

cuando se aplica un a diferencia de potencial de 5V. Este
proceso involucra una gran cantidad de electrones. Para una
compuerta cúantica NOR [5-7], esta puede ser implementa-
da y operada con un punto cuántico, en el cual se encuentra
confinado unicamente un solo electrón [8,9].

El descubrimiento de estas heteroestructuras se remon-
ta a principios de los ãnos ochenta. El grupo liderado por
Alex Ekimov [10], del Instituto Fisicot́ecnico Ioffe de San Pe-
tersburgo, observ́o espectrośopticos muy curiosos en mues-
tras de vidrio en Sulfuro de Cadmio (CdSu) y Seleniuro de
Cadmio (CdSe), ambos materiales semiconductores. Debido
al calentamiento de las muestras, algunas pequeñas part́ıcu-
las de estos semiconductores (denominadas nanocritalitas) se
precipitaron en el vidrio, causando un comportamientoóptico
ańomalo debido al confinamiento cuántico de los electrones
en estos cristales.

Una forma de comprender este razonamiento es imaginar
un electŕon atrapado en una caja. Este sistema es modelado
como un pozo de potencial infinito, de ancholi, donde los
niveles de energı́a son de la forma
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Ei =
~2n2π2

2µl2i
, n = 1, 2, 3, ...; i = 1, 2 (1)

Si el tamãno li de la caja que confina al electrón disminuye,
aumenta el nivel energético ḿas bajo del electrón. Para el ca-
so de las nanocritalitas semiconductoras, como las descubier-
tas por Ekimov, este nivel corresponde a la energı́a umbral de
absorcíon óptica.

En este punto cabe preguntarse: ¿Qué tamãno debe te-
ner el nanocristal para que este fenómeno resulte visible?.
En el vaćıo, los efectos de confinamiento son notorios cuan-
do el electŕon se encuentra atrapado en un volumen de 10Å
de díametro. Aśı mismo, debido al confinamiento, los poten-
ciales electrostáticos de lośatomos de la red cristalina que
constituyen el sistema se superponen, produciendo un medio
donde las ondas del electrón se propagan con menos resisten-
cia que en el espacio libre. En dicho medio, la masa efectiva
del electŕon es menor que la real. Para materiales semicon-
ductores como el Arsenuro de Galio (GaAs), la masa efectiva
ronda el7% de lo que serı́a en el vaćıo y para el Silicio (Si) es
de14% [11], por ello si se crea un punto cuántico con estos
materiales, al medir el desplazamiento de la energı́a de ab-
sorcíon, el punto cúantico de GaAs presenta un mayor corri-
miento que un punto cuántico de Si [12].

2. Caracteŕısticas del Sistema F́ısico

El sistema aqúı considerado es un punto cuántico de
GaAs/AlGaAs de radioρ, el cual confina en su interior a un
electŕon. Todo el sistema en conjunto es afectado externa-
mente por un campo magnético homoǵeneo y constante de la
formaB = (0, 0, B) en la direccíon paralela al ejez. Por ra-
zones experimentales [1,13], se considera que el potencial de
confinamiento del electrón en el ejez es un pozo de paredes
infinitas, mientras que sobre el planoxy se toma como un po-
tencial arḿonico isotŕopico bidimensional. Las interacciones
electrost́aticas de los diferentes núcleos at́omicos del GaAs
sobre el electŕon se modelan bajo la aproximación de masa
efectiva, asumiendo una descripción a temperatura T∼= 0K,
con el fin de consideraŕunicamente los estados de más baja
enerǵıa. Los paŕametros empleados hacen referencia a puntos
cuánticos fabricados con la técnica de gases bidimensionales
de electrones (2DEG); aunque esta elección no es crucial pa-
ra nuestro ańalisis, permite ilustrar de mejor forma nuestros
resultados.

El hamiltoniano que describe este sistema, incluyendo la
interaccíon debida al campo magnético externo y al espı́n del
electŕon es

Ĥ =
1
2µ

[
p̂ +

qe

c
Â

]2

+
µω2

0

2
(
x̂2 + ŷ2

)
+ u(ẑ)− 1

2
gsµ · σ̂B, (2)

FIGURA 1. Diagrama esqueḿatico del punto cúantico bajo un po-
tencial de confinamiento paraboloide.

dondeA(r̂) = (B/2)(−ŷ, x̂, 0) es un potencial vectorial del
cual es posible derivar el campo magnético B y cumple la
condicíon de∇ · A(r̂) = 0, p̂ = p̂x + p̂x + p̂z represen-
ta el momentum total del sistema,(1/2µ) |p̂ + (qe/c)A(r̂)|2
es la enerǵıa cińetica, incluyendo la interacción de campo
magńetico asociada aA(r̂), µ es la masa efectiva del elec-
trón en el GaAs, el término (µω2

0/2)
(
x̂2 + ŷ2

)
representa

el potencial bidimensional tipo oscilador armónico sobre el
plano xy, u(ẑ) es el potencial de confinamiento en la di-
reccíon del ejez el cual se modela por un pozo de poten-
cial de paredes infinitas y elúltimo término representado por
(1/2)gsµσ̂ ·B describe la interacción entre el esṕın del elec-
trón con el campo magnético denominada acoplamiento Zee-
man, dondegs es el factor giro-magńetico o factor de Land́e y
σ̂ = σ̂x + σ̂y + σ̂z son las matrices de Pauli.

La metodoloǵıa empleada para determinar los auto-
valores de energı́a y las auto funciones asociadas aĤ con-
siste en separar la Ec. 2 en dos hamiltonianos independientes
entre śı; el primero, denotado por̂H0 que no incluye la in-
teraccíon con el esṕın del electŕon y se compone de los tres
primeros t́erminos de la Ec. 2, mientras que el segundo hamil-
tonianoĤs si considera el efecto de espı́n y est́a constituido
exactamente por el cuarto término de la Ec. 2.

3. Punto Cuántico sin Efectos de Esṕın

El hamiltoniano que representa al punto cuántico sin los efec-
tos de esṕın es

Ĥ0 =
1
2µ

[
p̂ +

qe

c
A(r̂)

]2

+
µω2

0

2
(
x̂2 + ŷ2

)
+ u(ẑ). (3)

Considerando que[x̂, p̂y] = [ŷ, p̂x] = 0; representando la fre-
cuencia ciclotŕonica comoωc = qeB/cµ, la proyeccíon del
momento angular orbital en el ejez comoL̂z = x̂p̂y − ŷp̂x y
Ω2 = ω2

0 + (1/4)ω2
c , el término 3 toma la forma
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Ĥ0 =
p̂x

2

2µ
+

p̂y
2

2µ
+

p̂z
2

2µ

+
1
2
ωcL̂z +

1
2
µΩ2

(
x̂2 + ŷ2

)
+ u(ẑ), (4)

la Ec. 4 se separa en dos hamiltonianos de variables indepen-
dientes. El primer t́ermino describe el comportamiento del
electŕon en el planoxy , mientras que el segundo representa
un confinamiento tipo pozo de potencial de paredes infinitas
en el ejez. Por consiguiente

Ĥ0 = Ĥ⊥ + Ĥ||, (5)

donde

Ĥ⊥ =
p̂x

2

2µ
+

p̂y
2

2µ
+

1
2
ωcL̂z +

1
2
µΩ2

(
x̂2 + ŷ2

)
, (6)

y

Ĥ|| =
p̂z

2

2µ
+ u(ẑ), (7)

p̂z es el momentum en la dirección z y u(ẑ) el potencial de
confinamiento enz, tipo pozo de potencial infinito.

3.1. Hamiltoniano en el planoxy

El hamiltoniano de la Ec. 6 representa un oscilador armónico
bidimensional con una interacción de campo magnético ex-
ternoB. El proceso para determinar los auto-valores deĤ⊥
es ańalogo a la solucíon del oscilador arḿonico cúantico uni-
dimensional. En este caso es necesario construir dos parejas
de operadores de creación - destruccíon, por ser un sistema
bidimensional. Definiendoβ =

√
µΩ/~, el primer conjunto

de operadores se expresa en función de la posicíon y momen-
tum, aśı

â+ =
1
2

[
βx̂− ip̂x

β~

]
, b̂+ =

1
2

[
βŷ − ip̂y

β~

]
, (8)

â =
1
2

[
βx +

ip̂x

β~

]
, b̂ =

1
2

[
βŷ +

ip̂y

β~

]
, (9)

con lo cual, el hamiltonianoĤ⊥ toma la forma

Ĥ⊥ = ~ω
(
â+â + b̂+b̂ + 1

)
+

iωc~
2

(
âb̂+ − â+b̂

)
. (10)

Introduciendo un segundo conjunto de operadores de crea-
ción y destruccíon:

B̂+ =
1√
2

(
â+ − ib̂+

)
, Â+ =

1√
2

(
â+ + ib̂+

)
, (11)

B̂ =
1√
2

(
â + ib̂

)
, Â =

1√
2

(
â− ib̂

)
, (12)

10 se reduce a

Ĥ⊥=~Ω
(
Â+Â+B̂+B̂+1

)
+

ωc~
2

(
Â+Â−B̂+B̂

)
. (13)

Denotando el producto de operadoresÂ+Â y B̂+B̂ como
N̂A y N̂B con auto-valoresnA y nB respectivamente, este
hamiltoniano se convierte en:

Ĥ⊥ = ~Ω
(
N̂A + N̂B + 1

)
+

ωc~
2

(
N̂A − N̂B

)
. (14)

Śı ωA = Ω + (1/2)ωc y ωB = Ω − (1/2)ωc, al aplicar el
hamiltoniano sobre un estado arbitrario del sistema, el auto-
valor de enerǵıa queda expresado como

E⊥ = ~ωA

(
nA +

1
2

)
+ ~ωB

(
nB +

1
2

)
. (15)

La enerǵıa del punto cúantico en el planoxy depende de los
auto-valores de los operadoreŝNA y N̂B , aśı como de las
frecuenciasωA y ωB , las cuales implı́citamente están asocia-
das a la frecuencia de confinamiento del punto y del cam-
po magńetico externo aplicado sobre el sistema. Definiendo
n = nA + nB y m = nA − nB , la Ec. 14 toma la forma

E⊥ = ~Ω(n + 1) +
1
2
ωc~m, (16)

siendo esta la energı́a en el planoxy asociada a un electrón
confinado en un punto cuántico.

Para determinar la función de onda, es necesario hacer
uso de las propiedades que presentan los operadoresN̂A y
N̂B , las cuales son exactamente iguales a las presentadas por
el operadorN̂ para el problema de un oscilador unidimensio-
nal. Cualquier estado del sistema se describe como una fun-
ción del estado fundamental, sobre el cual actúan tales ope-
radores. Esta relación es descrita por

|ϕnA,nB 〉 =
1√

(nA)!(nB)!
(Â+)nA(B̂+)nB |ϕ00〉 . (17)

Para determinar la forma de|ϕ00〉 se reemplaza en los opera-
doresÂ, Â+, B̂, B̂+ por los operadoreŝa, â, b̂, b̂ representa-
dos en 8 y 9, adicionalmente, realizando un cambio de varia-
ble z = x + iy y z∗ = x− iy y tomando como referencia el
hecho queA |ψ00〉 = 0, B |ψ00〉 = 0 se obtiene

(
β

2
z∗ +

1
β

∂z

)
ψ00(z, z∗) = 0, (18)

(
β

2
z +

1
β

∂z∗

)
ψ00(z, z∗) = 0, (19)

siendo su solución la funcíon de onda en el estado fundamen-
tal

|ψ00〉 =

√
β2

π
e−

β2

2 (x2 + y2). (20)
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3.2. Hamiltoniano en la direccíon z

La Ec. 7, con un potencialu(z) de la forma

u(z) =

{
∞ z < − 1

2 ó z > 1
2

0 −1
2 < z < 1

2 ,
(21)

describe el problema de un pozo de potencial de paredes in-
finitas. El auto-estado del sistema está dado por:

|ϕnz 〉 =





√
2
L cos(knz) knz

=nzπ
L ; nz=1, 3, 5, ...

√
2
L sin(knz) knz

=nzπ
L ; nz=2, 4, 6, ...

(22)

y los auto-valores de energı́a son

E|| =
n2

zπ
2~2

2µL2
. (23)

4. Punto Cuántico con Efectos de Esṕın

Para considerar los efectos de espı́n en este sistema, es ne-
cesario agregar al hamiltonianôH un t́ermino que represen-
ta la interaccíon entre el esṕın Ŝ del electŕon con un campo
magńetico homoǵeneo en la dirección z, sin incluir la inter-
accíon esṕın-órbita. Este t́ermino esta representado por

Ĥs = −µ̂s ·B, (24)

dondeµ̂s = −(gsµBS/~), µB = (qe~/2µ) y Ŝ = (~/2)σ̂.
Reemplazando en la ecuación anterior, se obtiene

Ĥs =
gsqe~
4µ

σ̂ ·B, (25)

donde|ϕmz 〉 = |+〉 ó |−〉 |±〉, de tal forma que

σz |ϕmz 〉 = σ |±〉 = ± |±〉 = ± |ϕmz 〉 , (26)

debido a que el campo magnético solo est́a dirigido en la di-
reccíon z. Tomando el momento angular exclusivamente del
esṕın (gs = 2), la ecuacíon de valores propios asociada a este
sistema es

Ĥs |ϕmz 〉 =
qe~
2µ

σ̂zB |±〉 .
Al actuar sobre un estado|ϕmz 〉 arroja un auto-valor de
enerǵıa dado por

Es = ±qe~
2µ

B. (27)

El vector de estado para el electrón ubicado en el punto
cuántico, bajo una interacción de campo magnético en la di-
reccíonz, se puede expresar como el producto tensorial entre
el vector de estado correspondiente al oscilador armónico bi-
dimensional (hamiltonianoxy), el vector de estado del pozo
de potencial infinito (hamiltonianoz) y el vector de estado
del electŕon con esṕın dada en la ecuación anterior. Por con-
siguiente el vector total de estado es

|ψ〉 = |ϕnA,nB 〉 ⊗ |ϕnz 〉 ⊗ |ϕmz 〉 = |ϕnA,nB ,nz,mz 〉 . (28)

Aśı mismo, el auto-valor de energı́a total del sistema es

E = ~Ω(n + 1) +
~ωc

2
(m) +

n2
zπ

2~2

2L2µ
± qe~

2µ
B. (29)

5. Resultados

Como la frecuencia ciclotrónicaωc es una funcíon del campo
magńetico y la frecuencia de confinamientoωo es funcíon del
radio, es posible observar el comportamiento que presentan
los auto-valores de energı́a del sistema al variar estos paráme-
tros. Este ańalisis se restringe inicialmente a la energı́a aso-
ciada al hamiltonianoxy y posteriormente se consideran los
efectos de espı́n.

Al tomar la Ec. 16 y expresarla en función deωc/ω0, la
enerǵıa del sistema en el planoxy es

E⊥=~ω0



[
1+

1
4

(
ωc

ω0

)2
] 1

2

(n+1)+
(

ωc

ω0

)(m

2

)

 . (30)

Si ωo es constante, el radioρ del punto cúantico se conside-
ra fijo. La variableωc/ω0 puede tomar diversos valores, los
cuales dependen exclusivamente deωc y por consiguiente de
la magnitud del campo magnético en la direccíonz.

En la Fig. 2 se observa como los niveles de energı́a pre-
sentan una degeneración al crecerωc/ω0, es decir, al aumen-
tar el campo magńeticoB. Este comportamiento, en el cual
los niveles de energı́a conm positivo o negativo se desplazan
ya sea hacia arriba o abajo se debe a que el campo magnético
tiende a orientar los momentos magnéticos ya sea en forma
paralela o anti-paralela, lo cual se traduce en un aumento o
disminucíon de enerǵıa. Este particular feńomeno enerǵetico
fue descrito analı́ticamente por Fock [14] y Darwin [15] en
los ãnos 30 e indica para que valores de m(+ ó−) la enerǵıa
del sistema es diferente.

FIGURA 2. Comportamiento energético de un punto cúantico de
radioρ constante y bajo la acción de campo magnético externoB
paralelo al ejez en t́erminos deωc/ω0.
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FIGURA 3. Espectro de energı́a para un punto cúantico de radio
variable sobre el cual actúa un campo magnético constanteB en la
direccíonz.

Para grandes campos magnéticos, el comportamiento de
electŕon libre prevalece sobre el confinamiento oscilatorio y
los niveles de energı́a forman una secuencia llamadas bandas
de Landau, la cual es un cruce de los estados energéticos y se
presenta para valores den ≥ 2. Las flechas verticales en la
Fig. 2 representan algunas de las posibles transicionesópti-
cas permitidas en el sistema, las cuales para ciertos valores
de campo magńetico donde se hace visible la intersección de
niveles, se dan de forma natural.

Factorizando ahora de la Ec. 16 aωc, el campo magńetico
permanece constante y la variableω0/ωc dependéunicamen-
te del radioρ, por lo tanto

E⊥ = ~ωc




[(
ω0

ωc

)2

+
1
4

] 1
2

[n + 1] +
m

2


 , (31)

La Fig. 3 representa este comportamiento energético, en el
cual se observa una relación de inversa proporcionalidad en-
tre el radio del punto y la energı́a del oscilador, esto debido a
que los efectos de confinamiento y reducción en la dimensio-
nes del semiconductor se ven reflejados en su comportamien-
to enerǵetico.

Esta situacíon es similar a la observada en un pozo cuánti-
co de potencial, para el cual una disminución deρ -un mayor
confinamiento sobre el sistema-conduce inmediatamente a
una mayor discretización de los niveles de energı́a. Cuando
el radio del punto aumenta, es decir, hay una disminución
de la variableω0/ωc, los niveles de energı́a aumentan, for-
mando un continuo, en el cual no es posible caracterizarlos
y distinguirlos unos de otros. El sistema deja de exhibir un
comportamiento cúantico y la enerǵıa se transforma en un
continuo.

Al considerar el efecto del espı́n del electŕon sobre el pun-
to cúantico, es posible expresar la Ec. 29 todo este término en
función deωc/ω0, por lo tanto

FIGURA 4. Espectro de Fock-Darwin para un punto cuántico con-
siderando los efectos de espı́n.

E = ~ω0

[
1 +

1
4

(
ωc

ω0

)2
] 1

2

[n + 1]

+ ~ω0

[
ωc

ω0

] [m

2

]
± 1

2c

[
ωc

ω0

]
. (32)

La Fig. 4 describe este comportamiento, donde se han inclui-
do los efectos de espı́n, los cuales producen un degeneración
hiperfina de los subniveles de energı́a debido a que en ca-
da uno de ellos pueden existir dos electrones con diferente
orientacíon de esṕın, lo que da lugar a un doble espectro de
enerǵıa de Fock-Darwin. Los niveles de color rojo incluyen
la interaccíon con esṕın |↑〉 mientras que los niveles de color
azul representan al espı́n |↓〉.

Este feńomeno es conocido como efecto Zeeman anóma-
lo y su gran importancia radica en sus aplicaciones en com-
putacíon cúantica, ya que este efecto define claramente un
sistema de dos niveles, lo que permite pensar en la construc-
ción de compuertas cuánticas de1 − qubit como son las de
rotacíon y las de negación [16], en las cuales las operaciones
se realizan a trav́es de diversas técnicas. Una de ellas, es apli-
cando un campo magnético de microondaBr en resonancia
con el “splitting” Zeeman, es decir, con una onda a una fre-
cuenciaf = ∆E/~. Este efecto, conocido como resonancia
paramagńetica [17,18] permite que el nuevo campo magnéti-
co Br, oscilante y a la vez perpendicular aB, haga rotar el
esṕın del electŕon y adicionalmente, para un cierto tiempo fi-
jo, sea posible la creación de un estado de superposición entre
el |↑〉 y el |↓〉.

6. Conclusiones

Usando el formalismo de operadores de creación y destruc-
ción, se logra determinar los auto-valores de energı́a aśı como
la forma general de las funciones de onda asociadas a un pun-
to cúantico de GaAs, el cual confina un electrón en su interior
y est́a afectado por un campo magnético externoB constante.
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La enerǵıa de este sistema, sin considerar los efectos del
esṕın del electŕon, describen un interesante comportamiento,
en el cual algunos de los niveles de energı́a se cruzan entre si.
Este feńomeno es conocido como espectro de Fock-Darwin,
presenta una caracterı́stica importante y es que al aumentar la
intensidad del campo magnéticoB, la degeneración, aśı co-
mo la cuantizacíon de los niveles de energı́a se hace cada vez
mas representativa, debido al aporte energético que esta inte-
raccíon realiza y que claramente se observa en el aumento de
la enerǵıa cińetica del sistema.

Existe una fuerte dependencia de la cuantización
enerǵetica del sistema en función del radio del punto cúanti-
co, donde la relación funcional de entre estas variables es de

inversa proporcionalidad, es por ello que al disminuir el ta-
mãno del punto, su espectro energético hace visible una ma-
yor discretizacíon en los niveles de energı́a.

Al incluir el esṕın en nuestro ańalisis, aparece un fenóme-
no denominado Efecto Zeeman Anómalo, el cual separa los
niveles de energı́a entre si creando una estructura hiperfina en
el espectro de energı́a. Estaúltima caracteŕıstica es de gran
inteŕes en el campo de la computación cúantica, por que per-
mite la creacíon de compuertas cuánticas de1-qubitcomo la
compuerta de rotación y donde su control se realiza aplican-
do un campo magńetico oscilanteBr perpendicular aB, lo
que permite que el espı́n del electŕon rote y por consiguiente
cambie de nivel.
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