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La importancia de la simetrı́a es ampliamente reconocida tanto en el campo de la fı́sica como en el de la quı́mica. En particular se sabe
que en el dominio de sistemas lineales, la degeneración de los sistemas está estrechamente relacionada con la simetrı́a; la degeneración
de un estado estacionario corresponde a la dimensión de una de las representaciones irreducibles del grupo de simetrı́a. La importancia de
identificar el grupo de simetrı́a es por lo tanto fundamental para el etiquetado de los estados propios del sistema. En ocasiones el espectro
presenta degeneración accidental sisteḿatica, hecho que indica que el grupo de simetrı́a supuesto es en realidad un subgrupo. Esta situación
se presenta, por ejemplo, en elátomo de hidŕogeno no relativista, pero también en el caso de una partı́cula atrapada en una caja cubica con
paredes infinitas. En esta contribución se presenta un procedimiento que permite identificar el grupo de simetrı́a que explica la degeneración
del sistema de una partı́cula en una caja. Siguiendo dicho procedimiento se presentan ejemplos para ilustrar los conceptos involucrados,
aśı como las consecuencias de identificar erróneamente el grupo de simetrı́a para el ćalculo de las reglas de selección.

Descriptores:Simetŕıa; degeneración; caja ćubica; reglas de selección.

In physics as well as in chemistry the importance of symmetry is widely acknowledged. It is of common knowledge that the systems’
degeneracy, in the domain of linear physical systems, is tightly related with symmetry. The stationary state degeneracy should correspond
with the dimension of the symmetry group irreducible representations (irreps) associated. Therefore identifying the symmetry group is
essential for labeling the energy levels. Sometimes the spectrum presents systematic accidental degeneracy, which means that the supposed
symmetry group is actually a subgroup. This is the case for a particle in a cubic box, with impenetrable walls. This article presents the
procedure that allows the identification of the new symmetry group that explains the degeneracy. Furthermore examples to illustrate the
concepts are presented as well as the consequences implied in the selection rules.
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1. Introduci ón

El papel preponderante que la simetrı́a juega en la fı́sica es
ampliamente reconocido. La herramienta para su descripción
es la teoŕıa de representaciones de grupos, la cual se ha con-
vertido en un ingrediente fundamental en el lenguaje de la
fı́sica subnuclear, nuclear, atómica, molecular y de espacio-
tiempo [1-8]. El ańalisis de la simetrı́a repercute directamente
en dos aspectos de la descripción del sistema. Por una parte
permite identificar los ńumeros cúanticos, y por la otra con-
duce a una simplificación importante en los cálculos de es-
tructura. El primer aspecto tiene consecuencias directas so-
bre el ańalisis de las reglas de selección, es decir, sobre la
probabilidad de que una transición de un estado a otro sea
permitida. Sin embargo, para que el análisis de simetŕıa sea
confiable es necesario establecer con certeza el grupo de si-
metŕıa, puesto que las representaciones irreducibles determi-
nan los ńumeros cúanticos [9]. Es posible reconocer cuándo
se ha identificado correctamente el grupo de simetrı́a a trav́es
del ańalisis de la degeneración.

El ańalisis usual del espectro establece que la degenera-
ción existente está directamente relacionada con la simetrı́a
del sistema [10]. Esto queda establecido a través del teorema
de Wigner [2]. SiĤ es el Hamiltoniano del sistema, el grupo
de simetŕıaG est́a constituido por el conjunto de transforma-

ciones R, cuyos operadores respectivosÔR conmutan con el
Hamiltoniano

[Ĥ, ÔR] = 0; ∀R ∈ G. (1)

Si tomamos en cuenta esta definición en la ecuación de
Schr̈odinger para estados estacionarios con degeneracióngα

Ĥ|Ψα
i 〉 = Eα|Ψα

i 〉; i = 1, 2, . . . gα, (2)

obtenemos que

ÔRĤ|Ψα
i 〉 = ĤÔR|Ψα

i 〉 = EαÔR|Ψα
i 〉, (3)

lo cual quiere decir que los estados transformadosÔR|Ψα
i 〉

son eigenestados del sistema con la misma energı́a. Puesto
que la enerǵıa define un subespacio vectorial, se sigue que

ÔR|Ψα
i 〉 =

gα∑

j=1

Dji(R)|Ψα
j 〉. (4)

El conjunto de matrices{D(R); R ∈ G} aśı definidas cons-
tituyen una representación matricial del grupo [2,5,6]:

D(µ)(R)D(µ)(S) = D(µ)(RS); ∀R, S ∈ G, (5)

donde hemos etiquetado la representación como laµ-ésima
con el proṕosito de hacer explı́cito el hecho de que en gena-
ral hay varias irreps. Si el grupo de simetrı́a es el correcto,
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es decir, es un conjunto maximal, entonces las representacio-
nes en (5) son irreducibles para toda energı́a, lo que significa
que no es posible redefinir las funciones degeneradas como
combinacíon lineal de las originales de tal forma que formen
subespacios invariantes de menor dimensión. En contraste, si
el grupo propuesto es sólo un subgrupo del verdadero gru-
po de simetŕıa, subconjuntos de estados de la misma energı́a
forman subespacios invariantes bajo las transformaciones del
grupo supuesto. En dicho caso las representaciones (5) son
reducibles. Esto implica la aparición de una degeneración ac-
cidental sisteḿatica.

Aśı pues, cuando se manifiesta una degeneración entre es-
tados asociados a diferente representación irreducible (irrep)
se dice que se presenta degeneración accidental [10]. Si la
degeneración accidental resulta ser sistemática entonces de
acuerdo con la experiencia el grupo que se creı́a de simetŕıa
es śolo un subgrupo, y es de esperarse que exista un grupo de
mayor dimensíon con respecto al cual la degeneración resulta
ser normal.

Respecto a lo antes expuesto hay varias consideraciones
por tomar en cuenta. Las representaciones (5) pertenecen al
caso particular de representaciones vectoriales, las cuales se
generan con funciones escalares. Cuando se consideran fun-
ciones vectoriales, como las espinoriales, las representacio-
nes resultantes son proyectivas [11]. La degeneración tam-
bién puede deberse a la aparición de la simetŕıa conocida co-
mo “Time Reversal”, cuyo operador asociado es antilineal y
consiste en invertir el tiempo y conjugar la función de on-
da [12]. Por otra parte, la Ec. (1), junto con el teorema de
Kramer, podŕıa no ser suficiente para explicar la degenera-
ción emergente. Esto es debido a que la aplicación de los
grupos de Lie y suśalgebras se restringen a sistemas lineales.
En elámbito no lineal la maquinaria desarrollada deja de ser
válida y lasálgebras deformadas adquieren relevancia [13].
Asimismo, la degeneración podŕıa no deberse a la aparición
de una simetrı́a, en cuyo caso se buscarı́a su explicacíon con
argumentos de la misma teorı́a cúantica [14].

El átomo de hidŕogeno no relativista es por antonomasia
el sistema que presenta degeneración accidental sisteḿatica
aparente [16]. En este caso la simetrı́a esf́erica del potencial
sugiere al grupo de rotacionesSO(3) como el grupo de sime-
trı́a basado en la geometrı́a esf́erica de las superficies equipo-
tenciales. En este sistema la ecuación de Schr̈odinger toma la
forma

Ĥ|nlm〉 = En|nlm〉, (6)

donden es el ńumero cúantico principal, mientras quel, m
es el momento angular y su proyección, respectivamente. Las
representaciones irreducibles del grupo de rotaciones están
etiquetadas con el momento angular, de tal forma que

ÔR|nlm〉=
2l+1∑

m′
D

(l)
m′m(R)|nlm′〉; ∀ R ∈ SO(3), (7)

donde l (momento angular) define subespacios invarian-
tes de dimensión 2l + 1. Sin embargo la energı́a śolo de-
pende del ńumero cúantico principal, de tal forma que

hay varios momentos angulares asociados a cada energı́a:
l = 0, 1, . . . , n − 1. Si el grupo de simetrı́a fuera realmen-
teSO(3) esperaŕıamos que todas las funciones asociadas a la
misma enerǵıa se mezclaran bajo rotaciones para generar una
sola matrizD(n)(R). En contraste, encontramosn momen-
tos angulares (irreps) asociadas a la misma energı́a. Esto es
lo que se conoce como degeneración accidental sisteḿatica,
pues se presenta para toda energı́a diferente den = 1.

Para establecer el grupo completo de simetrı́a en su mo-
mento se recurrió al problema de Kepler en mecánica cĺasi-
ca [17], en donde dado el potencialV (r) = k/r se identifica
al momento angular junto con el vector de Laplace-Runge-
Lenz

A = p× L− mkr
r

, (8)

como constantes de movimiento:

dL
dt

=
dA
dt

= 0. (9)

La simetrizacíon del vectorA se cuantiza, y junto con los
componenetes de momento angular generan el grupoSO(4)
de rotaciones en cuatro dimensiones [16,18]. De esta for-
ma los estados que aparentaban estar degenerados acciden-
talmente, lo están en realidad en forma natural a través de las
rotaciones tetradimensionales que conectan los estados con
diferente momento angular para un número cúantico princi-
pal dado [19]. Asi pues, siT ∈ SO(4), entonces una trans-
formacíon general toma la forma

ÔT |nlm〉 =
∑

l′m′
D

(n)
l′m′;lm(T )|nl′m′〉. (10)

Como puede apreciarse las transformaciones del nuevo grupo
mezclan todas las funciones degeneradas permitiendo identi-
ficar sin ambig̈uedad al grupo de simetrı́a comoSO(4).

El potencial trigonoḿetrico de Scarf presenta una dege-
neracíon del mismo tipo que eĺatomo de hidŕogeno [14,15].
Para valores discretos de uno de sus parámetros la simetrı́a
SO(4) aparece con claridad. Sin embargo esta conexión de-
saparece para valores continuos de ese mismo parámetro,
aún cuando la degeneración se mantiene. Esto representa un
ejemplo de la falta de generalidad de la explicación de la de-
generacíon a trav́es del teorema de Wigner.

El problema de una partı́cula atrapada en una caja con
paredes infinitas es similar alátomo de hidŕogeno desde el
punto de vista del ańalisis de la simetrı́a. En este caso la si-
metŕıa obvia esOh (simetŕıa del cubo), mientras que el análo-
go del vector de Laplace-Runge-Lenz resulta ser un operador
diferencial (combinación lineal de los cuadrados de los mo-
mentos asociados a las diferentes coordenadas cartesianas).
En esta contribución presentaremos un procedimiento para
afrontar el problema de degeneración accidental y la con-
secuente identificación del grupo de simetrı́a, siguiendo las
ideas presentadas en el análisis del caso bidimensional [20].
Nos centraremos en el problema de la partı́cula atrapada en
una caja ćubica con paredes infinitas, sistema menosprecia-
do por su simplicidad, pero de gran riqueza desde el punto
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de vista de la simetrı́a. Posteriormente ilustraremos la misma
idea de degeneración sisteḿatica en forma abstracta, al con-
siderar la cadena de grupos puntualesT ⊃ D2. Asimismo
haremos notar que la identificación correcta del grupo de si-
metŕıa es fundamental para el correcto análisis de las reglas
de seleccíon.

2. Part́ıcula en una caja ćubica

Uno de los sistemas ḿas simples en mecánica cúantica ana-
lizado en libros de texto es el de partı́cula en una caja con
paredes impenetrables. Si consideramos la caja con ladosa,
b y c, y masaµ, los valores propios del sistema están dados
por [21]:

En1n2n3 =
~2π2

2µ

(
n2

1

a2
+

n2
2

b2
+

n2
3

c2

)
(11)

con estados propios

〈r|Ψn1n2n3〉 = ψn1(x)ψn2(y)ψn3(z), (12)

y componentes unidimensionales

ψn1(x) =

√
2
a

sin
(n1πx

a

)
;

ψn2(y) =

√
2
b

sin
(n2πy

b

)
;

ψn3(z) =

√
2
c

sin
(n3πz

c

)
. (13)

Estas funciones se anulan en las paredes, satisfaciendo ası́ las
condiciones a la frontera referidas al origenO en la Fig. 1. El
sistema puede presentar tres tipos de degeneración, a saber:

a) Degeneracíon geoḿetrica. Cuando dos o ḿas lados son
iguales.

b) Degeneracíon por conmensurabilidad. Cuando al me-
nos un lado de la caja es múltiplo de otro.

c) Degeneracíon pitaǵorica. En el caso de la caja cúbi-
ca por ejemplo (a=b=c), cuando se satisface que
n2

1 + n2
2 + n2

3 = n′21 + n′22 + n′23, donde la relacíon
entren y n’ no es una simple permutación de indices.

En esta contribución nos abocaremos al análisis de la de-
generacíon de tipo (a), cuandoa=b=c, condicíon que corres-
ponde a una caja cúbica. Este sistema presenta tres tipos de
subespacios con funciones degeneradas. El primer subespa-
cioL1 = {|Ψnnn〉} es unidimensional y corresponde al caso
n1 = n2 = n3 = n. Cuando dos de los números cúanticos
son iguales (n1 = n2 = n, n3 = m) se tiene un subespacio
tridimensional dado porL3 = {|Ψnnm〉, |Ψnmn〉, |Ψmnn〉},
correspondiente a las tres posiciones posibles del número
cuántico diferentem. Porúltimo, cuando todos los números
cuánticos son distintos se tiene un subespacio hexadimen-
sional definido por las seis posibles permutaciones de tres
śımbolos,L6 = {|Ψn1n2n3〉};n1 6= n2 6= n3. Debido a que
los estados de cada uno de estos subespacios están conecta-
dos śolo con permutaciones, las degeneraciones posibles son
1, 3 y 6 [21].

FIGURA 1. Caja de tres dimensiones con paredes impenetrables.
El origenO asociado con la función de onda está desplazado del
origenO′ donde los elementos de simetrı́a convergen.

TABLA I. Tabla de caracteres del grupo puntualOh. En la segunda fila se indica el número de claseKi asignada.

Oh E 8C3 3C2 6C4 6C′2 I 8S6 3σh 6S4 6σd

K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8 K9 K10

A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2

A2g 1 1 1 -1 - 1 1 1 1 -1 -1

Eg 2 -1 2 0 0 2 -1 2 0 0 (2z2 − x2 − y2, x2 − y2)

T1g 3 0 -1 1 -1 3 0 -1 1 -1

T2g 3 0 -1 -1 1 3 0 -1 -1 1 (xz, yz, xy)

A1u 1 1 1 1 1 -1 -1 - 1 -1 -1

A2u 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Eu 2 -1 2 0 0 -2 1 -2 0 0

T1u 3 0 -1 1 - 1 -3 0 1 -1 1

T2u 3 0 -1 -1 1 -3 0 1 1 -1
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TABLA II. Descomposicíon de los subespacios degenerados asociados a la partı́cula de una caja ćubica de paredes impenetrables. Se mues-
tran explicitamente las representaciones irreducibles deOh contenidas en los subespacios degenerados. Asimismo en la quinta columna se
despliegan los productos directos de la representaciónEg con las representaciones involucradas en la reducción del subespacio [22].

Dimensíon Paridad Condición Representacı́on Producto directo

1 (nnn) n = 2p nx = ny = nz A2u

n = 2p + 1 A1g

3 (nnm) n = 2p nx = ny 6= nz A2u ⊕ Eu A2u ⊗ Eg = Eu

m = 2p nx = nz 6= ny

ny = nz 6= nx

n = 2p + 1 A1g ⊕ Eg A1g ⊗ Eg = Eg

m = 2p + 1

n = 2p T2g

m = 2p + 1

n = 2p + 1 T1u

m = 2p

6 (nml) n = m = l = 2p nx 6= ny 6= nz A1u ⊕A2u ⊕ 2Eu Eg ⊗ Eu = A1u ⊕A2u ⊕ Eu

n = m = l = 2p + 1 A1g ⊕A2g ⊕ 2Eg Eg ⊗ Eg = A1g ⊕A2g ⊕ Eg

n = m = 2p T1g ⊕ T2g Eg ⊗ T1g = T1g ⊕ T2g

l = 2p + 1

n = m = 2p + 1 T1u ⊕ T2u Eg ⊗ T1u = T1u ⊕ T2u

l = 2p

La simetŕıa geoḿetrica del sistema corresponde a la si-
metŕıa del cubo cuyo grupo puntual esOh, y cuya tabla de
caracteres se presenta en la Tabla I [22,23]. De acuerdo con
esta tabla el mayor grado de degeneración posible es tres.
Es por lo tanto evidente que la degeneración hexadimensio-
nal que aparece en el subespacioL6 no puede ser explicada
por el grupo de simetrı́aOh. Consecuentemente deben exis-
tir transformaciones que conecten los subespacios irreduci-
bles deOh asociados con el conjunto de estados accidental-
mente degenerados. Siguiendo la analogı́a con elátomo de
hidrógeno, el grupoOh corresponde al grupoSO(3), de tal
forma que al considerar al grupo octahédrico aparece dege-
neracíon accidental sisteḿatica, como se puede apreciar en
la Fig. 2. Por ejemplo, los estados asociados al subespacio
L3 = {|Ψ113〉, |Ψ131〉, Ψ|311〉} al proyectarse se reducen a
los estados|ΨA1g

(113)〉 y |ΨEg

(113)〉, los cuales portan irrepsA1g y
Eg del grupoOh. Como estos vectores con irreps diferentes
tienen la misma energı́a, presentan degeneración accidental.
En la Fig. 2 la degeneración accidental se resalta en recua-
dros. Como esta situación hace su presencia en forma sis-
temática, se deduce que el grupo octahédrico es solamente un
subgrupo. Debemos por lo tanto identificar al grupo de sime-
trı́a que conecte los estados degenerados con diferente irrep.
La tarea consiste en identificar al operador análogo al vec-
tor de Laplace-Runge-Lenz en elátomo de hidŕogeno. Cabe
mencionar que si bien aquı́ es evidente la existencia de dege-
neracíon accidental por la aparición del subespacio hexadi-

FIGURA 2. Espectro de una partı́cula atrapada en una caja con pa-
redes impenetrables. Sólo cuando los estados se etiquetan con las
representaciones irreducibles del grupo se puede conjeturar la exis-
tencia de degeneración accidental.
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dimensional, en general es necesario proyectar, para después
analizar la degeneración desde el punto de vista de las irreps
del grupo de simetrı́a propuesto. Esto se aprecia en la misma
Fig. 2. Más alĺa del caso obvio de degeneración hexadimen-
sional, la degeneración accidental sisteḿatica se detecta en
la reduccíon de los subespacios tridimensionales cuando los
números cúanticos involucrados tienen la misma paridad, lo
cual se aprecia en la Tabla II. En esta Tabla II se muestra
la reduccíon de los subespacios en representaciones irredu-
cibles. En la cuarta columna de esta tabla se ve la aparición
de la degeneración accidental ḿas alĺa del caso trivial del es-
pacio hexadimensional. Ası́ pues las reduccionesA2u ⊕ Eu

y A1g ⊕ Eg en el espacio tridimensional manifiestan la de-
generacíon accidental al proponer aOh como grupo de si-
metŕıa. De igual manera, las reducionesA1u ⊕ A2u ⊕ 2Eu,
A1g ⊕ A2g ⊕ 2Eg, T1g ⊕ T2g y T1u ⊕ T2u, manifiestan la
degeneracción accidental en los subespacios hexadimensio-
nales.

Como veremos, en el caso de una partı́cula atrapada en
una caja el nuevo grupo de simetrı́a contiene transforma-
ciones continuas y discretas (subgrupo octahédrico), carac-
teŕıstica que vuelve la b́usqueda una tarea no trivial [24]. Nos
enfocaremos en deducir las transformaciones que conectan
los subespacios de diferentes representaciones irreducibles de
Oh, para de esta forma mostrar el procedimiento para identi-
ficar el grupo de simetrı́a, aunque no construiremos las repre-
sentaciones irreducibles del nuevo grupo debido a la comple-
jidad del problema [24].

El primer paso consiste en identificar el operador u ope-
radores que conectan los subespacios degenerados portadores
de irreps deOh. Para ello identificaremos la representación
irreducibles que conectan los estados degenerados en forma
accidental. Esto se puede ver partiendo de la propiedad de
ortogonalidad [5,23]:

I = 〈Φ(Γ′)
γ′ |Ψ(Γ)

γ 〉 = V(Γ)δΓΓ′δγγ′ , (14)

dondeΓ y Γ′ son representaciones irreducibles del grupo,
mientrasγ y γ′ son las respectivas componentes. Aquı́ V(Γ)
es un t́ermino que śolo depende deΓ, pero es independiente
de las componentes. La expresión (14) puede reinterpretarse
de la siguiente forma: la integralI se anula a menos que el in-
tegrando tenga una componente totalmente simétrica, lo que
se puede apreciar identificando a|Φ(Γ′)

γ′ 〉 con una constante
[2,5,23]. Aśı pues, śolo cuandoΓ = Γ′ el integrando tiene
una componente invariante.

Veamos ahora la integral que involucra elementos de ma-
triz de un operador̂F (ρ)

i que porta laρ-ésima representación
irreducible:

IF = 〈q′Φ(Γ′)
γ′ |F̂ (ρ)

i |qΨ(Γ)
γ 〉. (15)

Esta integral es diferente de cero sólo si Γ′ ∈ ρ ⊗ Γ, ya
que śolo aśı el integrando contiene una componente total-
mente siḿetrica. Esto se puede ver al identificar el vector

F̂
(ρ)
i |qΨ(Γ)

γ 〉 como un nuevo vector que porta la representa-
ción producto directoρ⊗ Γ [2,5,23]:

ÔRF̂
(ρ)
i |qΨ(Γ)

γ 〉 = ÔRF̂
(ρ)
i Ô†R ÔR|qΨ(Γ)

γ 〉

=
∑

jγ′
D

(ρ)
ji (R)D(Γ)

γ′γ(R)F̂ (ρ)
j |qΨ(Γ)

γ′ 〉

=
∑

jγ′
∆(ρ⊗Γ)

jγ′;iγ (R) F̂
(ρ)
j |qΨ(Γ)

γ′ 〉. (16)

Siguiendo el razonamiento anterior, sólo cuandoΓ′ este con-
tenida en este producto directo habrá una componente total-
mente siḿetrica, de ah́ı el resultado previamente mencionado.

De la quinta columna de la Tabla II, se puede observar
que se debe satisfacerρ = Eg, ya queEg resulta ser la re-
presentacíon irreducible que conecta todas las representacio-
nes irreducibles accidentalmente degeneradas. Ası́ pues, para
cualquier par de estados degeneradas|Ψ(Γ′)

α 〉, |Ψ(Γ)
β 〉, la con-

dición
Γ′ ∈ Eg ⊗ Γ (17)

se satisface. Por otra parte, de la Tabla I vemos que los
armónicos cartesianos que portan la representaciónEg son:

Y 2
cos 2φ(r) =

1
4

√
15
π

(x′2 − y′2)
r2

,

Y 2
0 (r) =

1
4

√
5
π

(2z′2 − x′2 − y′2)
r2

, (18)

donde las coordenadasx′, y′, z′ est́an referidas al origenO′

mostrado en la Fig. 1. Estas funciones están asociadas a los
orbitalesdx2−y2 y dz2 , respectivamente. En nuestro caso, sin
embargo, estas funciones por sı́ mismas no son relevantes,
como a continuación se argumenta. Estamos interesados, en
funciones u operadores con respecto al origenO. Este pro-
blema de sistema de referencia desaparece al percatarnos que
la componente unidimensional del momento es independien-
te del origen, y por lo tanto se pueden proponer los siguientes
operadores

F̂1

(Eg)
=

1
4

√
5
π

(
2∂2

∂z2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
;

F̂2

(Eg)
=

1
4

√
15
π

(
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)
, (19)

como candidatos al operador̂F
(ρ)
i que conecta los estados.

Hemos de hacer notar que las expresiones (19) son en reali-
dad combinaciones lineales de Hamiltonianos unidimensio-
nales que conmutan con el Hamiltoniano mismo [25]. Esta
es precisamente la condición (junto con el hecho de que de-
ben de preservar las condiciones a la frontera) para que una
transformacíon forme parte del grupo de simetrı́a [11], de tal
forma que los operadores diferenciales (19) pueden consi-
derarse como los generadores de un subgrupo continuo que
forma parte del grupo de simetrı́a completo [20]. Pero an-
tes de hacer la identificación correspondiente veremos una
forma de demostrar que los operadores (19) efectivamente
conectan los estados accidentalmente degenerados. Para ello
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vamos a desarrollar en forma detallada el ejemplo de los es-
tados|Ψ(A2u)〉, |Ψ(Eu)

α 〉 asociados al subespacio tridimensio-
nal, con ńumeros cúanticosnnm en la Tabla II.

Como el operador (19) porta la representaciónEg, el pro-
ducto directo que consideraremos es:

A2u ⊗ Eg = Eu, (20)

que corresponde an y m impar para3(nnm) en la Tabla II.
De acuerdo con (57) es de esperarse entonces que

F̂Eg
α

∣∣∣Ψ(A2u)
〉 ∼=

∣∣∣Φ(Eu)
β

〉
; α= 1, 2. (21)

lo cual implica que
〈
Ψ(Eu)

j

∣∣∣ F̂ (Eg)
α

∣∣∣Ψ(A2u)
〉
6= 0; j= 1, 2. (22)

A continuacíon demostraremos que este es efectivamente el
caso.

Ahora bien, la representación matricial de los operado-
res (19) en la base (12) es diagonal y está dada por:

F(Eg)
1 = || 〈Ψn′ | F̂ (Eg)

1 |Ψn〉 ||

=
√

5(n2 −m2)π
3
2

2L2




1 0 0
0 − 1

2 0
0 0 − 1

2


 ,

F(Eg)
2 = || 〈Ψn′ | F̂ (Eg)

2 |Ψn〉 ||

=
√

15(m2 − n2)π
3
2

2L2




0 0 0
0 1 0
0 0 −1


 . (23)

Aqúı las componentes de estos operadores han sido etiqueta-
dos con ńumeros consecutivos, pero en realidad es una for-
ma compacta de etiquetado de acuerdo a la cadena de grupos
Oh ⊃ D4h ⊃ D2h, de tal forma que las componentes de las
representaciones porten representaciones irreducibles de los
subgrupos respectivos [24]. Ası́ pues tenemos la correspon-
dencia:1 → (A1g, Ag); 2 → (B1g, Ag).

Las matrices (23) se obtienen aplicando directamente los
operadores diferenciales (19) sobre la base original (12).
Aunque este resultado pudiera parecer de nula relevancia, no
es aśı, debido a que representa el primer paso para establecer
la conexíon entre los estados en la base adaptada por sime-
trı́a. Aśı pues debemos llevar a cabo un cambio de base del
subespacio de funcionesL3 = {|Ψnnm〉, |Ψnmn〉, |Ψmnn〉}
al correspondiente subespacio adaptado por simetrı́a. La pro-
yeccíon nos provee del siguiente resultado [5,23,24]

∣∣Ψ(A2u)
〉

= 1√
3

(Ψnnm + Ψnmn + Ψmnn) ,∣∣∣Ψ(Eu)
1

〉
= 1√

2
(Ψmnn −Ψnmn) ,

∣∣∣Ψ(Eu)
2

〉
= 1√

6
(Ψnmn + Ψmnn − 2Ψnnm) ,

y en forma matricial

(|ΨA2u〉, |ΨEu
1 〉, |ΨEu

2 〉)
= (|Ψnnm〉, |Ψnmn〉, |Ψmnn〉)S, (24)

dondeS tiene la forma

S =




1√
3

0 − 2√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

1√
2

1√
6
.


 . (25)

Ahora bien, los elementos de matriz en esta nueva base están
conectados con los originales (23) a través de la transforma-
ción de semejanza [5,23]

||〈Ψ(Γ′)
α |F̂ (Eg)

i |Ψ(Γ)
β 〉|| = S−1F(Eg)

i S, (26)

y expĺıcitamente

||〈Ψ(Γ′)
α |F̂ (Eg)

1 |Ψ(Γ)
β 〉|| =

√
5
8

(m2 − n2)π3/2

L2

×




0 1 0

0 0 1√
2

1 − 1√
2

0


 , (27)

||〈Ψ(Γ′)
α |F̂ (Eg)

2 |Ψ(Γ)
β 〉|| =

√
5
8

(m2 − n2)π3/2

L2

×




0 0 −1

−1 − 1√
2

0

0 0 − 1√
2


 . (28)

De este resultado se puede apreciar que el estado
∣∣Ψ(A2u)

〉

est́a conectado con
∣∣∣Ψ(Eu)

α

〉
, ya que sus respectivos elemen-

tos de matriz

〈
Ψ(Eu)

1

∣∣∣ F̂
(Eg)
2

∣∣∣Ψ(A2u)
〉

=

√
5
8

(n2 −m2)π3/2

L2
, (29)

〈
Ψ(Eu)

2

∣∣∣ F̂
(Eg)
1

∣∣∣Ψ(A2u)
〉

=

√
5
8

(m2 − n2)π3/2

L2
(30)

son no nulos. Esto es precisamente lo que nos propusimos
demostrar para este caso. Este es sin embargo un resultado
general que se aplica a todas los estados accidentalmente de-
generados, consecuencia de que los operadores (19) portan la
representaciónEg.

Hemos verificado que los operadores (19) conectan los
estados degenerados cuandoOh es considerado el grupo de
simetŕıa. Estos operadores generan además el grupo bidimen-
sional continuoT cuyos elementos se obtienen mediante ex-
ponenciacíon, en forma similar al procedimiento para obtener
el grupo de rotaciones al exponenciar los generadores de mo-
mento angular [16,26,27,28]. En nuestro caso los elementos
toman la forma

U(α, β) = U1(α)⊗ U2(β)

= eiαF̂
(Eg)
1 +iβF̂

(Eg)
2 , (31)
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donde

U1(α) = eiαF̂
(Eg)
1 ; U2(β) = eiβF̂

(Eg)
2 . (32)

Los paŕametros{α, β} son continuos, aunque restringidos a
un intervalo finito, de ah́ı que el grupo asociado sea compacto
[16,24]. El producto directo involucrado en (31) es una con-
secuencia de que los operadores (19) conmutan entre sı́ [16]

[F̂ (Eg)
1 , F̂

(Eg)
2 ] = 0. (33)

Veamos ahora la transformación de uno de los elementos
deT bajo los elementosR ∈ Oh. Tomando en cuenta que

ÔR F̂
(Eg)
i Ô−1

R =
2∑

j=1

D
(Eg)
ji (R) F̂

(Eg)
j (34)

se obtiene [24]

ÔRU(α, β)Ô−1
R = ei(αD

(Eg)
11 (R)+βD

(Eg)
12 )F̂

(Eg)
1 +i(αD

(Eg)
21 (R)+βD

(Eg)
22 )F̂

(Eg)
2 ≡ U(α′, β′), (35)

donde

α′ = αD
(Eg)
11 (R) + βD

(Eg)
12 , (36a)

β′ = αD
(Eg)
21 (R) + βD

(Eg)
22 . (36b)

El resultado (35) puede ser expresado de la siguiente forma

ÔRU(α, β) = U(α′, β′)ÔR, (37)

lo cual significa que el subgrupoT es invariante en el contex-
to del nuevo grupoG, el cual puede ser expresado en términos
del producto semidirecto [11]

G = T ∧ Oh, (38)

o bien en t́erminos del desarrollo en clases laterales [24,11]

G =
|λ|∑

λ=1

Sλ T ;

|λ| = |G|
|T | = |Oh|; Sλ ∈ Oh. (39)

Aśı pues, todos los elementosg ∈ G pueden ser reescritos en
términos del producto de un elemento deT y otro deOh:

g = ÔR U(α, β); R ∈ Oh, g ∈ G, (40)

con el producto de elementosgg′ = g′′. Aśı pues llegamos
a la conclusíon de que el grupo de simetrı́a de una partı́cu-
la atrapada en una caja cúbica con paredes impenetrables
est́a dado por el producto semidirecto (38).

En el problema de la partı́cula atrapada en la caja cúbi-
ca los operadoresF (Γ)

i juegan el mismo papel que el vec-
tor de Laplace-Runge-Lenz en elátomo de hidŕogeno. Por
otra parte, el Hamiltoniano es el operador invariante enT y
corresponde al Casimir (operador invariante) deSO(4) [16].
En nuestro caso la estructura del grupo de simetrı́a es muy
diferente pues contiene operaciones discretas y continuas, es
decir, es un grupo mixto. Sin embargo, la estructura del gru-
po (38) tiene una cercana analogı́a con los grupos espaciales
que aparecen en los cristales, ya que también en ese caso el

grupo de simetrı́a es un producto semidirecto entre el gru-
po de traslaciones y el grupo puntual. En nuestro caso las
transformaciones discretas tienen su correspondencia con el
grupo puntual, mientras que el conjunto de transformaciones
continuas es ańalogo al grupo traslacional [11]. Este hecho
es crucial, ya que permite tomar ventaja de esta analogı́a pa-
ra construir las representaciones irreducibles del nuevo grupo
mediante la t́ecnica de inducción de representaciones [24,11].

En este ańalisis śolo se considero el tipo de degeneración
geoḿetrica. La conmensurabilidad aparece cuando al menos
dos de los lados son dieferentes pero uno múltiplo del otro.
La degeneración debida a estas situaciones no ha sido ana-
lizada con el mismo detalle [32]. Por otra parte tampoco se
consideŕo la degeneración pitaǵorica. Esto es un caso abierto
hasta ahora.

El procedimiento para identificar el grupo de simetrı́a G
partiendo del subgrupoOh tiene aspectos generales. Con el
proṕosito de hacer evidente este procedimiento y mostrar el
uso de conceptos como la subducción en la consecución de
esta meta, presentaremos un ejemplo con un grupo de sime-
trı́a supuestoD2, en donde la degeneración accidental se hace
presente.

3. Un ejemplo abstracto de degeneración acci-
dental

Supongamos que para un sistema libre de campos magnéti-
cos externos descrito por el HamiltonianôH , identificamos
al grupoD2 como el grupo de simetrı́a del sistema, es decir

[Ĥ,OR] = 0; ∀R ∈ D2. (41)

Un posible espectro asociado al sistema se muestra en
la Fig. 3. Como puede apreciarse varios estados con di-
ferente irrep están degenerados. Por ejemplo, los estados
|B1〉, |B2〉, |B3〉 presentan la misma energı́a y como tienen
asociadas irreps diferentes, la degeneración es accidental. De
igual forma aparecen estados totalmente simétricos con la
misma enerǵıa. Esto se presenta repetidas veces, de ahı́ que
identifiquemos la degeneración como sisteḿatica. Por lo tan-
to se espera que exista un grupo mayor cuyos elementos mez-
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FIGURA 3. Niveles de enerǵıa de un sistema con supuesto grupo de
simetŕıaD2.

clen las funciones degeneradas. Al igual que en el ejemplo
de la caja ćubica, necesitamos identificar operadores análo-
gos aF̂i que sean responsables de tal mezcla. Supongamos
que en nuestro caso abstracto el grupo de simetrı́a tambíen es
un grupo puntual; buscamos entonces un grupo cuyas repre-
sentaciones al ser subducidas al grupoD2 reproduzcan el es-
pectro con las etiquetas correspondientes. Pero antes de pro-
ceder al ańalisis recordaremos el concepto de subducción con
el proṕosito de clarificar tal aseveración. SeaH un subgrupo
de G, y D(µ)(G) una representación de G. La subducción
D(µ)(G) ↓ H se define como

D(µ)(G) ↓ H = {D(µ)(h)|h ∈ H}, (42)

es decir, se seleccionan de entre todas las matrices de repre-
sentacíon deG, sólo aquellas del subgrupoH. La represen-
tación resultante deH es en general reducible.

Consideremos ahora la subducciónD(µ)(T ) ↓ D2 que se
muestra en la Tabla III. La columna de la derecha, que es la
frecuenciaf(γ; µ) con que la representación γ del subgrupo
D2 aparece en la representaciónµ deT , se obtiene mediante
la conocida f́ormula [5,23]

f(γ; µ) =
1
|D2|

∑

h∈D2

χ(γ)∗(h)χ(µ)(h). (43)

El resultado nos dice que desde la perspectiva del grupoT las
representación bidimensional subduce a dos veces la repre-
sentacíonA, mientras que la irrepF subduce aB1⊕B2⊕B3.
Aśı pues, desde el punto de vista del subgrupoD2 la represen-
tación F se ve como tres estados degenerados con etiquetas
B1, B2, B3, mientras que los estadosE se ven como pares de
estados degenerados tipo A. El espectro de la Fig. 3 sugiere
que el verdadero grupo de simetrı́a es el tetráedricoT ya que
se satisface lo antes expuesto.

FIGURA 4. Elementos de simetrı́a del grupoT .

TABLA III. Subduccíon de las representaciones del grupoT al gru-
poD2.

D(µ) (T ) D(µ) (T ) ↓ D2

A A

E1 A

E2 A

F B1 ⊕B2 ⊕B3

Siguiendo las mismas ideas de la sección anterior propo-
nemos el operador̂CI

3 de la Fig. 3 como aquel que mezcla las
funciones degeneradas. Esto está basado en el hecho de que
el operadorĈI

3 mezcla las tres componentes cartesianas, y
de que es un elemento representativo del desarrollo en clases
laterales [22]

T = D2 + CI
3D2 + (CI

3 )2D2. (44)

Ahora bien, a partir del concepto de elementos conjuga-
dos [5], obtenemos, sin necesidad de recurrir a la tabla de
multiplicación [22], la representación generada para las ro-
tacionesCI

2 y CIII
2 en la base de las cuatro operadores de

rotacíon Ĉ3 equivalentes, cuyos elementos de simetrı́a se in-
dican en la Fig. 4:

ÔCI
2
(ĈI

3 , ĈII
3 , ĈIII

3 , ĈIV
3 )Ô−1

CI
2

= (ĈI
3 , ĈII

3 , ĈIII
3 , ĈIV

3 ) ∆(CI
2 ), (45)

ÔCIII
2

(ĈI
3 , ĈII

3 , ĈIII
3 , ĈIV

3 )Ô−1
CIII

2

= (ĈI
3 , ĈII

3 , ĈIII
3 , ĈIV

3 ) ∆(CIII
2 ), (46)
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donde

∆(CIII
2 ) =




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 ;

∆(CI
2 ) =




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


 . (47)

Estamos interesados en la representación de estos elementos
porque ambos se necesitan para distinguir las representacio-
nes irreducibles del grupoD2 [11,29].

La representación (47) es reducible. Su reducción a repre-
sentaciones irreducibles se puede obtener en forma inmediata
al diagonalizar la matrizM definida por : [9,29,30,31]

M = ∆(CIII
2 ) + 3∆(CI

2 ), (48)

lo cual provee los siguientes operadores

P̂A = ĈI
3 + ĈII

3 + ĈIII
3 + ĈIV

3 , (49)

P̂B1 = ĈI
3 + ĈII

3 − ĈIII
3 − ĈIV

3 , (50)

P̂B2 = ĈI
3 − ĈII

3 − ĈIII
3 + ĈIV

3 , (51)

P̂B3 = ĈI
3 − ĈII

3 + ĈIII
3 − ĈIV

3 . (52)

La expresiones (49-52) pueden obtenerse por el método
de proyeccíon tradicional basado en la aplicación del opera-
dor [5,23]

P̂(Γ) =
∑

R∈D2

χ(Γ)∗(R) ÔR, (53)

dondeχ(Γ)(R) corresponde al caracter de laΓ-ésima repre-
sentacíon irreducible [5]. Puesto que aquı́ tenemos que pro-
yectar un operador, tendrı́amos

P̂(Γ)ĈI
3 =

∑

R∈D2

χ(Γ)∗(R) ÔRĈI
3 Ô−1

R . (54)

Al proyectar sobre las diferentes irreps deD2 se obtienen las
mismas expresiones (49-52) que se obtuvieron por el método
de vectores propios [29-31,9].

La proyeccíon (49-52) nos indica de qué forma los ope-
radoresĈ3 conectan los estados propios del espectro de la
Fig. 3. Vemos que al aparecer las componentesA ⊕ B1 ⊕
B2⊕B3 en los proyectores, se pueden conectar todos los es-
tados degenerados. Por ejemplo, los estados|B1〉 y |B2〉 se
conectan con el operador̂PB3 , los estados|B2〉 y |B3〉 con el
operadorP̂B1 , los estados|B1〉 y B3〉 con el operador̂PB2 ,
mientras que los estados|A〉 se conectan con el operadorP̂A.
Esto se puede apreciar desde el suigiente punto de vista. El
operadorĈI

3 se ha descompuesto en los proyectores (49-52):

ĈI
3 =

1
4

(
P̂A + P̂B1 + P̂B2 + P̂B3

)
, (55)

FIGURA 5. Niveles de enerǵıa etiquetados de acuerdo a la cadena
T ⊃ D2.

de tal forma que su acción conlleva a la conexión de estados
antes discutida: mezcla todos los estados con degeneración
accidental. Esto demuestra que el grupoT es efectivamen-
te el verdadero grupo de simetrı́a. Los estados degenerados
se mezclan bajo la acción de los elementos del grupoT con
excepcíon de aquellos que se encuentran en el subgrupoD2.

En este sistema el etiquetado apropiado de estados se
efect́ua con las representaciones irreducibles deT cuyas di-
mensiones de sus representaciones irreducibles son compa-
tibles con la degeneración del espectro. Esto se ilustra en la
Fig. 5. Notemos que la etiqueta del subgrupo se mantiene.
Esto es conveniente no sólo para distinguir componentes de
las irreps del grupo, sino que puede serútil en situaciones de
rompimiento de simetrı́a [6].

4. Reglas de selección

Cuando un sistema interacciona con radiación se inducen
transiciones entre diferentes estados estacionarios [33]. Dar
cuenta de cúando una transición est́a permitida o prohibida
se conoce como reglas de selección. Conocer estas reglas es
fundamental para la interpretación de los espectros.

El ańalisis del proceso de interacción del sistema con la
radiacíon permite identificar el efecto de las transiciones con
diferente grado de aproximación, acorde con un desarrollo
multipolar [34]. Las contribuciones ḿas importantes son la
dipolar eĺectrica, dipolar magńetica y cuadrupolar eléctrica,
en ese orden de importancia. Cada una de estas contribucio-
nes tiene reglas de selección espećıficas, las cuales se reflejan
en el ćalculo de elementos de matriz del tipo (15):

Iq′Γ′γ′;qΓγ = 〈q′Φ(Γ′)
γ′ |F̂ (ρ)

i |qΨ(Γ)
γ 〉, (56)

donde el operador̂F (ρ)
i corresponde al operador dipolar

eléctrico, magńeticoó cuadrupolar eléctrico.
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La pregunta que surge de inmediato acorde con la dis-
cusíon de las secciones precedentes, es la concerniente a las
consecuencias de no identificar correctamente el grupo de si-
metŕıa al efectuar el ańalisis de las reglas de selección. Esta
pregunta es una consecuencia inmediata de que los números
cuánticos involucrados en las transiciones provienen de la si-
metŕıa del sistema. Para ver cómo es que esto sucede consi-
deraremos un ejemplo simple.

Supongamos un sistema con grupo de simetrı́a C3v. En-
tonces los niveles estarán etiquetados con la energı́a y ńume-
ros cúanticos asociados a las irreps del grupo, que son
A1, A2, E. El dipolo eĺectrico por otra parte es base de las
irrepsA1 ⊕ E, lo que implica que la transición A1 → A2

est́a prohibida, ya queA2 /∈ A1⊗A1 = A1 y A2 /∈ A1⊗E =
E. La pregunta que nos atañe en esta sección es si al con-
siderar un subgrupo, como es el caso cuando la degenera-
ción accidental sisteḿatica aparece, la misma regla de selec-
ción prevalece. Para responder a esta pregunta consideremos
el subgrupoCs = {E, σ}. Si se hubiera identificado a es-
te subgrupo como el grupo de simetrı́a, los niveles estarı́an
etiquetados con la energı́a y las irrepsA y B. El dipolo por
otra parte porta las irrepsA ⊕ 2B. Pero esto implica que to-
das las transiciones estarı́an permitidas en la aproximación
dipolar, ya que el dipolo conecta cualesquier par de estados.
Este resultado contrasta con el análisis anterior al considerar
el grupo de simetrı́a C3v. Esto significa que es posible que
al considerar un subgrupo como grupo de simetrı́a lleguemos
a conclusiones erróneas en cuanto a las transiciones permiti-
das, siendo la identificación del grupo de simetrı́a esencial en
la descripcíon de un sistema.

5. Conclusiones

En esta trabajo se ha presentado un procedimiento para iden-
tificar el grupo de simetrı́a cuando aparece una degeneración
accidental sisteḿatica. Para ello se consideró el espectro de
una part́ıcula atrapada en una caja cúbica con paredes infini-
tas. Este problema, a pesar de tener una fácil solucíon que
aparece en la mayorı́a de los libros de texto de mecánica
cuántica, involucra un ańalisis de simetŕıa que est́a muy le-
jos de ser trivial, por lo que apenas se menciona como un
problema interesante de degeneración [21]. La presentación
est́a concentrada en la identificación del grupo de simetrı́a,
sin incluir la construccíon de las representaciones irreduci-
bles, lo cual se puede encontrar en la Ref. 24. Adicionalmente
al problema de la caja cúbica, se presentó un problema abs-
tracto con el proṕosito de ilustrar el ańalisis de representa-
ciones que hay detrás de la identificación del grupo de sime-
trı́a. Porúltimo, tambíen se mostraron las consecuencias de
identificar incorrectamente el grupo de simetrı́a desde el pun-
to de vista de las reglas de selección, problema fundamental
en cualquier ańalisis espectrosćopico. El ańalisis expuesto no
ha tomado en cuenta la degeneración pitaǵorica que se men-
cionó. Este es un problema abierto que posiblemente sea re-
suelto fuera deĺambito del teorema de Wigner.
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