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La importancia de la simé es ampliamente reconocida tanto en el campo disitafcomo en el de la gmica. En particular se sabe

que en el dominio de sistemas lineales, la degen@made los sistemas ésestrechamente relacionada con la sitagta degeneradn

de un estado estacionario corresponde a la diroerdg una de las representaciones irreducibles del grupo deisinietimportancia de
identificar el grupo de simé#t es por lo tanto fundamental para el etiquetado de los estados propios del sistema. En ocasiones el espectro
presenta degeneraci accidental sisteatica, hecho que indica que el grupo de sil@etupuesto es en realidad un subgrupo. Esta siimaci

se presenta, por ejemplo, enaébmo de hidbgeno no relativista, pero tandéln en el caso de una paxla atrapada en una caja cubica con
paredes infinitas. En esta contribiicise presenta un procedimiento que permite identificar el grupo deisimetr explica la degeneraci

del sistema de una péartila en una caja. Siguiendo dicho procedimiento se presentan ejemplos para ilustrar los conceptos involucrados,
ad como las consecuencias de identificabeeamente el grupo de sinietpara el alculo de las reglas de seleguoi

Descriptores: Simetiia; degeneradn; caja €ibica; reglas de selesi.

In physics as well as in chemistry the importance of symmetry is widely acknowledged. It is of common knowledge that the systems’
degeneracy, in the domain of linear physical systems, is tightly related with symmetry. The stationary state degeneracy should corresponc
with the dimension of the symmetry group irreducible representations (irreps) associated. Therefore identifying the symmetry group is
essential for labeling the energy levels. Sometimes the spectrum presents systematic accidental degeneracy, which means that the suppos
symmetry group is actually a subgroup. This is the case for a particle in a cubic box, with impenetrable walls. This article presents the
procedure that allows the identification of the new symmetry group that explains the degeneracy. Furthermore examples to illustrate the
concepts are presented as well as the consequences implied in the selection rules.

Keywords: Symmetry; degeneracy; cubic well potential; selection rules.

PACS: 02.20.-a; 03.65.-w

1. Introducion ciones R, cuyos operadores respectiégsconmutan con el
Hamiltoniano

El papel preponderante que la sini@tiluega en laigica es

ampliamente reconocido. La herramienta para su desgripci

es la teora de representaciones de grupos, la cual se ha co®i tomamos en cuenta esta defibitien la ecuaéin de

vertido en un ingrediente fundamental en el lenguaje de Ischiddinger para estados estacionarios con degelgeragi

fisica subnuclear, nuclearbatica, molecular y de espacio- . _

tiempo [1-8]. El adlisis de la simeta repercute directamente HIWE) = Ea|¥7); i=1,2,.. ga, )

en dos aspectos de la descriptidel sistema. Por una parte gptenemos que

permite identificar los iimeros canticos, y por la otra con- o R

duce a una simplificaéh importante en losaiculos de es- OrH|US) = HOR|US) = EaOg|¥Y), 3)

tructura. El primer aspecto tiene consecuencias directas s

bre el alisis de las reglas de selegnj es decir, sobre la

probabilidad de que una trangiai de un estado a otro sea

permitida. Sin embargo, para que eblisis de simefa sea

confiable es necesario establecer con certeza el grupo de si- .

metia, puesto que las representaciones irreducibles determi- Or|¥7) Z Dji(R

nan los fumeros canticos [9]. Es posible reconocerando

se ha identificado correctamente el grupo de simettraes  El conjunto de matrlce‘P*D(R); R € G} ad definidas cons-

del aralisis de la degenerami. tituyen una representaii matricial del grupo [2,5,6]:

- El a_rr’alisis us,ual_ del espectro estz_iblece que la dggenera- DW(R)DW(S) = DW(RS); YR,Sed, (5)

cion existente eétdirectamente relacionada con la sirreetr

del sistema [10]. Esto queda establecido aésadel teorema donde hemos etiquetado la represertacgomo lau-ésima

de Wigner [2]. SiH es el Hamiltoniano del sistema, el grupo con el profsito de hacer exftito el hecho de que en gena-

de simetta G est constituido por el conjunto de transforma- ral hay varias irreps. Si el grupo de simates el correcto,

[H,0r] =0; VReG. (1)

f cual quiere decir que los estados transforma@ga$d®)
son eigenestados del sistema con la misma éneRyiesto
gue la ener@ define un subespacio vectorial, se sigue que

)5). (4)
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es decir, es un conjunto maximal, entonces las representacibay varios momentos angulares asociados a cadaianerg
nes en (5) son irreducibles para toda eferp que significa [ = 0,1,...,n — 1. Si el grupo de simefa fuera realmen-
que no es posible redefinir las funciones degeneradas con®@SO(3) esperdiamos que todas las funciones asociadas a la
combinacbn lineal de las originales de tal forma que formenmisma ener@ se mezclaran bajo rotaciones para generar una
subespacios invariantes de menor dimamsEn contraste, si - sola matrizD (™) (R). En contraste, encontramasmomen-
el grupo propuesto el un subgrupo del verdadero gru- tos angulares (irreps) asociadas a la misma émekgto es
po de simefia, subconjuntos de estados de la misma éaerg lo que se conoce como degenedscaccidental sisteatica,
forman subespacios invariantes bajo las transformaciones dglies se presenta para toda efediferente de: = 1.
grupo supuesto. En dicho caso las representaciones (5) son Para establecer el grupo completo de sifaetn su mo-
reducibles. Esto implica la apariei de una degenerd@ci ac- mento se recurdi al problema de Kepler en mégica chsi-
cidental sisteratica. ca [17], en donde dado el potencia(r) = k/r se identifica

Asi pues, cuando se manifiesta una degenenaaitre es- al momento angular junto con el vector de Laplace-Runge-
tados asociados a diferente represedtagreducible (irrep) Lenz
se dice que se presenta degenémciccidental [10]. Si la A=pxL-— mkr7 ©)
degeneradin accidental resulta ser sistatica entonces de r
acuerdo con la experiencia el grupo que séacde simefia ~ COMO constantes de movimiento:

es ©lo un subgrupo, y es de esperarse que exista un grupo de dL  dA
mayor dimengin con respecto al cual la degenetadiesulta A 0. )
ser normal.

Respecto a lo antes expuesto hay varias consideracionkd Simetrizacdn del vectorA se cuantiza, y junto con los
por tomar en cuenta. Las representaciones (5) pertenecen@mponenetes de momento angular generan el gsipd)
caso particular de representaciones vectoriales, las cuales@@ rotaciones en cuatro dimensiones [16,18]. De esta for-
generan con funciones escalares. Cuando se consideran fiR@ 0s estados que aparentaban estar degenerados acciden-
ciones vectoriales, como las espinoriales, las representacitilmente, lo esin en realidad en forma natural a &eawde las
nes resultantes son proyectivas [11]. La degenematim- rotaciones tetradimensionales que conectan los estados con
bien puede deberse a la apasitie la simefa conocida co-  diferente momento angular para uamero cntico princi-
mo “Time Reversal”, cuyo operador asociado es antilineal yal dado [19]. Asi pues, &' € SO(4), entonces una trans-
consiste en invertir el tiempo y conjugar la fudcide on-  formacbn general toma la forma
da [12]. Por otra parte, la Ec. (1), junto con el teorema de R (n) .
Kramer, podia no ser suficiente para explicar la degenera- Or|nlm) = Z Dyt (T [0l (10)
cion emergente. Esto es debido a que la aplicacdie los rm
grupos de Lie y sualgebras se restringen a sistemas linealescomo puede apreciarse las transformaciones del nuevo grupo
En elambito no lineal la maquinaria desarrollada deja de semezclan todas las funciones degeneradas permitiendo identi-
valida y lasalgebras deformadas adquieren relevancia [13]ficar sin ambigiedad al grupo de simércomoSO(4).

Asimismo, la degeneraan podfa no deberse a la apadai El potencial trigonorétrico de Scarf presenta una dege-
de una simeta, en cuyo caso se bus@su explicadn con  neracon del mismo tipo que eitomo de hidogeno [14,15].
argumentos de la misma téaciantica [14]. Para valores discretos de uno de susapetros la simeia

El atomo de hidbgeno no relativista es por antonomasia50(4) aparece con claridad. Sin embargo esta c@mede-
el sistema que presenta degenéraaccidental sisteatica  saparece para valores continuos de ese mismanyro,
aparente [16]. En este caso la siretseérica del potencial  a(in cuando la degeneraci se mantiene. Esto representa un

sugiere al grupo de rotacion&$)(3) como el grupo de sime-  ejemplo de la falta de generalidad de la explibadie la de-
tria basado en la geomitiesérica de las superficies equipo- generadin a traes del teorema de Wigner.

tenciales. En este sistema la ecoadle Schiddinger toma la El problema de una pacula atrapada en una caja con
forma . paredes infinitas es similar atomo de hidbgeno desde el
Hlnlm) = Ey,[nim), (6)  punto de vista del aisis de la simeta. En este caso la si-

representaciones irreducibles del grupo de rotacionés estdiferencial (combinadn lineal de los cuadrados de los mo-
etiquetadas con el momento angular, de tal forma que mentos asociados a las diferentes coordenadas cartesianas).

En esta contribudin presentaremos un procedimiento para
. Al W , afrontar el problema de degenefatiaccidental y la con-
Orlnlm)= Z Dy (R)[nlm’); - ¥V R € SOE), (1) gecuente identificagh del grupo de simd#, siguiendo las
m ideas presentadas en ebdinis del caso bidimensional [20].
donde ! (momento angular) define subespacios invarianNos centraremos en el problema de la jgaitt atrapada en
tes de dimenséin 2/ + 1. Sin embargo la eneig $lo de- una caja @bica con paredes infinitas, sistema menosprecia-
pende del mero céntico principal, de tal forma que do por su simplicidad, pero de gran riqueza desde el punto
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de vista de la simeia. Posteriormente ilustraremos la misma  c) Degeneradin pitagrica. En el caso de la cajalbi-

idea de degenerami sisteratica en forma abstracta, al con- ca por ejemplo (a=b=c), cuando se satisface que

siderar la cadena de grupos puntudles> D,. Asimismo n? +n 4+ n2 = n'> + n/5 + n’3, donde la reladn

haremos notar que la identificaai correcta del grupo de si- entren y n’ no es una simple permutaci de indices.

metia es fundamental para el correctdbisis de las reglas

de selecdn. En esta contribudin nos abocaremos al&isis de la de-
generadn de tipo (a), cuandae=b=c, condicbn que corres-

2 Particula en una caja @ibica ponde a una cajalbica. Este sistema presenta tres tipos de

subespacios con funciones degeneradas. El primer subespa-
Uno de los sistemas @s simples en ménica cé@ntica ana- €0 £1 = {|¥,,,.,) } €s unidimensional y corresponde al caso
lizado en libros de texto es el de dattla en una caja con 71 = n2 = n3 = n. Cuando dos de losimeros canticos
paredes impenetrables. Si consideramos la caja con tgdosSOn igualesif; = ny = n, ng = m) se tiene un subespacio
by ¢, y masay, los valores propios del sistema@stados tridimensional dado pofs = {|¥pnnm), [Yrnmn), [Ymnn) },

por [21]: correspondiente a las tres posiciones posibles deiemno
o ) ) cuantico diferenten. Por(ltimo, cuando todos losimeros
E _ hem® (ny | n3 T n3 (11) cuanticos son distintos se tiene un subespacio hexadimen-
mnens gy \a? o b2 2 sional definido por las seis posibles permutaciones de tres
. simbolos,Ls = {|Vn,nons) };n1 # N2 # ng. Debido a que
con estados propios los estados de cada uno de estos subespacis emtecta-
(T mans ) = Wy (€)W () g (2), (12) dos ®$lo con permutaciones, las degeneraciones posibles son
1,3y6 [21].
y componentes unidimensionales
A
2 . /nymx
st - Fin () z
2 . /N
Una(y) =4/ 5 sin ( 2 y) ; 00.0) 4
2 . /n3mz
Ung(2) =1/ = sm( ) . (13)
c c o’
. . L, 2/20/2,¢/2) ”
Estas funciones se anulan en las paredes, satisfacieirlele as o L 05,0
condiciones a la frontera referidas al origeren la Fig. 1. El 00 Y
sistema puede presentar tres tipos de degeleraisaber: (@00)
a) Degeneradn geongtrica. Cuando dos o &s lados son *
iguales.

- FIGURA 1. Caja de tres dimensiones con paredes impenetrables.
b) Degeneradn por conmensurabilidadCuando al me-  El origen® asociado con la funén de onda eétdesplazado del
nos un lado de la caja esiftiplo de otro. origen©®’ donde los elementos de siniatconvergen.

TABLA |. Tabla de caracteres del grupo puntth). En la segunda fila se indica eimero de clasé; asignada.

On E 8Cs 3C- 6C,y 6C5 1 856 3on 654 604

K K> K3 Ky K K K~ Ky Ky Kio
Ay 1 1 1 1 1 1 2 4+ y? 4 22
Aayg 1 -1 -1 1 -1 -1
E, 2 -1 2 0 0 2 -1 2 0 0 (222 —2? — 32, 2% — y?)
Tig 3 0 -1 1 -1 3 0 -1 1 -1
Tog 3 -1 -1 3 0 -1 -1 1 (zz,yz,2y)
Ary 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
Ay 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
Eu 2 -1 0 -2 1 -2 0
Thu 3 0 -1 1 -1 -3 -1 1
Tou 3 0 -1 -1 1 -3 0 1 -1

Rev. Mex. Fis61(2015) 47-57



50

A.O. HERNANDEZ-CASTILLO Y R. LEMUS

TABLA |I. Descomposidin de los subespacios degenerados asociados aieufmde una cajaibica de paredes impenetrables. Se mues-
tran explicitamente las representaciones irreducible9deontenidas en los subespacios degenerados. Asimismo en la quinta columna se
despliegan los productos directos de la represéndcj con las representaciones involucradas en la redoa®| subespacio [22].

Dimensbn Paridad Condiéin Representaon Producto directo
1 (nnn) n=2p Ny = Ny = Ny Asu
n=2p+1 Ay
3 (nnm) n=2p Ny = Ny 7 Nz Ay @ Ey A2y ® Eg = B,
m=2p Ng =Nz # Ny
Ny = Nz 7# Ng
n=2p+1 A1y © Eg Ay ® By = Eg
m=2p+1
n=2p Tog
m=2p+1
n=2p+1 Thu
m = 2p
6 (nml) n=m=1[01=2p Ny 7 Ny F# N Ay @ Az @ 2E, E;QFE, = A1, ® Az ® E,

l=2p+1
n=m=2p+1
l=2p

Alg @ A2g @ 2Eg
Tlg ® T2g

Tlu D T2u

By @ Eg = A1y ® A2y @ E,
Eg ®T1g = Tlg @TQQ

Eg & Tlu = Tlu @ T2u

La simetfa geonétrica del sistema corresponde a la si-
metiia del cubo cuyo grupo puntual €%,, y cuya tabla de
caracteres se presenta en la Tabla | [22,23]. De acuerdo con
esta tabla el mayor grado de degendragdosible es tres.

Es por lo tanto evidente que la degenebadnexadimensio-

nal que aparece en el subespatipno puede ser explicada
por el grupo de sime ©O;,. Consecuentemente deben exis-
tir transformaciones que conecten los subespacios irreduci-
bles deO,, asociados con el conjunto de estados accidental-
mente degenerados. Siguiendo la ani@agpn elatomo de
hidrogeno, el grup@,, corresponde al grupSO(3), de tal
forma que al considerar al grupo ockahico aparece dege-
neracon accidental sisteatica, como se puede apreciar en
la Fig. 2. Por ejemplo, los estados asociados al subespacio
L3 = {|T113), |\I/131>,\Ifé311>} al proyectarse se reducen a
los estado$\I'(A111g3)> y |\I/(1913)>, los cuales portan irrepﬁ_;lg y

E, del grupoO},. Como estos vectores con irreps diferentes
tienen la misma energ, presentan degeneragiaccidental.

En la Fig. 2 la degeneram accidental se resalta en recua-
dros. Como esta situdm hace su presencia en forma sis-
tematica, se deduce que el grupo o&dtico es solamente un
subgrupo. Debemos por lo tanto identificar al grupo de sime-

tria que conecte los estados degenerados con diferente irrep.

La tarea consiste en identificar al operadoalago al vec-

A

Oy,

" T2y
955 ¥ 153))

[wgs)

Energia

)

EE
(113) |‘I'(113))

tor de. Laplace-R_un.ge-L’enz enzﬁbmo de hldngerlo. Cabe  Figura 2. Espectro de una pécula atrapada en una caja con pa-

mencionar que si bien agjes evidente la existencia de dege- yedes impenetrablesd® cuando los estados se etiquetan con las

neracon accidental por la aparim del subespacio hexadi- representaciones irreducibles del grupo se puede conjeturar la exis-
tencia de degenerdxi accidental.

Rev. Mex. Fis61(2015) 47-57



SIMETRIA Y DEGENERACION: PARTICULA ATRAPADA EN UNA CAJA CUBICA CON PAREDES IMPENETRABLES 51

dimensional, en general es necesario proyectar, paraémsptﬁi(”)wlf(f)) €como un nuevo vector que porta la representa-
analizar la degenerdmi desde el punto de vista de las irrepscion producto directp ® I' [2,5,23]:
del grupo de simeta propuesto. Esto se apreciaenlamisma .~ ) A S0 A A )
Fig. 2. Mas alk del caso obvio de degenef@tihexadimen- OrE;"1qW5 ") = OrE{" OF Orlq¥5”7)
sional, la degeneramn accidental sisteatica se detecta en () @y @
) = D (R)D., (R)F;7 Y,

la reduccdn de los subespacios tridimensionales cuando los ; ji (R Do (B)E %)
nimeros canticos involucrados tienen la misma paridad, lo R
cual se aprecia en la Tabla Il. En esta Tabla Il se muestra =Y AYP(R) P00y, (16)
la reduccbn de los subespacios en representaciones irredu- iy
cibles. En la cuarta columna de esta tabla se ve la aparici Siguiendo el razonamiento anteriobjscuandd™ este con-
de la degeneragn accidental ras alk del caso trivial del es- tenida en este producto directo habma componente total-
pacio hexadimensional. Apues las reducciones,, & B mente sinatrica, de ahel resultado previamente mencionado.
y Aig @ﬁEg en_el espacio tridimensional manifiestan Ia_de- De la quinta columna de la Tabla Il, se puede observar
genera@n accidental al proponer @, como grupo de si- g6 se debe satisfacer= E,, ya queE, resulta ser la re-
metiia. De igual manera, las reducionds, © Az, © 2Eu,  presentadin irreducible que conecta todas las representacio-
gllg D Agg @ 2Eg1'dTlgt@| T Iy Tlub@ Tou, .maﬁlfleséqn la" nesirreducibles accidentalmente degeneraddspues, para

egeneracon accidental en los subespacios hexadimensio- : ) ) i
nales. g?c?éc:]mer par de estados degeneradé,g ), W5 7), lacon

Como veremos, en el caso de una faith atrapada en I'eE oL (17)

una caja el nuevo grupo de simiatrcontiene transforma- !
ciones continuas y discretas (subgrupo ogethito), carac-
teristica que vuelve ladsqueda una tarea no trivial [24]. Nos

se satisface. Por otra parte, de la Tabla | vemos que los
armbnicos cartesianos que portan la represeatsEj, son:

enfocaremos en deducir las transformaciones que conectan 9 1 /15 (2% —y?)

los subespacios de diferentes representaciones irreducibles de Yoos26(r) = AN T 2

Oy, para de esta forma mostrar el procedimiento para identi- o

ficar el grupo de simeia, aunque no construiremos las repre- Y2 (r) = 1 /5 (22" —a™ —y") (18)
sentaciones irreducibles del nuevo grupo debido a la comple- 4V 72 ’

jidad del problema [24]. donde las coordenadas, y/, =’ es@n referidas al origey’

El primer paso consiste en identificar el operador u opemostrado en la Fig. 1. Estas funcionesaestisociadas a los
radores que conectan los subespacios degenerados portadardgtalesd, - - y d.-, respectivamente. En nuestro caso, sin
de irreps de?),. Para ello identificaremos la represenbaci embargo, estas funciones padrmnsismas no son relevantes,
irreducibles que conectan los estados degenerados en forr@@mo a continuadin se argumenta. Estamos interesados, en
accidental. Esto se puede ver partiendo de la propiedad dgnciones u operadores con respecto al origerEste pro-

ortogonalidad [5,23]: blema de sistema de referencia desaparece al percatarnos que

la componente unidimensional del momento es independien-
I = @g )|\D§F)> = V(I)drr 6y, (14) te del origen, y por lo tanto se pueden proponer los siguientes

operadores

dondeI" y IV son representaciones irreducibles del grupo, —~(By) 1 |5 (20% ©? 9%\

mientrasy y v’ son las respectivas componentes. (") B V7T \o2 T a2 9y )’

es un érmino que 8lo depende d&, pero es independiente ) )

de las componentes. La expr@si(14) puede reinterpretarse 7B 1 /15 (9% 3) (19)

de la siguiente forma: la integralse anula a menos que el in- 4V m \9z2 0y?)’

tegrando tenga una componente totalmenté@sioa, lo que

. Iy ’ como candidatos al operadéi”’ que conecta los estados.
se puede apreciar |dent|f|candq<h$ )> con una constante P ﬁ‘( d

Hemos de hacer notar que las expresiones (19) son en reali-
, . ) X
LGzgggn A:ngﬁfesi'n?/gigﬁ?;dor = I' el integrando tiene dad combinaciones lineales de Hamiltonianos unidimensio-
P i ' ) nales que conmutan con el Hamiltoniano mismo [25]. Esta
Veamos ahoraLza( |gltegral que involucra elementos de masg precisamente la condiai (junto con el hecho de que de-
. p pa . s . B "
triz de un operadoF;"" que porta lg-ésima representam  pen de preservar las condiciones a la frontera) para que una

ireducible: transformadin forme parte del grupo de simiet11], de tal
), £00) forma que los operadores diferenciales (19) pueden consi-
Ir = (42, 1 |q‘I’£YF)>~ (15)  derarse como los generadores de un subgrupo continuo que

forma parte del grupo de sim&rcompleto [20]. Pero an-
Esta integral es diferente de cerdlssiI” € p ® I', ya  tes de hacer la identificam correspondiente veremos una
gue lo as el integrando contiene una componente total-forma de demostrar que los operadores (19) efectivamente
mente singtrica. Esto se puede ver al identificar el vector conectan los estados accidentalmente degenerados. Para ello
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vamos a desarrollar en forma detallada el ejemplo de los eslondesS tiene la forma
tados| T (42)), | T{F)) asociados al subespacio tridimensio-

nal, con rimeros canticosnnm en la Tabla Il. % 0 _%
Como el operador (19) porta la represerttady,, el pro- S — % f% % _ (25)
ducto directo que consideraremos es: 1 1 1
V3 V2 Ve
A2u & Eg = Euv (20)

. Ahora bien, los elementos de matriz en esta nueva baae est
que correspondey m impar para(nnm) en la Tablall.  onectados con los originales (23) a ade la transforma-
De acuerdo con (57) es de esperarse entonces que cion de semejanza [5,23]

BB, |\g(A2a) \ (Eu)> . _
B | = o)) =12 (21) A B — s, (26

lo cual implica que
y explicitamente

(W) BED w0} 20, =12, (22)
S 2 _ 2)3/2
A continuacbn demostraremos que este es efectivamente el ||(¥(" )|F1(E9)|\I/(BF)>\| = g%
caso.
Ahora bien, la representdri matricial de los operado- 0 1 0
res (19) en la base (12) es diagonal yaetdda por: <1 o 0 1 27)
\/§ )
Eq il E.q
By = || (U F5 ) | 1~ 0
\/5 2 2 % 1 0 0 S 5 2 _ 2\.,3/2
_ VBT mOE (g 1 g (@ BED gDy = /2 M= n)m
212 0 02 1 ’ a 2 B ) 72
2
0 0 -1
Eq 3 Eq
F = ([ (| B |0 | o0 | e
Vst —ntyed (000 0o 0
= 01 0 |. (29 V2
2L2 00 -1

De este resultado se puede apreciar que el e#thﬁ:l“@u)>
Aqui las componentes de estos operadores han sido etique&—é conectado cohw(F+)

A

wE)

b,
§7| B

dos con fimeros consecutivos, pero en realidad es una for- d ) ¢ > ya que sus respectivos elemen
ma compacta de etiquetado de acuerdo a la cadena de grup§8§ e matriz
O, D Dy, D Doy, de tal forma que las componentes de las 5 (n? — m?)m3/2
representaciones porten representaciones irreducibles de los <\I/§E) \P(AZ”)> = \/;LQ, (29)
subgrupos respectivos [24]. Agues tenemos la correspon-
denciail — (A1, Ay); 2 — (Big, A,). < \I/(A2u>> B \/3 (m? — n?)r%/2 (30)

Las matrices (23) se obtienen aplicando directamente los Vs L2
operadores diferenciales (19) sobre la base original (12). ) .
Aunque este resultado pudiera parecer de nula relevancia, §§n N0 nulos. Esto es precisamente lo que nos propusimos
es a§ debido a que representa el primer paso para establec@gmostrar para este caso. Este es sin embargo un resultado
la conexbn entre los estados en la base adaptada por sim@eneral que se aplica a todas los estados accidentalmente de-
tria. Ad pues debemos llevar a cabo un cambio de base dénerados, consecuencia de que los operadores (19) portan la
subespacio de funcione® = {|¥pnm)s |Yrmn), [Umne)}  FEPresentaon £,

al correspondiente subespacio adaptado por siaé pro- Hemos verificado que los operadores (19) conectan los
yeccbn nos provee del siguiente resultado [5,23,24] estados degenerados cuar@p es considerado el grupo de
(Aou) L simetiia. Estos operadores generan adsel grupo bidimen-
’\I’ > =3 (Yonm + Yamn + Ymnn) » sional continud/” cuyos elementos se obtienen mediante ex-
’\I,(Eu)> =L (v _w ) ponenciadn, en forma similar al procedimiento para obtener
! V2 ’ el grupo de rotaciones al exponenciar los generadores de mo-
’\IléE)> = % (Crimn + Yonn — 2% nnm) mento angular [16,26,27,28]. En nuestro caso los elementos
. toman la forma
y en forma matricial
(@A [Py | w ey U(e, B) = Ur(a) @ Uz(B)
. A ( q) Lo i( g)
= (W) (W), [ Wrnn))S. (24) = P HOR (31)
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donde [FF0) BFa) = g, (33)

Ui(a) = emﬁf’fg). Us(8) = eiﬂﬁéE-‘]). (32) Veamos ahora la transforméaai de uno de los elementos
de7 bajo los elementoR € O;,. Tomando en cuenta que
Los paédmetros{«, 5} son continuos, aunque restringidos a
un intervalo finito, de algque el grupo asociado sea compacto O FFa) A1 (By) ~(Eg)
' . X EF7705 = D (R)F,”* 34
[16,24]. El producto directo involucrado en (31) es una con- R R Z 7 (R) J (34)

. ! j=1
secuencia de que los operadores (19) conmutan érfié]s !
|  se obtiene [24]
OrU(a, )07} = ei@Di " (R+8D1 VB +ilaDs (R +8D V™ — (o 1), (35)
donde |
(E,) (5,) grupo de simeta es un producto semidirecto entre el gru-
o =aD;7" (R)+ BD;y"’, (36a)  po de traslaciones y el grupo puntual. En nuestro caso las
transformaciones discretas tienen su correspondencia con el
= aDéllﬂg)(R) 4 ﬁDgg). (36b) grupo puntual, mientras que el conjunto de transformaciones

continuas es alogo al grupo traslacional [11]. Este hecho
El resultado (35) puede ser expresado de la siguiente forma > crumal,_ ya que permite tpmar \_/entaja_de esta afe/ugy
ra construir las representaciones irreducibles del nuevo grupo
37) mediante laécnica de inducéin de representaciones [24,11].
En este aalisis ©lo se considero el tipo de degenetari
geonetrica. La conmensurabilidad aparece cuando al menos
dos de los lados son dieferentes pero uridtiplo del otro.
La degenerabn debida a estas situaciones no ha sido ana-
lizada con el mismo detalle [32]. Por otra parte tampoco se
G=TAO,, (38) consideo la degeneradi pitagrica. Esto es un caso abierto
hasta ahora.

o bien enérminos del desarrollo en clases laterales [24,11] ~ El procedimiento para identificar el grupo de sirfetf
partiendo del subgrup®;, tiene aspectos generales. Con el

@RU(O[, ﬁ) = U(O/a ﬁ/)@Ra

lo cual significa que el subgrupb es invariante en el contex-
to del nuevo grupg, el cual puede ser expresado emtinos
del producto semidirecto [11]

[Al proposito de hacer evidente este procedimiento y mostrar el
g= Z S\T; uso de conceptos como la subdéccen la consecugn de
A=1 esta meta, presentaremos un ejemplo con un grupo de sime-
G| tria supuest®-, en donde la degeneraci accidental se hace
Al = 71~ |Onl; Sx € Op. (39)  presente.
Asi pues, todos los elementgse G pueden ser reescritos en
terminos del producto de un elementoZg otro deOy: 3. Un ejemplo abstracto de degenerabdin acci-
) dental
g=0rU(a,0); ReOy, g€g, (40)

Supongamos que para un sistema libre de camposétiagn

con el producto de elementgg’ = ¢”. Asi pues llegamos cos externos descrito por el Hamiltoniafb, identificamos
a la conclughn de que el grupo de sim&rde una partu-  al grupoD, como el grupo de simé# del sistema, es decir
la atrapada en una cajdiliica con paredes impenetrables
esh dado por el producto semidirecto (38). [H, Ogr] =0; VR € D,. (41)

En el problema de la pacula atrapada en la cajdilui-
ca los operadoreFi(F) juegan el mismo papel que el vec- Un posible espectro asociado al sistema se muestra en
tor de Laplace-Runge-Lenz en &omo de hidbgeno. Por la Fig. 3. Como puede apreciarse varios estados con di-
otra parte, el Hamiltoniano es el operador invariantdepn  ferente irrep esin degenerados. Por ejemplo, los estados
corresponde al Casimir (operador invariante)5d#(4) [16]. |B1),|Bs), |B3) presentan la misma enésgy como tienen
En nuestro caso la estructura del grupo de simeis muy asociadas irreps diferentes, la degenémaes accidental. De
diferente pues contiene operaciones discretas y continuas, igglal forma aparecen estados totalmenteésiinos con la
decir, es un grupo mixto. Sin embargo, la estructura del grumisma ener@. Esto se presenta repetidas veces, d@ e
po (38) tiene una cercana andl@gon los grupos espaciales identifiquemos la degeneréci como sister@tica. Por lo tan-
gue aparecen en los cristales, ya que t@mlgn ese caso el to se espera que exista un grupo mayor cuyos elementos mez-
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I
A |A) [A) 1 Cz
|Bi) IB,) IBs) Cs T I
C
_1a) | A
|A)
£ a) Al i
5 —>C
2 I 2
i Cs
|B1) |B2) |B3>
Cy
|A)
C ?{H

FIGURA 3. Niveles de eneiig de un sistema con supuesto grupo de g5 yra 4. Elementos de simét del grupdr’.
simetfiaDs.

clen las funciones degeneradas. Al igual que en el ejemplo ] _
de la caja abica, necesitamos identificar operadorealan TABLA Ill. Subducddn de las representaciones del grdpal gru-
gos aF; que sean responsables de tal mezcla. Supongam8§D2'

gue en nuestro caso abstracto el grupo de sientmbeén es

(1) (1)
un grupo puntual; buscamos entonces un grupo cuyas repre- D™ (7) D™ (7)1 D
sentaciones al ser subducidas al gripaeproduzcan el es- A A
pectro con las etiquetas correspondientes. Pero antes de pro- E, A
ceder al aalisis recordaremos el concepto de subdrrcion Es A
el propbsito de clarificar tal aseveréci. SeaH un subgrupo I By @ By ® Bs

de G, y D (G) una representan de G. La subductn

D (@) | H se define como
Siguiendo las mismas ideas de la sénanterior propo-

DW(@) | H={DW(h)|hec H}, (42) hemosel operaddat! de la Fig. 3 como aquel que mezcla las
funciones degeneradas. Estoégdlsasado en el hecho de que

. . . AT i
es decir, se seleccionan de entre todas las matrices de repfé-operadorC; mezcla las tres componentes cartesianas, y
sentaddn deG, dlo aquellas del subgrupH. La represen- de que es un elemento representativo del desarrollo en clases

tacion resultante déf es en general reducible. laterales [22]
Consideremos ahora la subdumeD (*) (T) | D, que se
muestra en la Tabla lll. La columna de la derecha, que es la T =Dy + CIDy + (C)?D,. (44)

frecuenciaf (; 1) con que la representatiy del subgrupo
D, aparece en la representacj, de 7, se obtiene mediante

la conocida érmula [5,23] Ahora bien, a partir del concepto de elementos conjuga-

dos [5], obtenemos, sin necesidad de recurrir a la tabla de
1 multiplicacibn [22], la representa@n generada para las ro-
) = (7)x (1) J
foim) | Dy Z XX (). (43) tacionesCZ y C#! en la base de las cuatro operadores de
heDs o N . ., .
rotacbn C3 equivalentes, cuyos elementos de sifaete in-

El resultado nos dice que desde la perspectiva del gfilps ~ dican en la Fig. 4:
representadin bidimensional subduce a dos veces la repre-

septacfbn A, mientras que la ir'reE subduce &, ® B> ® Bs. @cg (Cg, 03{17 03{117 C*év)@5%

Asi pues, desde el punto de vista del subgripda represen- 2

tacion F' se ve como tres estados degenerados con etiquetas = (é?{, 03{17 03{117 (j?{V) A(Ch, (45)
B4, By, B3, mientras que los estadésse ven como pares de R o R R

estados degenerados tipo A. El espectro de la Fig. 3 sugiere Ocyri(C3, 057, G5, Cév)(’)gz}”

que el verdadero grupo de siniates el tetradrico7 ya que

NI AIT AT ATV 117
se satisface lo antes expuesto. = (C5,037,C5°7, 037 ) A(Cy), (46)
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donde
A |E1,A> |E2,A>
0 100 IF, B) IF, B,) IF, B,)
A(CIII) _ 1 000 .
21000 1]’ A,A)
0 01 0 |A,A)
1
R 8 EsA)  [Ew)
1 0 0 0 =
Estamos interesados en la represedtadie estos elementos IF, B)) [F, Bs) IF, Bs)
porque ambos se necesitan para distinguir las representacio-
nes irreducibles del grupb, [11,29].
La representabn (47) es reducible. Su reduboia repre- |A,A)
sentaciones irreducibles se puede obtener en forma inmediata
al diagonalizar la matrid definida por : [9,29,30,31]

111 I
M = A(Cy") +3A(Cy), (48) FIGURA 5. Niveles de enefi@ etiquetados de acuerdo a la cadena

. T D Ds.
lo cual provee los siguientes operadores
de tal forma que su admi conlleva a la cone&n de estados
antes discutida: mezcla todos los estados con degeberaci
(50) accidental. Esto demuestra que el grdpes efectivamen-
te el verdadero grupo de simigtr Los estados degenerados

PA=C+ 0+ O3+ CLY, (49)
PP =Cl ol - ol - ¢V,

pB: =l _Cll —cHt 4 ¢V, (51)  se mezclan bajo la adm de los elementos del gruffocon
. R . R R excepobn de aquellos que se encuentran en el subgiypo
Bs __ A1 II 11T v . . .
P™ =03 —C3" + 037" —C37. (52) En este sistema el etiquetado apropiado de estados se

efectia con las representaciones irreducible¥deuyas di-
mensiones de sus representaciones irreducibles son compa-
tibles con la degenerdm del espectro. Esto se ilustra en la
Fig. 5. Notemos que la etiqueta del subgrupo se mantiene.
Esto es conveniente nd@ls para distinguir componentes de

las irreps del grupo, sino que puede @ren situaciones de
rompimiento de simeta [6].

La expresiones (49-52) pueden obtenerse porétbdo
de proyecdn tradicional basado en la aplicacidel opera-
dor [5,23]

PO = " x*(R) Op, (53)
ReDy

dondex" (R) corresponde al caracter dellaésima repre-
sentaddn irreducible [5]. Puesto que dgienemos que pro-

yectar un operador, teridmos 4. Reglas de selecti

() AL _ r A ATA—1 . . . .
PC; = Z X" (R) OrC3 05" (54) " cuando un sistema interacciona con radiacse inducen
RED> transiciones entre diferentes estados estacionarios [33]. Dar
Al proyectar sobre las diferentes irrepsBgse obtienen las cuenta de cando una transion esk permitida o prohibida
mismas expresiones (49-52) que se obtuvieron poktbdo ~ S€ conoce como reglas de selécciConocer estas reglas es
de vectores propios [29-31,9]. fundamental para la interpretaai de los espectros.

La proyeccdn (49-52) nos indica de @uorma los ope- El arélisis del proceso de interadei del sistema con la
radoresC’; conectan los estados propios del espectro de jadiacdn permite identificar el efecto de las transiciones con
Fig. 3. Vemos que al aparecer las componentes B, @  diferente grado de aproximawi, acorde con un desarrollo
B, @ Bs en los proyectores, se pueden conectar todos los e§aultipolar [34]. Las contribuciones @s importantes son la
tados degenerados. Por ejemplo, los estaBesy |B,) se  dipolar ebctrica, dipolar magetica y cuadrupolar éttrica,
conectan con el operadé:, los estado$B,) y | Bs) conel €N ese orden de importancia. Cada una de estas contribucio-
operadorP?1, los estado$B; ) y Bs) con el operadofB- nes tiene reglas de seletuiespeficas, las cuales se reflejan
mientras que los estadps) se conectan con el operadef. €N €l @lculo de elementos de matriz del tipo (15):

Esto se puede apreciar desde el suigiente punto de vista. El N~
3 Lyrrnsgry = (o @B |, 00 (56)

operadolC; se ha descompuesto en los proyectores (49-52): aTyhely = N Fy 15 ey )

donde el operadoF” corresponde al operador dipolar

. 1/ . . .
¢l == (pA PB4 pBe PB3) , 55 onde rador ae.
374 + + + (55) eléctrico, magaticod cuadrupolar éctrico.
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La pregunta que surge de inmediato acorde con la diss. Conclusiones
cusbn de las secciones precedentes, es la concerniente a las
consecuencias de no identificar correctamente el grupo de $&n esta trabajo se ha presentado un procedimiento para iden-
metiia al efectuar el alisis de las reglas de seletni Esta tificar el grupo de simela cuando aparece una degeneraci
pregunta es una consecuencia inmediata de qudilbems  accidental sisteatica. Para ello se consideel espectro de
cuanticos involucrados en las transiciones provienen de la sisna paricula atrapada en una cajabica con paredes infini-
metiia del sistema. Para vedmmo es que esto sucede consi- tas. Este problema, a pesar de tener @l olucbn que
deraremos un ejemplo simple. aparece en la mayier de los libros de texto de mégica

Supongamos un sistema con grupo de siiaeis,. En-  cuantica, involucra un alisis de simeia que est muy le-
tonces los niveles estar etiquetados con la enéagy lime-  jos de ser trivial, por lo que apenas se menciona como un
ros clanticos asociados a las irreps del grupo, que soproblema interesante de degenevad21l]. La presentadn
A1, Ay, E. El dipolo ekctrico por otra parte es base de lasest concentrada en la identificaai del grupo de simdt,
ireps A; @ FE, lo que implica que la transioh A; — A, sin incluir la construcdn de las representaciones irreduci-
est prohibida, yaquel, ¢ 41041 = A1y Ay ¢ A1QF = bles, lo cual se puede encontrar en la Ref. 24. Adicionalmente
E. La pregunta que nos #ta en esta sedm es si al con- al problema de la cajalibica, se presedtun problema abs-
siderar un subgrupo, como es el caso cuando la degenersacto con el propsito de ilustrar el alisis de representa-
cion accidental sisteatica aparece, la misma regla de selec-ciones que hay deis de la identificaéin del grupo de sime-
cion prevalece. Para responder a esta pregunta considerenitia. Porlltimo, tambén se mostraron las consecuencias de
el subgrupoCs; = {FE,o}. Si se hubiera identificado a es- identificar incorrectamente el grupo de sirietiesde el pun-
te subgrupo como el grupo de simatrlos niveles est@n  to de vista de las reglas de selégtiproblema fundamental
etiquetados con la enéegy las irrepsA y B. El dipolo por  en cualquier aalisis espectrosipico. El ardlisis expuesto no
otra parte porta las irrep$ @ 25. Pero esto implica que to- ha tomado en cuenta la degenebacpitadrica que se men-
das las transiciones esi@m permitidas en la aproxima@ci  ciond. Este es un problema abierto que posiblemente sea re-
dipolar, ya que el dipolo conecta cualesquier par de estadosuelto fuera dehmbito del teorema de Wigner.
Este resultado contrasta con ebéisis anterior al considerar
el grupo de simeta C3,. Esto significa que es posible que

al considerar un subgrupo como grupo de sifadleguemos

a conclusiones ebneas en cuanto a las transiciones permiti-

das, siendo la identifica@n del grupo de simda esencial en
la descripabn de un sistema.
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