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En este trabajo revisamos la formulatioriginal de la ecua6n relativista para padulas con esp (1/2). Tradicionalmente (“a la Dirac”),

se propone que la “fa cuadrada” de la ecudri de Klein Gordon (K-G) involucra un espinor (de Dirac) de 4 componentes y @nitd |

no relativista se puede escribir como 2 ecuaciones para dos espinores de 2 componentes. Por otra parte, existe el formalismo de Weyl, en el
cual de entrada se trabaja con espinores de Weyl de 2 componentes, los cuales son los objetos fundamentales en el formalismo de helicidad.
En este trabajo rederivamos las ecuaciones de Weyl directamente, partiendo de lanededGiG, asimismo se introduce la interaeci
electromagética con los espinores de Weyl. Como un ejemplo de apéicage dicho formalismo, se calcula la dispérsde Compton

usando los ratodos de helicidad.

Descriptores: Espinores de Weyl; formalismo de helicidad; disp@nsie Compton.

In this work we give a review of the original formulation of the relativistic wave equation for particles with spin one-half. Traditionally
(A la Dirac), it's proposed that the “square root” of the Klein-Gordon (K-G) equation involves a 4 component (Dirac) spinor and in the
non-relativistic limit it can be written as 2 equations for two 2 component spinors. On the other hand, there exists Weyl's formalism, in which
one works from the beginning with 2 component Weyl spinors, which are the fundamental objects of the helicity formalism. In this work we
rederive Weyl's equations directly, starting from K-G equation We also introduce the electromagnetic interaction with the Weyl spinors. As
an example of the use of that formalism, we calculate Compton scattering using the helicity methods.
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1. Introduccion ecuacbn de continuidad. En realidad, la conéiciif = HT
. ] ] o y que se tenga una primera derivada temporal, nos aseguran
Uno de los pilares de lddica contempd@nea es la m@ni-  gsta propiedad.

ca clantica, gracias a la cual se han logrado grandes avances Despes deléxito de la meanica céntica basada en la
en la comprensin de la naturaleza a nivelanico e incluso ¢ (2) para describir éitomo, se propuso obtener una ecua-
subabmico. Por otra parte, sus aplicaciones han dado lug&isn de onda relativista; tal ecuaci es conocida (en honor

fisica cuiintica forma parte de nuestra cultura Citcd. de Klein-Gordon (K-G) y es de la forrtia
Cabe recordar que la primera formufatide la Meénica
Cuantica (ondulatoria) se baen la ecuadin de Schivdinger (O+m?) =0, (4)
dependiente del tiempo:
donded = 9~9,, = (0?/0t*) — V? es el llamado operador
Zﬁﬁ\p = HU, 1) d’Alembertiano Esta ecuadin es invariante relativista y se
ot utiliza para describir paidulas relativistas cargadas o neutras

donde H representa el operador hdtimo que define la de esfin cero, pero su densidad de probabilidad no es posi-
enerda total del sistema, y la funmn de ondal es de- tiva definida y admite energs negativas (ver [12]); adérs,

pendiente de la posimh y el tiempo: ¥ = V(7 ). no describe correctamente los electrones ya que estos son de
Para una paitula libre, el hamiltoniano tiene la forma esgn1/2.
H = —(h?/2m)V?2. Al aplicar el nétodo de separam de En 1928, Dirac propuso una exprasirelativista en la
variables, es deci¥ (7, t) = ¢(t)y(7), obtenemos [9] cual tanto las derivadas temporales como espaciales aparecie-
1 ran a primer orden, en lugar del segundo orden en que apa-
—%V% = F, (2) recen en el operador d’Alembertiano de la Ec. (4), esperando

de alguna forma resolver el problema de que la densidad de
donde ahora) (i) es funcon lo de las coordenadas espa- probabilidad no sea definida positiva. Para obtener una den-
cialesz, y y z. Las soluciones de la Ec. (1) son de la forma sidad de probabilidad positiva, Dirac propuso sacar li“ra
) cuadrada” a la Ec. (4), usando objetos (matrices de Dirac)
U = yexp(—iEt/h), (3)  que satisfacen cierta relaci de anticonmutaén y llegb a la

dondeF es el eigenvalor correspondiente HeCon esta ex-  Siguiente expresh:
presbn obtenemos una densidad de probabilidad positiva de- b
finida que, junto a su corriente de probabilidad, satisface una g = (—id -V + Bm)y, (5)
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la cual se puede reescribir en forma covariante: los momentos para el eleotr y el probn. Cuando el neu-
(i7"8, — m) = 0, (©) tron eisa en ieposoﬁn =0 = 13,, + B, lo cuzil implica
" que|P,| = |P.|, y entonces tenemos una sofutinica pa-
que es conocida como la ecuaide Dirac, y donde) es  ra P. fijada por las masas de las padias, esto representaba
ahora un objeto llamadaspinor (de 4 componentes). &  una contradicdén con los experimentos, en los cuales se en-
aln, al hacer la sustitugn ninimad,, — D, = d,, — ieA,,  cuentra que hay una distriboci para la eneiig del electbn.
es posible describir las interacciones de los electrones con ldscluso se pertsque las leyes de consenicide energ no
potenciales electromagticos. eran \alidas para algunos procesos entreipatas, hasta que
La Ec. (6) tiene dos soluciones independientes (o cuatraen 1930, Wolfgang Pauli sugirila existencia de una nueva
si tomamos en cuenta la orientagidel esm): una de car- parficula con masa cero y sin carg@etica, por lo que el
ga negativa que describe al eléctry otra correspondiente a proceso debéa ser
una paricula con carga positiva, que ahora es llamada posi-
tron. Como ladinicas paitulas conocidas hasta 1928 eran n—p+e + 7. 9)
los electrones, los protones y los fotones, Dirac pemqse
la solucbn de carga positiva de sus ecuacionedalebrres-

pqnder al prain, hasta queen 1932,Carl_ Anderson gesmbr| introdujo la fuerza nuclearébil para explicar este fémeno
mientras estaba estudiando los ray@smicos en una&nara PropuSo que el newdin se convierte en un prat y emite
e " boen cargado ), Ferm nombro a1 ueva il
descubgi]erto la orimera ar?ti atla. el ositbrr: ' (7e) comoneutrino, en el presente se denomina antineutrino
apnm P » €' P . : del electon.
En ese mismof@g James Chadwick demosexperimen-

talmente la existencia de los neutrones, que eran necesarigs ~ara describir paulas y antipaftulas de esip un me-
para comprender la estabilidad déicfeo, pero no se péel dio, en 1929 Hermann Weyl propuso un par de ecuaciones

explicar ®mo es que este se marf@onido. En 1935 Hideki acopladas que llevan su nombre y para el caso de masa cero
Yukawa razob que defr existir otra fuerza @s potente que (por ejemplo para neutrinos) las ecuaciones se desacoplan, y

la electromagetica que mantéa unidos a los protones a pe- toman la forma:

sar de que estos se repelen, entonces propuso la existencia de 9

un campo aalogo al electromaggtico que produa bosones i—p=1i0c -V, (10)
con masa, responsables de la fuerza nuclear fuerte, y a partir ot

del alcance corto de dichas interacciones predijo que su ma- Z-QX — i3 -V (11)
sa delm ser del orden de 150 MeV. En 1947 &ic¢o ingkEs ot ’

Cecil Powell (en un experimento con ray@smicos) encon-

trd una paiicula con las propiedades predichas por Yukawadondes y x son objetos llamadasspinores de Weytquier-
ala cual se le denomirpion. do y derech* (de 2 componentes), respectivamente. Un

A finales del siglo XIX, Rutherford descubrijue el ura- @10 antes que Weyl, Dirac las Habconsiderado partiendo
nio emite dos tipos de radidmi: la radiachn alfa, que son de la version de 2 componentes en su earmgpero Pauli
nicleos de helio (dos protones y dos neutrones), y la radidver [10]) se neg a aceptarlas debido a que no son invarian-
cion beta, que son electrones. Posteriormente, Rutherford S Pajo paridad.

Soddy demostraron que patomos radiactivos corlieleos En 1956, Tsung Dao Lee y Chen Ning Yang [1,2] pro-
inestables, al emitir un eleéin (radiacbn /3), un neutbn se  pusieron que la paridad es una sirfeetle todos los proce-
convierte en un préin dando como resultado @omo de un  sos debidos a interacciones fuertes y electroraaggs, pero

Tres dlos despés Enrico Fermi, influido por la idea de Pauli,

elemento diferente. Por otra parte, cuando un bewsé li-  no lo es en procesos debidos a interaccioredsilels como,
bre, este se desintegra para formar un ebecyr un probn  por ejemplo, en la desintegraci 5. Un &io despés Chien
(desintegradin 3): Shiung Wu [3] y sus colaboradores consideraron la desinte-
_ gracbn 3 de un neutbn del riicleo de cobalto 60 y demostra-
n—p+t+e, @)

ron experimentalmente que las interacciorgsiles violaban
pero la suma de las enéag del probn y el electon produ-  paridad: la reac6in daba lugar adrcleos de iguel y emisbn
cidas por este proceso era menor que la del beubespés  de electrones y antineutrinos eléxticos.
se realizaron experimentos para neutrones en reposo y se de- En 1954, Chen Ning Yang y Robert Mills [4] consiguie-
mostib que las magnitudes de los momentos de los electronesn construir una teda de campos invariante ante una trans-
emitidos tefian valores distintos, pero para este proceso la lejormacibn de tipo no abeliano. Luego, en 1957 Julian Sch-
de conservadin de ener@-momento es winger [5] tomD esta teda y la apli® a la fuerza nuclear
9 4 9 o1 4 9 o1 débil y a la fuerza electromagtica y se dio cuenta que es-

My = (Mec™ + Poc™)? + (Mpe™ + Ppe)>, - (8) tas fu)érzas tdan una magnitu% sim)illar, pero esta sir?mtre
dondeM,,, M., M, son las masas del nedtr, electon y  rompa debido a que los bosones de nori&) de la fuerza
proton, respectivamente, ¥7 y P> son las magnitudes de débil tienen masa, mientras que el bosle norma del campo
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electromagatico (fobn) no tiene masa. Urfia despés Sid-  la cual rescribimos como
ney Bludman [6] sugib que la fuerza nucleaétil se poda o2
describir mediante una tdargauge local no abeliana e intro- (—2 + VQ) b =m2¢. (13)
duda tres paitulas, W+, W~y Z°, el Z° describe interac- ot

ciones @biles en las que no interviene la cargactlica. Por  La idea es obtener una ecu@tide primer orden, ague po-
otro lado en 1961 Sheldon Glashow [7,8], usando lai¢eor demos intentar “factorizar” el operador diferencial del lado
de Bludman, genérun modelo que incia un triplete de bo- izquierdo de la ecuadn anterior. Para esto proponemos es-
sones vectoriales portadores de la fuerhildy un bo$n  cribirlo como sigue

vectorial portador de la fuerza electromatoa; se vio que )

se podra combinar el singlete y el triplete de tal modo que _67 +V2 = (ia +a- V) <Z_8 +83- V) (14)
surgifia una pafitula neutra con mas#t), pero que dejaa or? ot ot 7

a la otra (fobn) sin masa. L3 . ) .
Paul Dirac, junto a Jordan, Heisenberg y Pauli, formula-dondeo‘ y [3 son (tri-)vectores constantes (independientes de

. ! P las coordenadas, del campo y de sus derivadas)raleter-
ron las primeras tetas cianticas de campos, pero en ellas . i
P . minados. Desarrollando el lado derecho de (14):
aparetan infinitos. Aportaciones de Tomonaga, Bethe, Dy-
son, Schwinger y Feynman (con sus diagramas que nos per- §2 0? o

B -
2 _ . — —
miten estudiar las interacciones electronttiras de objetos gz 7Y — 2 +i(6+4) Vot (@-V)(5-V). (18)

como electrones, positrones, quarks, etc.) lograron que I6|§ara que ambos lados coincidan, debemos tener
teofias fueran renormalizables y la electrdmhimca cénti- '
ca (QED) se conviréi en la teoia cuantica de campos as f=-a (16)
sencilla que es invariante bajo transformaciones de gauge.

Posteriores desarrollos de Ward, Weinberg, Salam, Wilsory, .

Veltman y t'Hooft llevaron a las te@s de Yang-Mills renor- (@-V)(3-V)=V? a7)
malizables, que son la base deikida de partulas. lo cual, usando (16), implica que

Tradicionalmente en QED se usa el formalismo de Dirac
(4 componentes) en lugar del formalismo de Weyl (2 compo- a; = —L (18)
nentes). En este actulo tratamos de construir la téarcom- L . . S
pleta de QED partiendo desde un inicio de espinores de Wey,©" conveniencia, definimesmediante la expresna = io'
En la actualidad, este programa de formular lagésananti- ~ POr tanto, la Ec. (18) es equivalente a
cas de campos (QFT, por sus siglas engagton campos de o2 = 1. (19)
helicidad definida se ha extendido para el estudio de proce- !
sos con muchas péctilas en el estado final y es uno de los  Ahora, podemos rescribir la Ec. (17), usando el convenio
temas nas activos de investigam en QFT. Es posible que de suma sobréndices repetidos y la defin@n de#, como
en el futuro se estudie QFT de inicio con este formalismo dgigue

helicidad. )
El contenido del aftulo es el siguiente: En la Sec. 2 de V® = 0i0; = i 3;0,0;
este articulo llegamos a las Ecs. (10) y (11) partiendo de la
Ec. (4). En la Sec. 3 llegamos a ecuaciones de movimien- = g(o‘iﬁj +@;3;)9,0;
to para los campos de Weyl con dos derivadas espaciales y 1 (20)
temporales y verificamos que el sistema es invariante bajo = 75(057204]' + o) 0;0;
paridad y conjugadin de carga. En la Sec. 4 introducimos la
notacbn usada en el formalismo de helicidad. Finalmente, en = l(gigj +0j0;)0;0;.
la Sec. 5 usamos el formalismo de helicidad para calcular la 2 ' ' '

amplitud invariante de la dispe@si electbn-foton, llamada  Por lo tanto, las componentes @&leben cumplir
dispersbn de Compton, a nivérbol y veremos las ventajas
que se tienen al usar este formalismo. 0i0; + 050, = {0i,0;} = 26;;. (21)

Ningln conjunto de tresinmeros reales o complejos puede
cumplir la Ec. (21), pero un conjunto de matricépaede
2. Espinores de Weyl satisfacer tales relaciones de anticonmdaclLas matrices
“candnicas” que cumplen (21) son lasatrices de Pauli
En esta secoin obtenemos las ecuaciones de Weyl a partir de

la ecuadbn K-G, y demostramos algunas propiedades de los o] = < 01 ) , 09 = ( 0 —i ) )
espinores de 2 componentes. La ecbacie K-G est dada 10 t 0
por 1 0
9 03 = < 0 _1 ) . (22)
(—O0+m*)¢ =0, (12)
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Ya que sabemos gqug es un vector de matrices, debemos  El caso de masa cero es particularmente interesante; en
sobreentender que hay una matriz identidad multiplicando aste imite las ecuaciones de Weyl se desacoplan y, usando la
los miembros derechos de las ecuaciones tales como las (18)stitucon carbnicaEl < i(9/0t) y P« —iV, se convier-

y (21). ten en
Las matrices de Pauli forman un conjunto maximal de
matrices anticonmutantes, es decir, no existe una cuarta ma- E¢=—0c-po,
triz que anticonmute com,, o5 Y o3, Y cuyo cuadrado sea la Ex =6 pyx. (30)

identidad. Para ver esto, primero notemos éle- —io109;
en efecto:

—imm==i({ 5 ) (7 %)
l(é _Oz)((l) —01>U3' (23)

Suponiendo que existe una mateiz que anticonmuta con
las otras tres, tenemos

01020304 = —04010203
= 0109(—i0102)04 = —040102(—i0103)

= —01010209204 = 0401020109

(24)
= —(01)*(02)%04 = 04(01)*(02)*

= —04 = 04
=04 = 0.
De nuevo, en laltima linea se sobreentiende que 0 represen
ta la matriz 2 2 cuyas entradas son todas cero.
Ahora podemos reescribir (13) como

—=+id-V)|izz—i6-V

(i v7%) (3

ot ot

El resultado de aplicar el operador diferencial/t) —i&-V
sobre¢ sei@a un objeto de la misma naturaleza guePode-
mos escribir, sin prdida de generalidad,

) ¢ =m>p. (25)

0 _
(Zat — 10 - V) o =my, (26)
con lo cual (25) se convierte en
(lgt + 40 - V) X = mao. 27)

Reacomodando (26) y (27), obtenemos respectivamente

0 -
zaqb =16 -Vo+myx (28)

9
i5:X = =id - Vx -+ mo. (29)

Las Ecs. (28) y (29) son llamadasuaciones de Wehco-
pladas).
Como cadar; es una martriz 22 que adha sobrep y x,

Recordando la reladn relativistakE? — p? = m?, en el caso
de masa nula tenemds = |p], por lo tanto,

'ﬁ¢:_¢7

Qu

Qu

(31)

tal quep = (p/|p]). De meé@nica c@ntica, sabemos (ver, por
ejemplo, [9] 0 [13]) que las matrices de Pauli, salvo una cons-
tante multiplicativa, representan a los operadores denesp
(1/2), ad qued - p es el operador que nos da la componente
del espin en direcabn del momento lineal. A esta cantidad (el
valor de la proyecéin del espn de una paftula en direcén

de su momento) se le conoce cohmlicidad Formalmente,
denotamos el operador de helicidad colne & - p, ad que

las Ecs. (31) nos dicen que los espinores de \Weyly son
eigenestados de helicidad, con eigenvalerey +1, respec-
tivamente. Algunos autores [11] definen una fgaitt dere-
cha como aquella que tiene helicidad1/2), e izquierda a

ta que tiene helicidad-(1/2).

Como dijimos, los espinores de Weyl tienen dos com-
ponentes. Una converici muy usada [14,15,12] es usar su-
peiindices punteadog (b, ... = 1, 2) para etiquetar las com-
ponentes del espinor derechy sukindices no punteados,(

b, ... = 1,2) para las del espinor izquierdg y representarlos
con vectores columna, es decir
1
(v) o

b1
b2

¢a:< ) X

b1, P2, Xi y XQ son, en generalimeros complejos (los cua-
les conmutan entré)s El ssmbolo de Levi-Civita de 2ndices
se usa para subir o bajerdices espinoriales:

(z)a

Xa

e oy,

€aiX’s (33)

dondee!? = €i2 = ¢, =
antisimetfa dee,;,

b b

PV = PYeap)’ = —€pa ™Y

y, por lo tanto,

€5i = +1. Notar que, usando la

—da¥?,  (34)

¢%pa = 0. (35)

éstoslltimos deben ser objetos de dos componentes, los cugn analoga con (32), los espinores® y x. se representan

les se llaman espinores de Weyl izquierdo y derecho, respe
tivamente. ksicamente, representan pemdias y antipaitu-
las de espn (1/2).

fsualmente con vectores fila:

" =(0"90%),  xa=(XiX3)- (36)

Rev. Mex. Fis. E61(2015) 104-112



108 J.L. DIAZ CRUZ, B. LARIOS, O. MEZA ALDAMA Y J. REYES FEREZ

Las componentes, Y x,; de los espinores de Weyl no so El objetivo es llegar, a partir de (45) y (46), a EDM con
independientes entré, como veremos a continuéci. Pri-  segundas derivadas espaciales y temporales. Multiplicando

mero notemos que la definiz (33) implica que (45) por el operadoic” D,,, obtenemos
o' = ¢o, 50" D,D,¢! = 0. (47)
2 __
- : uego, usando las siguientes relaciones (ver :
¢°=—h CIONT do las sigui laciones (ver [15])
Adem’as, la “ecuadn izquierda” de Weyl, en forma matri- GVt = gt — 2iGVH (48)
cial, es de la forma
' oVt = g"* — 2io"H (49)
E¢y \ _ p3s p1L—ip2 b1 (38) » o
E¢y p1+ip2 —p3 2 )’ o't = —ot (50)
lo cual es equivalente, igualando componente a componente, o't =—o" (51)
usando (37) y tomando complejo conjugado, a
llegamos a que
E 2% =—p 2*+ P +'Lp 1*7 39a
v 07 (1t p2)o (392) (DpD" —2i5""D, D,) ¢ = 0. (52)
E¢™ = (p1 — ip2)¢™ + p3o™*. (39b)

El segundo é&rmino de (52) se debe ver cuidadosamente;
Por otro lado, la “ecuabn derecha” de Weyl estdada por: usando (50) vemos que

Ex' = psx" + (p1 —ip2)x’, (40a) GY(D, — ieA,) (0, — ieA,)pT = —iec""0, A, ¢t
EX* = (p1 +ip2)x" — p3x*. (40b) — _if(—vua A, 459, A )t
2 v L v
Se puede ver que (39a) y (39b) tienen exactamente la misma ie
forma que (40b) y (40a), respectivameni@psse intercam- = —E_V“Fw- (53)
bianx! por¢'* y x? por $2*. Asi, concluimos queé
) Hemos reducide”* D, D,, = —%5"“171,# ya que tenemos
X(l — ¢a*,
FUH T
Xa = by (41) a"0,0,9" = 0, (54)
V(A0 + ALD)¢T =0 (55)
3. Acoplamiento de los campos de Weyl al
campo electromagtetico A, AT = 0, (56)

La densidad lagrangiana que describe a dos campos espingnaimente (47) queda como
riales de Weyl de masa se puede escribir como
D, D* — eg""F,,)¢" = 0. 57
L= iXTﬁ"@#X + iquTc_r“augb —my¢ —mxTol,  (42) (D w9 ®7)
Con el mismo procedimiento podemos encontrar que (44) es
dondes* = (I,5)y o* = (—I,d). Usando las ecuaciones P P que (44)
de Euler-Lagrange, obtenemos las ecuaciones de movimiento (DD — ea""F,,)x = 0. (58)
(EDM)
ot Para entender el acoplamiento de unaipald con esm
mx — 0" 0" =0, “43) 5= (1/2) al campo electromagtico externo, debemos ex-
—ig" D, x + mot = 0. (44)  presar (57) y (58) de tal forma_ que los camd@@?,.t) y
B(7,t) aparezcan acoplados elqifamente a las matrices de
Para el casan = 0 (por simplicidad), usando la sustitdei ~ Pauli. Del segundaetmino de (57) tenemos
minimal 9, — D,, = 0, —ieA, (A, es el cuadripotencial

. . = — 700 00 . 4 530, 5 I
electromagatico: A, = (¢, A), dondey es el potencial es- 0" Fyy = 0" Foo + 0 Foj + 07" Fjo + 0 Fij

calar eéctrico y A es el potencial vectorial magtico) en las L. . 1o
ecuaciones anteriores, obtenemos — 9 Foj — b Fjo+ 5€ oL 59)
1 1 - _,
—io"D,¢" =0, (45) = 5@5 -E+ 52'5 .E—-&-B
—igh = 2
10" Dyx = 0. (46) — . (B—iB),
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donde hemos usado las siguientes identidades (ver [15]): vemos que

il — i — Lk gk (60) (DuD* + ¢ - (BY —iE))¢' =0 (70)
2 L

y (D, D" —e& - (~B +iE))p'“ =0 (71)
) ) ) ) 1 . . -

o= oV = 50 =5%= 5@01. (61) (D,D" +e& - (B—iE))¢'“ = 0. (72)

Por otro lado, sabemos que las componentes de los campBsdefinimos¢™ = ¢, vemos que (65) es invariante ante
E = (Ey, By, E3)y B = (By, Bo, B3) se obtienen a partir  conjugacdn de carga, @éalogamente para (66).
del tensor de Faraday mediante

Bi— Linkp 62 4. Aspectos lasicos del formalismo de helici-
= (62) dad (FH)
Y Ei = —F% — 0 (63) Tradicionalmente, los pr_ocesoé&h’;cos de QED se tra_lbajan
en el formalismo de espinores de 4 componentes, sin embar-
donde go recientemente [16] se han visto las muchas ventajas de
0 —-E' —_E2 _E3 trabajar con los @todos de helicidad en el formalismo de 2
oy | BY 0 —-B3 B? componentes. En esta sémtivamos a presentar los aspectos
(F™) = E?2 B3 0 Bt (64) de QED en el formalismo de helicidad.
E3 —-B?2 B! 0 Seanp y k dos cuadrimomentos, y seany « los espi-

) nores correspondientes, es degies el espinor de Weyl que
Finalmente, usando la Ec. (59), la Ec. (57) toma la formarepresenta a una pamtila no masiva de egp(1/2) (orienta-

(DuD* + €6 - (B —iE))¢" = 0. (65) cion arbitraria) y de cuadrimomenoy algo similar para:
a y k. Definimos la notacin
De manera similar, para (58) encontramos o @
para (58) encor [pk] = [pl“[Ka = 6" (73)
(D*Dy +ed - (B +ik))x = 0. (66)  (Es decir, hemos definidp|® = ¢° y |k], = a, Y la no-

Una vez que tenemos las EDM para campos espinoriales d&Cion [Pk] es simplemente una abrevianipara la contrac-
2 componentes, podemos verificar si el sistema tiene Sanetr®ON deindices espinoriales.) Deb_'do a (34) y (35), tenemos
CyP. [kp] = —[pk] ¥ [pp] = 0. Para espinores derechos, a su vez,
definimos

3.1. Paridad (pk) = (plalk)* = Par® (74)

. . (aqu, hemos definiddp|, = ¢4 ¥ |k)* = k%, y (pk) es
Sabemos qué& es un vector (polar) ¥ es un pseudovector na apreviadin para la contracon deindices espinoriales
(o vector axial), es decir, bajo una transfornéacile paridad punteados), lo cual implica quép) = —(pk) y (pp) = 0.
” = —f),E — —Ey B — B. Sitomamos (66) Y sando (41), tenemos

(7 — 7
aplicamos una transformaci P, obtenemos .
(pk) = dar® = (¢ar®)" = (K"¢a)” = [kp]".  (75)
En el FH se trabaja con espinores de dos componentes
(DD, + e - (g _ iE))xP = 0. (68)  que no anticonmutan (tan@n conocidos en la literatura co-
mo twistores). Veremos que en éhite ultraenergtico o,
Vemos que, si definimog” = ¢, entonces la Ec. (66) bajo equivalentemente, parg |¢| y [u| > m2¥, el calculo se
transformadin de paridad es justamente (65). A la inversayuelve mucho ras sencillo corFH que utilizando rétodos

por la misma transforman, (65) se transforma en (66). Por convencionales con espinores de 4 componentes.
lo tanto el sistema es invariante bajo transformaciones de pa- Para poder hacer ehtculo con el Formalismo de Heli-

(D"D,, + e - (B +iEP))xF =0 (67)

ridad. cidad es conveniente utilizar la nueva nobecique Hsica-
. 3 mente consiste en escribir las componentes de los espinores
3.2. Conjugacon de carga usuales: y v, de 4 componentes, e@rminos de twistores:
Sitomamos la Ec. (65) y conjugamos carga, es decir, u_(p) = vy (p) = ( |Iga ) 7
e— e’ =—¢,
¢ ur@=v_(p)=(
p(7) — p(7) = —p(7), HP) === e )0
V(i) = VO () = =V (), u—(p) =v4(p) = (0, {pla),
A7) — A7) = —A(P), (69) Uy (p) =v-(p) = ([p|*,0), (76)
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donde el producto entre estos bra-kets de twistores cumple
[kl Ip] = [kpl,  (kllp) = (kp),

(k| |p) = 0, (k| |p] = 0.

Entre las muchas relacionésles de los bra-kets de twistores
se tiene la que los relaciona directamente con los 4-vectore:
de las paiitulas involucradas en el proceso de iater

(77)

kil = Tr |50~ 50k

=—2k-p=—(k+p)> (78)

(Para llegar a ldltima linea se ha usado el hecho de que que'GURA 1. Diagramas para una dispesside fermiones-fotones,
las parfculas tienen masa cero.) Podemos escribir cualquiet® consideran todos los momentos salientes.

4-vectorp “no masivo” (limite ultrarrelativista) en la forma _ : _
Es posible generalizar el procesoy — e~ a proce-

—p = p) [p| + Ip] {p|- (79)  sos con dos fermiones externos (no virtuales) y dos fotones

o externos, como se muestra en la Fig. 1. Es importante iden-
Se utilizaan las reglas de Feynman de QED como se hacgficar |os diagramas que son cero en este tipo de procesos,

cominmente para espinores de 4 componentes, la diferefys giagramas que tienen 2 fermiones externos con la misma
cia con elFH es que nuestro principal objeto maino  pejicidad son cero, esto se debe a que los elementos matri-

son ahora los twistores, debemos entonces expresar todo dgyjes de un amero impar de matrices gamma de Dirac en el
que figura en las reglas de Feynmané&minos de ellos. Te- espacio de twistores es cero [18]: dgjihmente,
nemos hasta ahora expresados casi todos los ingredientes en

términos de twistores, lanico que nos falta escribir son los B — 85
. ) ok M . <p‘7|>_0) ( )

4-vectores de polarizamn )7 y £}, (A; es la helicidad) de

los fotones entrantes y salientes. [p|¥* |k] = 0. (86)

Como se puede ver en [17] los 4-vectores de polazaci
en &rminos de los twistores se pueden escribir como sigue:  Denotamos las amplitudes PO X, n, a0, dONEN; €5
g la helicidad de la paitula i-esima. En nuestro casojls
PR Cl ot ) : .
el (k) = TR (80)  hay 2 amplitudes que contribuyen al procesd,. _»,», Y
(k) M_ i, estalltima es justamente la compleja conjugada

b — [q] v* | k) 81 de la primera, entonces basta con calcular una de ellas. Es
el (k) = - : (81) posible, a partir de (82) y de (77), mostrar que
V2[q k]

E_n las _dos _expreione_s anterioress un momento de referen- ¢ (k:p)|p] =0, 87)
cia arbitrario no masivo.

Resulta conveniente tener de una vez las expresiones para [pl¢_(k;p) =0, (88)
¢ (k), ya que aparecen al escribir las amplitudes usando las
reglas de Feynman ¢, (kip)lp) =0, (89)

V2 (pl¢, (ksp) = 0. (90)
¢, (k;p) = R (1] {al + lq) []) , (82)
a amplitud M _,,,, obtenida directamente de las re-
L litud M, _ ., Obtenida di de |
¢ (k;p) = ﬁ (I%) [al + |q] (&]) - (83) glas convencionales de Feynman se puede escribir ahora en
- [q k] términos de twistores como
5. Dispersbn de Compton en el Formalismo — M _y,x, = (—i)e*(pa|eX, (ka; qa) (iv,,)
de Helicidad .
. . o ZUB KDY )k, (ki) ]
El objetivo en esta sedmn es calcular la amplitud invariante (p1 + k3)? SR
de la dispergin de Comptore~y — e~ Fig. 1 utilizando L . .
técnicas modernas de TémrClantica de Campos como el — (—i)e™(paley, (ks; g3) (ivu)
FH. En este trabajoddo haremos el alisis de los diagramas —ilp. + k)
de Feynman a niverbol. Definimos las variables de Man- L (i)ey (kasqa) [p1]  (91)
delstam (P + ka)? Ao
sij = —(pi +pj)° (84)
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m

+ K
513

— Rk, (ki) ( ) £, (kis) 1

22’1‘1‘%4

514

— 2(2|¢,, (ks q3) ( > Fr,(kaiqa) 1] (92)

Si tomamos las polarizaciongg = Ay = — en (91) y elegi-
mosgs = g4 = p1 (recordemos ques y ¢4 SOn 4-momentos
de referencia arbitrarios) obtenemos guk _,,»,, despés
de usar (87), es cero; lo mismo ocurre\gi= A4 = +, eli-
giendogs = g4 = p2 Y usando (90). Lasinicas amplitudes
que sobrevivensoM, __, y M, _,_.Vemos en (92) que
en el caso quas = +, eligiendo el 4-momento de referencia
arbitrariogs = p» y utilizando (90), el segund@&tmino de
(92) se anula.

Mo

—e2(2|¢,, (ka3 qa)

% <p1+%3

Utilizando (82) en (93) obtenemos:

)

X lqal (p, + K3)12)[31]

513

) #x, (k33 q3) |1] (93)

V2
lq44](24)

V2

23)

1

513

M+7+7 = —62 (

(94)

Tomandog, = ks y recordando quép|p = [p| (|p) [p| +
Ip] (p|) = 0, (94) resulta ser

2(24)[31](12)[31]
[3 4] <2 3>813
Para un proceso cam parficulas externas y tratando to-
dos los momentos como salientes, la ley de consdmaiz!
cuadrimomento se escribe como

n

> lig)i k) =o0.

Jj=1

M+7+, = 2e (95)

(i)ikl=0, y (96)

M-

1

J

De (96) uno puede expander la serie para= 4, que es
justamente el caso para el procesoy — e+, y encon-
trar que(21)[13] + (24)[43] = 0; adends sabemos que
s13 = (13)[31], considerando estos resultados en (94) y can
celando &rminos iguales, se obtiene finalmente

(24)2
(13)(23)°

La amplitud restantéM, __, se encuentra por simerde
cruce3 « 4:

My =2e? (97)

23)?
=2 28
My__4 e 4)(24) (98)
El promedio de la amplitud total al cuadrado se calcula de la
forma usual
1
=7 +—+- +——+
(IM]?) 1 [2(M >+ M )] (99)
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) (w5em)
>)]} (100

Haciendo las cuentas ekgtamente

1{2[464 (

1
(23)
+de! <<14>24

(24)*
13Y(23)

)

(24)?

(M%) 1323

(23)°
(14)(24

Tomando el primer @&mino de (100) y recordando que

[i j]* = (j i) obtenemos expresiones en el denominador del

tipo

(13)(23)(13)"(23)" = (13)(23)[13][23]

= 513523 (101)
Yy, en el numerador,
(24)(24)(24)"(24)" = (24) (2 4)[24][24)
= 534 = 513 (102)

S14

De la misma forma podemos simplificar el seguneiorino
513
S14

de (100) y, finalmente, obtener

Para el caso de la disperaide Comptonsi;s = s, s12 = ¢

y s14 = u. Vemos que obtenemos el mismo resultado que se
obtiene al usar espinor de 4 componentes, pero nos ahorra-
mos el uso dehlgebra de trazas, etc.

(mp) =2 (

513
U 8
7+7
s u

:-464( (103)

6. Conclusiones

En este aftulo hemos presentado el formalismo para el tra-
tamiento de fermiones usando espinores de Weyl como los
campos Bsicos. Actualmente se éstrealizando importan-
tes avances para poder calcular procesos de diépersn
muchas pattulas en el estado final, los cuales se basan en el
llamado formalismo de helicidad, el cual hace uso primordial
de dichos espinores de Weyl. Consideramos que es importan-
te transmitir los aspectos centrales de estas nuécasas
a los estudiantes désfca térica, mediante el desarrollo de
varios aspectos, incluido un processido de disperséin.

Entre los ejemplos discutidos en estéarto, se incluyen

1. Una derivadn de la ecuabin de Weyl a partir de la
ecuacbn de Klein-Gordon.

. La incorporadn del momento magico de un fer-
mion directamente a partir de la ecuatide Weyl con
el campo electromagtico (4,,), mediante el principio
de sustituddn minima, es decig, — D, =0, —ieA,.

. Calculo de la disperén de Comptore™y — e~
usando el formalismo de helicidad, cuyos aspectos cen-
trales son discutidos a un niveaico.
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Con este aftulo esperamos cumplir el objetivo de motivar Agradecimientos
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vos netodos de helicidad y amplitudes.
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. Aunque tamkén la propuso el mismo Sddinger.
A partir de ahora usaremos unidades naturdles,c = 1.
La terminoloda viene de cierta representacide la complexifi-

cacbn delalgebra de Lie asociada al grupo de Lorentz; ver [12].

sor netrico de Minkowski con signaturat-2, es decir,
(g.U«V) = dlaq_17+17 +17 +1)

(41) no son alidas.

. s = (p1+p2)° = (ps+pa)’ t = (p1 — ps)® = (p2 — pa)?

yu = (p1 — ps)® = (p2 — p3) son las variables cineticas

De aqli en adelante, a diferencia de (4), tomamos el ten-

© oo = O

10.

Notar que en el argumento dado, supusimos que el mompento11.
es real. En algunos casos @ trabajar con momentos com-
plejos; \ease [16]. Si el momentees complejo, las relaciones o

13.

invariantes ante transformaciones de Lorentz, conocidas como

variables de Mandelstam, en honor i@ido Sudafricano Stan-
ley Mandelstamp1, p2 son los 4-vectores entrantepy, pa
son los 4-vectores salientes en la calisi
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