EDUCATION Revista Mexicana deisica E62 (2016) 31-39 JANUARY-JULY 2016
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Al estudiar un primer curso de Relatividad General y aprender sobrénidmios de Christoffel, esatil notar que sus componentes coor-
denadas no transforman como loilaann tensor. Es por ello que resulta confuso encontrar libros de texto de alto prestigiarea gle

se refieren a esto$nsbolos como si fueran un tensor, siendo un ejemplo notable de estos libros el escrito por Robert Wald [1], que ha sido
usado como libro de texto éstdar en muchas instituciones a nivel mundial. La alternat@s simple séa suponer que los libros como

los mencionados en ebprafo anterior describen a loBr#olos de Christoffel de manera equivocada, pero esto no es el caso. Entender el
fundamento mateético por el cual ciertos autores deliberadamente se refiereniaribsles de Christoffel como si fueran un tensor aporta

un entendimiento relevante de la naturaleza de la conexretrica en Relatividad General, y es por ello que en esteudotnos hemos dado

a la labor de presentar elaisis necesario. La discusi aqu presentada estenfocada a estudiantes que hayan tomado al menos un curso
de relatividad general, Bgue algunas de las herramientairteas se consideran conocidas.

Descriptores: Relatividad general;isbolos de Christoffel; tensores.

From the first approach to General Relativity we learn about the Christoffel symbols, and it is easy to notice that their coordinated components
do not transform as a tensor. It is then confusing to find renowned books on the subject that refer to these symbols as if they were indeed ¢
tensor. A prominent example of such a book is the one written by Rober Wald [1], which has been embraced as a textbook on the matter by &
large amount of prestigious institutions around the globe. The simplest alternative would be to think that the books just mentioned provide a
wrong description of the Christoffel symbols, but this is not the case. Understanding the mathematical foundation of why some authors treat
the Christoffel symbols as a tensor provides valuable insight about the nature of the metric connection in General Relativity, and that is why
in this paper we dedicate the space to provide the needed analysis. The discussion provided here is aimed to those that have already taken
least one class in General Relativity, hence some of the theoretical tools will be taken as known by the reader.

Keywords: General relativity; Christoffel symbols; tensors.
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1. Introduccion Como vemos de losgsrafos anteriores, laimportancia de
la conexbn en el contexto de la Relatividad General es muy

La esencia de la Relatividad General de Einstein radica egrande. Asmismo, un principio fundamental de la temes

tratar a los fehmenos gravitacionales como una consecuengue su formuladn sea independiente de las coordenadas que

cia de la geomei del espaciotiempo [2]. En esta tegmque  arbitrariamente elijamos para describirla, por lo que es muy

consideramos la mejor descripnide la gravitadn a la fe-  importante conocer la forma en que los distintos objetos de

cha, la materia y enel@ provocan que el espaciotiempo serelevancia para la tefar transforman ante un cambio de este

curve y a su vez, la materia en movimientoédesbligada a tipo.

seguir las trayectorias geegicas del espaciotiempo mismo.  En este aftulo estudiamos las propiedades que tienen los

Una geoésica se puede describir como una curva cuya tansimbolos de Christoffel ante transformaciones de coordena-

gente se transporta paralelamente a lo largo de si misma [Jas a tra@s de estudiar si son de aater tensorial o no. El

pero para que el contenido de la frase anterior sea claro, @sctor se da cuenta a lo largo del presente escrito de que el

necesario entender en que consiste el transporte paralelo gealisis que se propone en la frase anterior és sutil de lo

vectores en un espaciotiempo curvo. que se pensa a partir de una simple inspeoénide la expre-
Transportar un vector conlleva a comparar vectores esion coordenada de lo$nsbolos de Christoffel erétminos

puntos distintos del espaciotiempo, tarea que paieser de la nétrica.

sencilla si el espaciotiempo es plano, pero si elespaciotiempo

es curvo, esta comparéa requiere de alguna prescripgi

sobre como se modifican los vectores conforme nos desplaza: Tensores

mos. Esta prescripan esta codificada en el objeto que llama-

mos conexdn [4]. En particular, la cone&n que es relevante Iniciemos nuestra discusi recordando al lector la defingzi

en Relatividad General es la con@ximétrica, que garantiza de tensor, seguido por una pefjaeserie de comentarios so-

gue el valor del producto interno, dictado por létnica del  bre ella para ganar familiaridad con este tipo de objetos ma-

espaciotiempo, entre dos vectores cualesquiera, no se modiéméticos y en particular con la forma operacional en que

fique al trasportarlos usando esta cobexR]. se@an utilizados en este trabajo. Para el beneficio del lector
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que aslo requiera, pero para no disminuir la continuidad delelemento dé/, es decir, sobre un vector7 (v) es un mapeo
argumento, se han incluido uimero de apndices con re- multilineal capaz de actuar sobreco-vectores y: vectores.
cordatorios sobre algunos temas necesariddgibra lineal De lo anterior sigue quU& es en sun mapeo que aga mul-

y geometta diferencial, dejando en el texto principal sola- tilinealmente sobren co-vectores y» + 1 vectores en total

mente los puntos clave para la expasici para arrojar un timero real, satisfaciendo en consecuencia la
Un tensorT’ de rango(m, n) es un operador multilineal definicion misma de un tensor de ranga m + 1).
gue acha sobren co-vectores, o vectores duales; yecto- De la misma forma, un mapeo multilineal

res, resultando en urimero real [5], es decir,
TV XxV*x .. xV*XV xx..x V=T (5)

T:VEX VI x VEX V.. xV =R (1) gondel* se repiteM veces y' se repitelV, es un tensor de

dondeV/, que se repite veces, es un espacio vectorial'y, rangRo(M +tm7 ]\If J; n)- q ibi ‘ dand
que se repiten veces, es el espacio dualial especto a la forma de escribir a un tensor, recordando
|gue un vectow de un espaci® provee un mapeo lineal del

El que este mapeo sea multilineal quiere decir que cump i0 dual’* a o q o d |
con las siguiente propiedades. Si cualquiera de los vectoresSsPacio dual’™ a los reales nos damos cuenta de que e

, . ioT(m:n)
co-vectores sobre los que aatse escribe como una suma deespac[oT de tensores de rangm, n) es el producto
dos vectores o co-vectores, el resultado de labmateT so-  (ensorial dem vecesV'y n vecesV™, de tal forma que un
bre este nuevo conjunto éga suma de las acciones sobre Iosten‘:fOr de rangct(;m, ")d seeﬂjpuede escribir usando la base de
conjuntos que tengan a cada vector o co-vector entre ellos, ggctores:; y su base dual’ como

decir, que la igualdad T =T 0 €
T(ut, . ..,u™, v1, .., Vi1 + Viz, ooy Un) X €y X oo X €5, X eIt x el x . x eln (6)
=T(uly o ™, 01, ey Vit ey V) donde cada uno de los miiftdicesi,, j, toman valores en-

trely D, conD la dimensionalidad d&, que es la misma
que la del’*. La forma de entender (6) es notando que cada

se cumple independientemente de la entrada en que se ree#fi© de los vectores;, actia linealmente sobre un co-vector
place el elemento por una suma. La otra propiedad a cumplfi'Pitrario y resulta en un real, iasomo cada uno de los co-

es que si cualquiera de los vectores o co-vectores sobre |§ctorese’”” actia lineaimente sobre un vector arbitrario y
que achia se reemplaza por unditiplo de si mismo, el re- resulta en un real. Notamosi @gle cada uno de logitminos

L. . , ) ) . J1 J2 Jn i
sultado de la acéh deT sobre este nuevo conjunto gl Ci1 X €iz X - X €, X e/t X €72 x ... e/ en (6), es un objeto
mismo multiplo de veces el resultado de actuar dosobre ~ 9U€ acia multilinelamente sobre co-vectores yn vectores

el conjunto original de vectores y co-vectores, es decir, quéTpitrarios.

—|—T(u1,...,um,vl,...,vig,...,Un), (2)

la igualdad No es difcil ver que en la suma involucrada en (6) hay
D™t elementog;, X e;, X ... X e;, X eIt x €92 x ... x eln,
T, ...,u™, vy, ..., g, .y Up) y que ellos constituyen una base para el espacio d_e_ tenso-
L resT(™™) por lo que decimos entonces que los coeficientes
=aT(u .., W™, V1, oery Vi oovy Un), () ririzim, .. son las componentes del tengbren esta

se.
El resultado de la acgh de un tensor de rangen, n)
sobrem co-vectores y: vectores dados debe de ser indepen-
Aiente de la base (y el duale’) que se elija para representar
a estos objetos. Esta obsenéactimplica que si hay dos ba-
ses distintas de vectoresy é; que se escriben una respecto
ala otra segneé; = M':e;, las componentes de un tengor
especto a la basg y respecto a la basg deben inevitable-
mente estar relacionadas de acuerdo a

se cumple independientemente de la entrada en que se muft’i{31
plique por la constante.

La nocbn de que un tensor es un objeto parecido a un
matriz, pero probablemente coragindices, tiene que ver
con que una matrid/ puede tomar un vector rerdgl V; y
un vector columnd’,”, que en este caso toma el lugar de un
co-vector, y mandarlos multilinealmente a un real por medi
de la operadn matricial ViMV,T. Es en este sentido que
una matriz puede actuar como un tensor de rango (1,1).

De particular importancia para la discbisicentral de este T]“;z;w = Mjlfl szfz o MIn ; (M—hn,
. . . . 1J2---In Jn
arficulo es que de la definimn de tensor vista arriba se sigue B 3
que un mapeo linedl de V' al espacidl' ™™ de tensores (MY, (M, TRt ()

de rangqm, n), . .
go(m, n) pues solo dsel resultado de la admn deT" sobre los vecto-

T:V — Tmm, (4) resy co-vectores escritos erminos de la basese@ igual
al resultado d€" actuando sobre los vectores y co-vectores
es un tensor de randa, m + 1). escritos enérminos de la base
Para ver que la aseveranidel farrafo anterior es cierta, Queda claro entonces que un objeto cuyas componentes

basta con notar que tras haber actuado linealmente sobre transformen de forma distinta a (7) no puede ser un tensor.
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3. Tensores en Relatividad General de f en el puntop, y para este valor es irrelevante el com-
portamiento def en una vecindad de Nos referimos a este

Hasta el momento hemos habladolcs de vectores, co-  comportamiento como quE es multilineal sobre el espacio
vectores y tensores construidos sobre un esgagisu dual,  Je |as funciones.

pero, dado que estamos interesados en el formalismo de la re-
latividad general, debemos recordar que en ella los vectores
existen en los espacios tangentes al espacio-tiempo en cada Conexiones
puntop de este [6]. Dicho de otra forma, cada pupttiene
asociado un espacio vectoridldado por el espacio tangente Una conexdn D para el haz tangente al espacio-tiempo es un
en ese punto. Cada uno de estos espacios vectoriales se puégerador [4] que a cada campo vectoridé asocia un ma-
usar para construir el espacio di&l y con ello, los espacios P€o del espacio de los campos vectoriales, que denotaremos
tensoriales de cualquier rango. comoV, en si mismo,

Llamemos entonces, a los elementos del espacio tan-
gente en el puntp, y u, a los elementos del espacio vectorial Dy V=V, (11)
dual a este, llamado tan@s espacio cotangente. El objeto L .
que asocia un vectar, a cada punt le llamamos campo 9U€ cumple con las siguientes propiedades
vectorial?, y por simplicidad lo denotaremas De igual for-

ma podemos construir campos de vectores duatpse aso- Dy(av1) = aDy(v1), (12)
cian unu, a cada punt@, y a estos campos los llamaremos Dy (v1 4 v2) = Dy(v1) 4 Dy (v2), (13)
1-formas. Continuando en esta diréntiun campo tensorial

debe de asociar un tensor a cada punto del espacio-tiempo, Dy(fv1) = v(f)vr + fDu(v1), (14)
pero un tensor esta definido por el mapeo multilineal discu- Dytu(1) = Dy(v1) + Dy (v1), (15)
tido en la secdin anterior, @isque un campo tensoridl de

rango(n, m) debe ser un objeto que &etmultilinealmente Dyy(avy) = fDy(v1), (16)

sobren 1-formas ym campos vectoriales.

El resultado de actuar con una 1-formaobre un campo €ONv,u,v1 Y v2 campos vectoriales arbitrarias,cualquier
vectorialv es facil de visualizar, pues el co-vector asociadoconstante yf una funcén arbitraria tamn'*
a cada punta,, debe actuar sobre el vector asociado al mis- Vemos entonces que una cor@xies un objeto que tras
mo puntov, y arrojar un mimero real. Un objeto que asocia actuar sobre dos campos vectoriateg,v; en las ecuaciones
un nimero real a cada punto del espacio es una fimeial, ~ anteriores, resulta en otro campo vectorial dado/pgfu: ).
ad que una 1-forma a@ sobre un campo vectorial y resulta EI que D, (v1) sea un campo vectorial implica que es un ob-
en una fundn real. Para respetar la linealidad de la @oci jeto que est listo para actuar linealmente sobre cualquier 1-
en cada punto que debe cumplir cualquier co-vector al operd@rma y arrojar una funéin cumpliendo con las igualdades,

sobre un vector, es necesario que las relaciones
Dy(v1)[wr + w2] = Dy (v1)[wi] + Dy (v1)[w2], vy (17)

ulvn +v2) = u(or) +ulz) ®) Da(w)[f] = £, ()] (18)
v (U1 w| = v\U1) W],
u(fv) = fu(v) ®)
se satisfagan para cualesquiera vectores, v, y funcion /  Para una fundin arbitrariaf.

arbitrarios Del parrafo anterior vemos que es factible visualizar a
De la misma forma, la aogh de un campo tensorial ~ Una coneXdn como un objeto que es capaz de actuar sobre

sobre las 1-formas y los campos vectoriales correspondieffl0S campos vectoriales y una 1-forma resultando en una fun-
te a su rango debe ser una fubtcireal. Para implementar la C1ON- A pesar de esta obsenaej esto no implica que una

multilinealidad del” en este contexto, notamos que (2) y (3) CONexPn sea un tensor, dado que su aaano es lineal para
se deben cumplir en todo punjialel espacio-tiempo, y con- todos los objetos sobre los que (@t En particular, aunque

siderando que una furémi real f asocia un imero reale (1) (16), (17) y (18) indican que la aéci de la conexin

a cadap, no es difcil convencerse de que las relaciones deBS lineal sobre el espacio de las _funmones para dos de los ob-
la propiedad (14) muestra que la

multilinealidad que se deben cumplir para un campo tensd€t0S sobre los que a, :
rial son una iéntica a (2) con 1-formas y campos vectoriales2CCoN de la conexin no cumple con ser lineal para el tercer

y otra dada por . .
Es facil ver como una conelih sobre el haz tangente de-

T(u', .. u™ w1, ooey [V, o V) termina a una conedn tanto en el haz cotangente como sobre
(10) los espacips q_e campos tensor_iales de rangos arbitrarios. Es-
ta generalizadin no es necesaria para el desarrollo del argu-
Vemos entonces que (10) se reduce a (3) al ser evaluadaento de este ddulo, pero para aquellos lectores que deseen
en un punto particular, puesf (p) = «, pero &in masimpor-  un breve recordatorio de estos detalle$,casno de la defi-
tante es quer est determinado exclusivamente por el valor nicion operacional de un campo vectorial, hemos incluido el

= fT(ul, . ™, v,y Vs, e V).

Rev. Mex. Fis. B2 (2016) 31-39



34 L. PATINO Y J. OHLE

Apéndice B. En general en lo que resta deicatb cuando A partir de (20) y dada la linealidad de la amcide L (v)
hablemos de una conéxi, nos referiremos a una conami  sobrew, vemos que podemos pensaf.acomo un mapeo
para el haz tangente al espacio-tiempo. multilineal que adia sobre un campo vectorialy una 1-

De importancia central al argumento de estécalb es formaw, y resulta en una funén, es decir, podemos pensar
recordar [4] que dada una conénriD, cualquier otra co- enL como un campo tensorial de rangg1).
nexion D’ se puede escribir standole a la primera una 1- Hemos dicho, sina demostrarlo, qud es una 1-forma
forma A cuyos componentes son mapeos lineales del espacguyos componentes son mapeos lineales, pero si este es el
tangente en si mismo, caso, vemos qud es un tensor de randa, 2), puesA4, tras
D' =D+ A (19) haber actuado Iine_almente sobre un campo vectx_nrrelsL{lta
enA,, un mapeo lineal en cada punto del espacio, quérseg
Para que (19) tenga sentido, recordemos que las 1-formas clshvisto en el f@rrafo anterior, es un campo tensorial de rango
entradas reales, que son las que hemos visto hasta ahora(hl1), con lo que en totall actia multilinealmente sobre dos
actuar sobre un campo vectorial, resultan en unafimas  campos vectoriales y una 1-forma, resultando en unadanci
decir, un objeto que asocia un real a cada punto del esp&scalar.
cio base. De forma dfoga al farrafo anterior, una 1-forma Para finalmente ver qud es una 1-forma cuyos com-
cuyos componentes son mapeos lineales es un objeto quepinentes son mapeos lineales, notemos que (19) puede ser
actuar sobre un campo vectoriatla lugar aA,, que es un reescrito comol = D’ — D. A partir de las propiedades (11)
objeto que asocia un mapeo lineal para cada punto de la va-(16) vemos que si bien el resultado de actuarBmobre
riedad base. La informam que A codifica es la forma en los campos vectorialas es otro vector, tambn notamos, en
gue se deben transportar los vectores del espacio tangenpgrticular a partir de (14), que este no es un mapeo lineél de
representada por la aéei de la transformaon lineal A, so-  en si mismo. Para demostrar que sin embargo lsbaaie A
bre de ellos, al desplazarse en la dirénailada pow, para  sobre los vectores; si es la de una transformaxi lineal en
acomodar la diferencia entre las conexiones. En breve conficada punto del espacio basta con verificar dos propiedades,
maremos que en efectbes una 1-forma cuyos componentesuna es qued, (v;) es lineal sobre el espacio de las funciones
son campos de mapeos lineales. en su acdén sobrey;, y la otra es que el resultado dg (v;)
Mas adelante nos daremos cuenta de que la pregunta A el puntg sblo depende del vector tangeriig),, y no del
levante a la presente discosies respecto a la naturaleza decomportamiento del campo vectorialen la vecindad dg.
A, en particular si es un tensor o noj gae analicemos con La propiedad de linealidad de la agoide A,, sobre la
cuidado los elementos que la constituyen. suma de vectores ésgarantizada por (13), y para verificar la
Un mapeo lineal [7] del espacio tangente en si mismolinealidad sobre el espacio de las funciones basta ver que
es un objeto que dea linealmente sobre un vector y resulta
en otro vector. Un objetd que asocia un mapeo lineal a ca- A,(f v;) = [D'y — Dy (f v;)
da punto del espacio tiempo es aquel quéiadinealmente = D'u(fu) — Du(fv)
sobre un campo vectorial y resulta en otro campo vectorial, oo AT

L(v) = u, donde a cada campo vectorigle corresponde un = (0u(f)vi + fD"y(vi)) = (9u(f) vi + [ Dy(vi))
campo vectoriak espefico. Las condiciones de linealidad ,
son las usuales = [ D'y(vi) — f Dy(vi)
L(vy +v2) = L(vy) + L(v2) y = f[D"y = D] (vi)
L(fv) = f L(v) (20) = fAy(vi). (21)
con f una funcon arbitraria. La segunda propiedad que queremos comprobar es que

Como habamos mencionado antes, un vector es un mafA, (v;)], = [A,(v2)], para cualesquiera dos campos vec-
peo lineal del espacio de los covectores a los reales. El objetoriales v; y v, que cumplan con ser iguales en el pun-
resultante de actuar con un mapeo lineal sobre un vector &s p, pero en general diferentes en una vecindad alrededor
otro vector, y por lo tanto este objeto resultante es un mapege este. Primero reescribimp4, (v1)], = [A,(v2)], como
lineal de los covectores a los reales. De lo anterior concluit4,(v;)], — [A,(v2)], = 0y notamos que dadas (11) a (16)
mos que un objetd que asocia un mapeo lineal a cada puntoen general
del espacio tiempo, tras actuar sobre un campo vectqrés
otro campo vectoriaL(v) = u € V, y por lo tantoL(v) es Ay(v1) — Ay(ve) = [D'y — Dy (v1)
un objeto listo para actuar linelamente sobre una 1-farma

y arrojar una fundn f, — [D'y = Dy] (v2) (22)

L(U)[w] = fa - [D,v - Dv] (Ul - UQ). (23)

donde a cada co-vectar le corresponde una furmi es- Dado que la suma o la resta de dos campos vectoriales es un
pedfica f. campo vectorialy; — vo cae en esta catedary puede ser
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escrito comov; — v2 = gu, para algin campo no nula: Lo primero por notar es que la conériD,,(v;) acla so-

y una funcén g que debe cumplir cog(p) = 0, dado que brewv; como un operador de derivaai, lo cual es particular-
(v1)p = (v2)p y dado queu(p) # 0, por ser no nulo. Conti- mente claro a partir de (14). Pareieegntonces que demandar
nuamos con ela@culo sustituyendg v en lugar deyy —v2y  D./(vi) = 0 alo largo de una curva que conecta; conps
echando mano de (21), y cuyo vector tangente es en cada punto de la trayectoria,
garantizaia el que el vecton; se transporte sin cambio al

/ _in
[D's = Dy} (v1 = v2) = [Dy = Du] (g u) recorrery. A este proceso se le llama transporte paralelo del

=g[D', — D,] (u), vectorv; a lo largo dey.
_ ’ Como vimos en la sedan anterior, la conegkin dista mu-
y concluimos aisque cho de seilnica, pues tenemos tanta libertad para elegirla
Ay(v1) — Ay(ve) = g [D'y — D] (u). (24) como la que hay para fijar4. Parecdia entonces que no he-

mos logrado mucho, pues lo que entendemos por trasportar
Puesto que(p) = 0, la evaluaddin de (24) erp demuestra paralelamente a un vector es tan arbitrario como la éacci
que[A,(v1)], = [Ay(v2)], Siempre que; y v, Sean iguales de A, ad que lalnica forma en que una conéri nos pue-
enp, independientemente de su comportamiento en la vecirde ayudar a determinar una manera de comparar vectores en

dad de el. puntos distintos es si existe un criterio que seleccioneAina
Con esto hemos verificado qué,,),, es un mapeo lineal, particular como la mejor eledmn.
del espacio tangente al puni@n si mismo, y dadas las pro- En Relatividad General existe un criterio para preferir a

piedades de linealidad respecto an (11) - (16), queda de- unaA sobre las de#s, pues esta es una tieogeongtrica, lo
mostrado quel en efecto es una 1-forma con mapeos linealegjue atribuye un cacter de primordial importancia a la can-
por componentes y con ello queasigna a cada punjoun  tidad g(v;, v2). Si hemos de considerar que dos vectores no
tensor de rangg@l, 2). Dicho de otra formaA es un campo cambian al transportarse paralelamente, una cantidad asocia-

tensorial de rang@l, 2). da a ellos tan fundamental como lo %, v2) no debe de
cambiar al darse este tipo de transporte panav, a lo largo
5. La derivada covariante de una trayectoria arbitraria. Lo interesante de esta observa-

cion es que satisfacer el criterio residescrito es suficiente
Con lo que se ha establecido en las secciones anteriores riggfa determinar de formanica a la conexin que se debe
encontramos en posti de exponer los resultados principa- usar.
les de este trabajo, sin embargo, para que estos se aprecien El criterio del pﬁrrafo anterior se reduce a encontrar ague-
con la importancia que tienen, es necesario explicar el corla A tal que baste que se cumpla, (v1) = D./(v2) = 0
texto fisico en que son relevantes. para garantizar qu®.g(v,v2) = 0. La forma nés @pi-
Uno de los dos paradigmas principales de la Relatividagla de demostrar que estaes Ginica es probablemente in-
General es notar que lo que percibimos como fuerza gravtroduciendoindices coordenados, eérininos de los cuales
tacional es en realidad un efecto de la curvatura del espacid?, g(v1,v2) se escribe como
tiempo. Las implicaciones de que el espacio en que se des- , Vs
arrolla la fisica sea curvo son muy amplias, pero nos enfo- V¥ Dyu(guovivg),
giasréaun;giahora en los de mayor relevancia para la presen}caad.o queD acﬂg sobre un producto de acuerdo a laley de
Los vectores tangentes en un pupiodel espaciotiem- Leibnitz, las condicione®. (v1) = D./(v2) = 0 implican
po, que representan cantidadisscas de mucha importancia,
existen en el espacio tangentg;aCuando el espaciotiempo

es curvo, no hay una forma obvia de identificar a los elemenegia (jitima condicon se cumple para cualesquiera vectores

tos del espacio tangente en un puptacon los del espacio  ransportados paralelamente a lo largo de cualquier curva siy
tangente en otro punfe, pues, aunque isonficos, No son |0 si

el mismo espacio. En el caso plano la obse&aanterior

es cierta tami@n, pero la planitud del espacio hace posible D,(gvo) = 0. (25)
imaginar una manera de identificar los vectores tangentes de

puntos diferentes. E@tminos picbricos, la noddn de trans- Lo que queda por hacer es mostrar que (25) define de forma
portar un vector de; a p, sin modificar ni la direcéin en  {nica aD y en consecuencia 4 tambén, claro que, dado

la que apunta ni su magnitud parece intuitiva e incluso podeque los objetos aslefinidos son especiales, les daremos un
mos pensar en codificarla como que la derivada del vector emombre distinto, que s a la primera " a la segunda pa-

’y/u’l)i/UgDM (gua) =0.

la direccbn en que se estrasladando sea cero. ra el caso en que escribamos la aodileV en comparaéin
Nos gustdia extender esta idea intuitiva de trasportar uncon la derivada parcial coordenada, es dégie 0 + T'.
vector sin modificarlo al caso de los espacios curvdsjaes Considerando que, como vimos en la séonanterior,’
veamos como la conexi introducida en la sedmh anterior  es una 1-forma con valores endorficos, podemos escribir-
nos ayuda a ello. la como la combinad lineall" = (I'§)s(eq ® €”) ® e®
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de los elementos de las bases coordenagdase® de vec- Esto parecéa estar en clara contradiéci con la expre-
tores y 1-formas respectivamente. En la exgmesnterior  sion (30) que encontramos para calcular lwskmolos de Ch-
los paéntesis no son relevantes, pero los incluimos para haistoffel a partir de la rétrica, pues esta no transforma como
cer obvio que parte es la endorfica y cual la de 1-forma. untensor ante cambios de coordenadasy, de acuerdo a lo que
Usando estas componentes la @onaeV sobreg,, se puede revisamos en la Sec. (2), esto implieaquel’ no es un ten-
escribir como sor.

El que (30) no transforma como tensor asifde ver, in-

Vil9vo) = 0u(guo) — (IY)pgac — (I'g)ugars  (26)  cluso con un ejemplo simple, como es el caso de un espacio
plano dos dimensional.

que en vista de (25) implica Primero, por alculo directo notamos que si laétnica en
o o coordenadas cartesianas,
a,u,(gua) = (FV)/Lgmf + (F()'),U/g(ll/7 (27)
(1Y 31
y permutanddndices taml&n I =\0 1)° (31)
0y (9op) = (T9) 1 gap + (T9) 1 gae, (28) seusaen (30) obtenemos que todos los componentes de los
: simbolos de Christoffel se anulan, mientras que si usamos la
95 () = (T))oGar + (L) o Gap- (29)  meétrica polar,
Usando la combina6n lineal adecuada de las ecuaciones G = (1 0 > (32)
anteriores podemos escribir w0 )
; 1 ., para el mismo espacio y la insertamos en (30) tendremos que
Lo =359 (Ov9oo + Oogov — Osgus) ; (30)  hay tres componentes de Idsmbolos de Christoffel,
" . .. - 1 1
relacbn que define de manetmica a todos los coeficientes T, = = T, = ~y | Rpp—— (33)

I'# y en consecuencialamisma, demostrando néls que
es posible construirla de manera que cumpla con los requisitue son distintos de cero.
tos discutidos previamente, sino que adspedinica. Para contrastar con ehlculo directo, queremos partir de

La ecuaddn (30) es la expregn que permite calcular los smbolos de Christoffel obtenidos al usar l&tmica car-

a losT%_, conocidos como losimbolos de Christoffel, en tesiana en (30) y aplicarles una transforrbaciensorial de
términos de los componentes de latnta. coordenadas para comparar el resultado con (33).

Antes de llegar a los resultados principales del presente La trasformadn entre coordenadas cartesianas y polares
ariculo, queremos insistir en la importancia de la codexi x = rcos(f), y = rsen(f), da lugar a la transformam
covariante, pues el preservar a latnica ante el trasporte pa- entre las componentes egrininos de las bases de vectores
ralelo es lo que hace posible que la determipiaae dis- coordenados
tqnqas pue@a ser consistente en toda} la exIardgl espa- . cos(8) —rsen(6)
ciotiempo. Aln mas, toda conegn confiere una cierta cur- M = (Sen(e) r cos(8) ) ;
vatura al espacio sobre el que&definida, pero la conedn
covariante define a la curvatura que resulta de preservar la de-cual esh bien definida en todo lugar salvo en el origen.
tructura nétrica, convirtendose dsen la curvatura relevante Usando (34) y su inversa en (7) vemos que el aplicar
para Relatividad General y el elemento que permite escribila transformadn a los smbolos de Christoffel nulos prove-
la ecuaddn de Einstein. Es por ello que es tan importante ennientes de la @trica cartesiana resulta en un nuevo conjun-
tender a fondo la naturaleza de esta comeyi los $mbolos  to de coeficientes que son nulos taérhisalvo en el origen
de Christoffel que eén inevitablemente atados a ella. donde no est definida la transforman, y por ello ahno
podemos comparar los coeficientes.

Con esto vemos que los resultados dgétulo directo de
(30) en distintas coordenadas noagstelacionados por una
transformadn tensorial. Como se mencipmntes, esto pa-
rece conducirnos a una contradimtirreconciliable, de cuyo
origen hablamos a continuaai.

(34)

6. Los dmbolos de Christoffel

Como vimos en la sedan anterior, los snbolos de Chris-
toffel I'# _ son los componentes dg que es urd muy par-
ticular dado po’vV = 9 + T, cond la derivada coordenada
y V la derivada que cumple con la muy especial propiedad

de conservar a la étrica ante el transporte paralelo. De es-7. Sobre la naturaleza tensorial o falta de ella

ta aseveradin, el punto relevante para esta séacy para el en los $mbolos de Christoffel

objetivo central del presente trabajo, es que losslos de

Christoffel son un caso particular dey por ello, segn lo  La solucbn a la tengin entre los resultados expuestos en lo
gue demostramos en la Sec. (4), representan un campo tensoierior de este escrito se resuelvasnfacilmente de lo que
rial de rangd(1, 2). parecela a primera vista. El punto central es que no existe tal

Rev. Mex. Fis. B2 (2016) 31-39



SOBRE LA NATURALEZA, TENSORIAL O NO TENSORIAL, DE LOS BBOLOS DE CHRISTOFFEL 37

tensbn, pues ambos resultados son correctos y a continudZ*, definimos el resultado de la suma y multipli¢acipor
cibn veremos porque. escalar como el elemento d& que para todo elemento de
Para estudiar al objefd, examinemos a los tres elemen- V cumple respectivamente con :
tos involucrados en la relam que lo define
| [0 + 0% (0) =0* (0) + 072 0),

V=0+T. (35) [av*] (v) =a [v*] (v). (A1)

Notemos primero qu& es el operador derivada covariante, Notamos que de estas dos definiciones se sigu®’¢ueim-
dado por la cone®in de Levi-Civita, que e@inica para cada ple con todas las propiedades de un espacio vectorial. Al es-
métrica y cuya acdin espeffica sobre vectores es indepen- pacio vectorial resultante se le conoce como el dudf dg
diente de las coordenadas en las que se hagaallmda@s. En  tiene el mismo fimero de dimensiones que este.
contraste es un objeto que denota éllculo del cambio in- Una demostraéin formal respecto a la dimensionalidad
finitesimal de cualquier cantidad, en particular, de un vectorgde V* aporta poca intuiéin respecto a la naturaleza de es-
al ser evaluado en puntos desplazados infinitesimalmente ate espacio, sin embargo una forma simple de convencerse
largo de las direcciones dictadas por el sistema coordenadde queV* tiene el mismo fimero de dimensiones queé
Es por esta caracfstica ded que, aunque sea cdm escri- es como sigue. Consideremos un conjuntoldlesectores
birlo como el mismo objeto en cualquiera que sea el sistema; que constituyan una base del espabiaimensionall’
de coordenadas que se&ssando, en realida@idenota un y seleccionemos) elementose! de VV* que cumplan con
objeto materatico distinto en cada sistema coordenado.  ¢f(e;) = ¢°;. Usando las propiedades (A.1) éif ver que
De forma concretay es el mismo objeto en todo siste- los elementos’ constituyen una base pava, pues 6lo es
ma de coordenadas y simplemente tiene distintas representeecesario notar que toda fubnilinealv* : V' — R se puede
ciones acorde a los distintos sistemas coordenados, mientrascribir como una combinaii lineal de todos los? y nin-
gued es un objeto diferente para cada sistema coordenadguno de ellos se puede escribir como una combamade los
Al serT" definido en &rminos de estos dos objetos, es clarorestantes. Dado que, tras verificar lo que se enuncia en la fra-
queI’ mismo no es uriinico objeto para todos los sistemas se anterior, notamos que hemos encontrado una bas& para
de coordenadas, sino que para cada sistema existe un objgtesta tieneD elementos, queda claro que la dimensionali-
I" no necesariamente igual para todos ellos. dad deV* es la misma que la dé&, y hemos ganado algo de
La formula (30) proporciona los componentes para el obintuicion sobre el comportamiento de los elemento¥ de
jeto I correspondiente al sistema coordenado que uge a  Otra forma de visualizar el espacio dual es como el mis-
como netrica, que, reiterando, no tiene por que ser el mismo espacio vectorial provisto de un producto interno. Sa-
mo objeto que el de otros sistemas coordenados. Sienddemos que el producto interno asocia de forma bilineal un
los componentes obtenidos a partir de (30) en distintos sisiumero real a todo par de vectores, pues: € R. De esta
temas coordenados los componentes de objetos simplemerfit@ma podemos pensar encomo un objeto listo para actuar
diferentes, estos no ést obligados a guardar relaaialguna  sobre cualquier vectar € V. El resultado de esta operani
entre ellos. sel@ un rumero real, y no@o eso, sino que- establecex un
De esta manera vemos que no existe una contrédieri mapeo lineal d& a R, que se& distinto para tode € V que
los resultados de secciones previas, pues sibiesiun ten-  se elija para formarlo. En esta constréeces particularmen-
sor, el tensor que llamamaspuede ser un tensor distinto en te sencillo ver porqu&™ y V' son espacios tan parecidos.
dos sistemas de coordenadas diferentes, hecho que se reflejaLa forma en que hemos descritd/d es a traes de sus
en que los componentes dados por (30) en diversos sistemesnstituyentes siendo objetos quelaet sobre los elementos
coordenados, siendo los componentes de tensores distintag V' de la formav* (v) = a € R, sin embargo, vemos que
no se relacionan por medio de una transforiadénsorial.  esta operadin es singtrica, en el sentido de que a cada par
La discusbn anterior concluye nuestros argumento, conconstituido por un elemento d& y uno deV’ se asocia mul-
lo que $lo nos resta incluir los @mdices indicados en el tilinealménte un real. Dada la sim&rapenas descrita, vemos
texto principal. gue es igualmentealido pensar en que un co-vector@so-
bre un vector o que un vector aetsobre un co-vector. Es en
este sentido que, ssomoV'* es el espacio dual ©, es po-
sible pensar e como isomorfo al espacio duall&' y que
sus elementos son mapeos lineale¥’dea los reales.

Apéndice
A. Sobre los co-vectores

Para la presente discosi, supondremos que la nboide  B. Definicion operacional de vector, conexiones

vector es familiar al lector, y haremos uso de ella para reggpre 1-formas y sobre campos tensoriales
cordar en que consiste un co-vector [7].

Dado un espacio vectori®dd de dimengin finita, consi- A lo largo del texto hemos supuesto que el lectoa éami-
deremos un espacid* cuyos elementos son todas las posi-liarizado con ellgebra vectorial y que conoce la defiici
bles funciones lineales* : V' — R. Para los elementos de de un vector como un elemento de un espacio que cumple
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con una serie de caracigticas. En el contexto de la relati- La definicbn anterior dev tiene la ventaja de ser inde-
vidad general, es muy conveniente conocer a los vectores,gendiente de las coordenadas que se elijan, pues unarfunci
campos vectoriales, a tr@s de una definion independiente asocia un imero a cada punto del espacio independiente-
de las coordenadas que se elijan y que refléjs nercana- mente de las coordenadas que se usen para describirlo y lo
mente el espitu con el que se escribe la relatividad general.mismo es cierto para la aéei dev sobre todaf.
Empecemos entonces por ver la definicoperacional de un Para hablar de la adm que tiene una coneéxi D so-
campo vectorial [4]. bre tensores de diversos rangos, empecemos por mencionar

Es contin pensar en un vector como un objeto que dictaque la acdn de cualquier conedn sobre una funén f de-
una direcddn y que tiene una cierta magnitud. Es taémbfia-  be cumplir conD,,(f) = v(f), y es por ello que al resultado
miliar la nocbn de los operadores de derivada direccional soD, (E) se le llama la derivada en la diredniv del objetoE.
bre funciones, y en particular sabemos que esta doeaz Hasta el momento hemos hablado de la@ecie D, so-
diferenciacbn es especificada por un vector. Notemos ahorére funciones y campos vectoriales gge toca el turno de
que, una derivada direccional al actuar sobre unafumen  generalizar esta nam.
algln punto del esapacio, resulta en wmero, asque pode- A partir de la definigbn de conexdn sobre el haz tangen-
mos pensar en una derivada direccional como un objeto que, es &cil determinar como es una conemisobre el haz co-
en cada punto del espacio base en quaredefinidas tan- tangente [4], requiriendo que (14) se cumpla para productos
to ella como las funciones sobre las queiactestablece un mas generales, y en particular que se cumpla
mapeow,, del espacio de las funcion&ss®, a los reales. El
hecho que nos es de inds; y que mencionamos sin demos- Dy [w(w1)] = Dy(w)[wi] + w[Dy(w1)], (B.1)
trar, es que si se construye uno de estos maggepsr medio o .
de especificar la adoh que este tiene sobre todas y cada und 8N Mas, dado que(w,) es una fundn, yv puede actuar
de las funciones e6>, entonces existe urimica direcan  directamente sobre ella, tarebise debe cumplir que
y unadnica magnitud tal que la derivada direccional en esta
direccbn de toda fundn coincide con el resultado de aplicar
este mapeo.

ngos entonces que los mapegsesén en COITeSPON-  inada.
dencia uno a uno con los vectores en el pyngue especi- Basados en la adm de la conexin sobre vectores, 1-
fican la direcadn de derivadn, y es por este motivo que se ¢,rmas y funciones, asomo pidiendo que para campos ten-

puede pensar en un vector tz_ingente COMO un Mapeo soriales de rangos arbitrarios se cumpla que
Ahora, si tomamos un objetoque asocie un mapeg a

D, [w(wy)] = v[w(wr)]. (B.2)

Usando (B.1) y (B.2) la acén de D, sobrew queda deter-

cada puntg del espacio, notamos que la @t (f) arroja D,[Th @ Ty] = D,[T1] ® [To] + Ty ® D,[Ts],  (B.3)
un nimerov,(f) en cada puntp del espacio, es decis( f)
es una fundn sobre el espacio. se puede determinar la aénide la conexin sobre cualquier

Tomando en cuenta los comentarios anteriores, vemasampo tensorial del rango que se desee [4].
gue tiene sentido definir a un campo vectosiabmo un ma-

peo del espacio de las funcion®® en si mismo que cumple Agradecimientos
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