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Se estudia téoricamente la difracción de luz asociada a la excitación de modos de galerı́a susurrantes en esferas dieléctricas o nanopartı́culas.
Los denominados nanojets en micro esferas dieléctricas tambíen son estudiados, los cuales son una región voluḿetrica sub-longitudinal de
luz de alta intensidad de campo localizada cerca de la esfera. La excitación de los modos WGM en esferas dieléctricas son observados como
picos en la sección eficaz del esparcimiento total. Bajo condiciones de excitación, el modo se comporta como una onda que se propaga a lo
largo de la circunferencia y dentro de la esfera, pero su intensidad está altamente confinada a su superficie.

Descriptores:Propiedadeśopticas de dieĺectricos; modos de galerı́a susurrantes; nanojets; nanopartı́culas.

The light diffraction associated to excitation of whispering gallery modes in dielectric spheres or nanoparticles is studied theoretically. The
named nanojets in dielectric micro spheres are also studied, these are a sub-wavelength volumetric regions of high light field intensity located
near to the sphere. The excitation WGM for dielectric spheres are observed as peaks in the total scattering cross section. Under excitation
condition, the modes are behaved as waves which are propagating along the circumference, but in the sphere, its intensity is highly confined
to the surface.

Keywords: Dielectric optical properties; whispering gallery modes; nanojets; nanoparticles.

PACS: 78.67.Bf; 73.20.Mf; 63.20.Pw; 78.67.-n; 42.25.Bs

1. Introducción

Las nanoestructuras y las nanopartı́culas se utilizan en la fa-
bricacíon de sensores biológicos y qúımicos, en la nanolito-
graf́ıa, en el monitoreo ambiental, en filtrosópticos, en gúıas
de onda y en la medicina. Se han creado nanopartı́culas con
distintas morfoloǵıas como anillos, cubos, pirámides y esfe-
ras. Recientemente se han usado esferas para realizar compo-
nentes nano-ópticos en dos dimensiones.

Para comprender las propiedadesópticas asociada a una
part́ıcula de forma esférica y estructuras ḿas complicadas de-
bemos remontarnos al inicio del siglo XX. En aquellos años,
G. Mie [1] estudia la difraccíon de una onda plana electro-
magńetica monocroḿatica por una esfera y encuentra una so-
lución exacta a este problema, en el mismo trabajo aplica la
solucíon al estudioóptico de coloides formado por partı́cu-
las met́alicas. Este trabajo es la base para el entendimiento
de la respuestáoptica de las nanopartı́culas. En el mismo
año, P. Debye resolvió un problema similar con el objetivo
de encontrar la presión de la luz sobre una esfera e introdujo
los llamados potenciales de Debye [2]. Anteriormente, J.C.
Maxwell-Garnett [3] explićo los colores de vidrios y de co-
loides met́alicos, cuando las partı́culas met́alicas suspendidas
son muy pequẽnas, usando la teorı́a de medios inhomogéneos
de Lorenz [4].

Posteriormente Stratton [5] en 1941 resume los trabajos
más importantes que se habı́an realizado antes de ese año.
Existen dos libros especializados dedicados a la difracción
asociada a partı́culas pequẽnas, uno por van de Hults [6] pu-
blicado en 1957 (versión mejorada en 1981) y otro de Bohren
y Huffman [7] en 1983, que tratan el temas de difracción de
luz por esferas, también con otras formas. Otros dos excelen-

tes libros en el tema de “clusters” metálicos son el de Kreibig
and Vollmer [8] en 1995 y otro editado por Mishchenkoet
al. [9] en el 2000.

Tambíen, en laśareas de la nano-óptica y de las pinzas
ópticas se ha estudiado el problema de la difracción de luz
por nano y micro-esferas, ası́ como nano-objetos con otras
formas. En el campo de la nano-óptica el estudio está dirigi-
do a calcular y/o medir la distribución de campo a distancia
de orden de la longitud de onda del objeto difractor. Algunos
libros que abordan este problema en la temática del campo
cercano son el de Paesler y Moyer [10] publicado en 1996,
Ohtsu [11] en 1998, Courjon [12] en 2003, y Novotny y Het-
cht [13] en 2006.

Mientras que el campo de las pinzaópticas est́a centrado
en el atrapamiento y manipulación deátomos, moĺeculas, na-
no y micro part́ıculas dieĺectricas y met́alicas, ćelulas vivas,
aśı como en la transferencia de momento lineal o momento
angular entre un campo electromagnético altamente confina-
do y las part́ıculas. Aśı por ejemplo, adeḿas de poder atra-
par una partı́cula se ha hecho girar micro partı́culas esf́ericas
cuando se usa un haz de luz polarizados circularmente. Un
muy buen libro sobre este tema es el editado por Ashkin [14]
y publicado en 2006.

En śıntesis, estudios de nano y micro partı́culas han sido
importantes eńareas como la espectroscopia de coloides, de
campo cercano y de fuerzas producidos por campos electro-
magńeticos. La forma esférica ha sido la piedra angular de
esos estudios, ya que se pueden realizar cálculos exactos.

En 1977 Ashkin y Dziedzic [15] observaron resonancias
en esferas dieléctricas, atrapadas o levitadas usando láseres,
las cuales son llamadas modos de galerı́a susurrantes (Whish-
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pering Gallery Modes WGM por sus siglas en Ingles) y se
deben al campo evanescente producido por la reflexión to-
tal interna del campo incidente producido en el interior de la
esfera.

Un ãno despúes, Ch́ylek et al., al estudiar el mismo siste-
ma, encuentran que a cada resonancia es posible asociarle un
coeficiente del desarrollo multipolar del campo esparcido de
la solucíon de Mie, son las llamadas ondas parciales [16].

La búsqueda de resonancias en esferas es amplia, Ruppin
en 1970 [17] calcula los modos para el caso no-retardado.
Englman y Ruppin ası́ como Fuchs y Kliewer, de forma inde-
pendiente, en 1968 encuentran los modos de una esfera para
el caso retardado y aplicados a esferas de materiales ióni-
cos [18,19]. Experimentos de absorción en pequẽnos cristales
iónicos (MgO de 0.1µm) fueron realizados por Genzel and
Martin en 1972 [20].

Es bien sabido que las frecuencias asociadas a los modos
(WGM y PS) dependen del tamaño, la forma, y composición
de la part́ıcula, aśı como del medio en que se encuentra. El
śımbolo PS usado en el párrafo anterior se refiere a modos
denominados plasmones de superficie que son soportados en
esferas metálicas. Adeḿas, no es necesario usar algún me-
dio de acoplamiento para excitarlos [21]. En 1999 usando la
teoŕıa FDTD (siglas en Ingles de Diferencias Finitas en el
Dominio del tiempo), Shinya y Fukui estudian la interacción
de ondas evanescentes con micro esferas dieléctricas y exci-
tan un WGM [22]. Naṕoleset al estudiaron, con el mismo
método, los WGM en cilindros [23].

Los nanojets (nano scale photonic structure) son regiones
volumétricas de sub-longitud de onda de alta concentración
de enerǵıa que aparecen a distancias del orden de la longi-
tud de onda de la superficie de micro-esferas dieléctricas. La
difracción de haces Gaussianos altamente convergentes di-
fractado por micro esferas dieléctricas fue estudiado recien-
temente por Devilezet al., [24]. Los nanojets producidos por
micro esferas a su vez están siendo usados para agrandar la
fluorescencia de moléculas individuales colocadas dentro de
estas regiones [25].

El desarrollo de este trabajo está hecho de la siguiente
manera. En la Sec. 2 se introducen los armónicos esf́ericos
para resolver la ecuación de la onda esférica escalar, se re-
suelven las ecuaciones de Maxwell mediante un desarrollo
multipolar donde se usan los armónicos esf́ericos vectoria-
les, comenzando con el desarrollo de una onda plana, para
posteriormente estudiar el problema del esparcimiento de la
esfera. Se toma la notación del texto Classical Electrodyna-
mics por D. Jackson [26], ya que en el capı́tulo 10 menciona
de forma breve el problema de Mie. Los armónicos esf́ericos
vectoriales son la piedra angular de la expansión multipolar
de un campo electromagnético.

Por último, en la Sec. 3 se presentan los resultados
numéricos, criterio de convergencia, el campo cercano, la
seccíon de extincíon de una esfera dieléctrica. En la Sec. 3.1
se estudia la difracción por esferas dieléctricas, en 3.2 los na-
nojets y en 3.3 se excita un WGM para las polarizaciones TE
y TM. Se puede discutir el caso de las esferas metálicas y la

excitacíon de plasmones de superficie, pero será tema de otro
trabajo posterior.

2. Difracción de Ondas Electromagńeticas
por esferas

En esta sección se calcula el campo electromagnético de una
onda plana difractada por una esfera dieléctrica o met́alica, de
radioa, suspendida dentro de un medio no absorbente. Para
resolver las ecuaciones de Maxwell se utiliza un desarrollo
multipolar para representar a los campos, y se divide el es-
pacio en dos regiones, fuera (medio 1) y dentro (medio 2)
de la esfera. Los medios se consideran lineales, isotrópicos,
no-magńetico, y homoǵeneos. La esfera puede ser dispersiva.

Si se asume que la dependencia temporal de los campos
es arḿonica, es decir,

~H ′(~r, t) = ~H(~r) exp(−iωt)

y

~E′(~r, t) = ~E(~r) exp(−iωt).

La representación multipolar de los campos está dada por,

~H =
∞∑

l,m

{blmfl(qr) ~Xlm(θ, ϕ)− ialm

q

[rfl(qr)]
r

r̂

× ~Xlm(θ, ϕ) +
alm

q

√
l(l + 1)Ylm(θ, ϕ)

fl(qr)
r

r̂ (1)

~E = Z

∞∑

l,m

{almfl(qr) ~Xlm(θ, ϕ) +
iblm

q

[rfl(qr)]
r

r̂

× ~Xlm(θ, ϕ)− blm

q

√
l(l + 1)Ylm(θ, ϕ)

fl(qr)
r

r̂ (2)

dondeε es la constante dieléctrica yµ es la susceptibilidad
magńetica,z =

√
µ/ε es la impedancia,q =

√
µεω es el

número de onda del medio,ω es la frecuencia angular,fl(qr)
es la funcíon Bessel esférica de primera, segunda o tercera
clase de ordenl y se ha introducido el arḿonico esf́erico vec-
torial normalizado de orden (l, m)

~Xlm(θ, ϕ) =
1√

l(l + 1)
~L~Ylm(θ, ϕ)

=
1√

l(l + 1)
1
i
r̂ ×∇Ylm(θ, ϕ) (3)

Donde~L es el operador de momento angular, yYlm son los
armónicos esf́ericos.

2.1. Desarrollo Multipolar de una Onda Plana

En esta parte vamos a delinear como se transforma una on-
da plana en su representación cartesiana a su representación
multipolar.
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DIFRACCIÓN DE LUZ POR ESFERAS DIEĹECTRICAS: MICRO- Y NANO-PART́ICULAS 53

El campo magńetico de la onda electromagnética plana
incidente que está oscilando linealmente en la dirección x y
que viaja en la direcciónz es,

~Hi = ho exp(+i~q1 · ~r)x̂ (4)

Usando la Ec. 10.45 de la Ref. 26 para el desarrollo en
serie de la exponencial, además escribiendo en coordenadas
esf́ericas, el campo magnético (4) puede escribir como

~Hi(~r) = ho(senθ cosϕr̂ + cos θ cosϕθ̂ − senϕϕ̂)

×
∞∑

l=0

il
√

4π(2l + 1)jl(q1r)Yl0(θ, ϕ) (5)

Aplicando el rotacional a (5) y de las ecuaciones de Max-
well se tiene que∇× ~H = −iωε1

~E, operando sobre el rota-
cional de~H, obtenemos el campo eléctrico

~Ei = −Z1h0(senθ cos ϕr̂ + cos θsenϕθ̂ − senθϕ̂)

×
∞∑

l=0

il
√

4π(2l + 1)jl(q1r)Yl0(θ, ϕ) (6)

dóndeZ1 es la impedancia del medio 1 (el medio incidente).
Ahora igualando (1) con (5), multiplicando por~X∗

kp(θ, ϕ)
e integrando sobre elángulo śolido y aplicando las propie-
dades de ortonormalidad establecidas en las Ecs. (9.120) y
(9.121) de la Ref. 26, se obtiene:

b
(i)
l,mj(q1r) =

∞∑

l=0

il
√

4π(2l + 1)jl(q1r)h0

×
∫

Yl0(θ, ϕ)x̂ · ~X∗
kp(θ, ϕ)dΩ (7)

Usando el resultado dado por (A1) y resolviendo la inte-
gral se encuentran los coeficientes

b
(i)
l,m = h0i

l

√
4π(2l + 1)

2
δm,±1 (8)

Realizando un procedimiento análogo para el campo
eléctrico, Ecs. (2), obtenemos

a
(i)
l,mjl(q1r)Z1 =

∫
~Ei(~r) · ~X∗

kp(θ, ϕ)dΩ (9)

Si ahora sustituimos el campo eléctrico de la Ec. (6) en la
Ec. (9), y empleamos el resultado dado por (A2) se encuen-
tran los coeficientes

a
(i)
l,m = ∓ih0i

l

√
4π(2l + 1)

2
δm,±1 (10)

Finalmente, el desarrollo multipolar del campo incidente
es de la forma:

~Ei = Z1

∞∑

l=1

{
a
(i)
l,1jl(q1r)[ ~Xl,+1(θ, ϕ)− ~Xl,−1(θ, ϕ)]

+
ib

(i)
l,1

q1

[rjl(q1r)]
r

r̂ ×
[

~Xl,−1(θ, ϕ) + Xl,−1(θ, ϕ)
]

−b
(i)
l,1

q1

√
l(l+1)[Yl,+1(θ, ϕ)+Yl,−1(θ, ϕ)]

jl(q1r)
r

r̂

}
(11)

~Hi =
∞∑

l=1

{
b
(i)
l,1jl(q1r)

[
~Xl,+1(θ, ϕ) + ~Xl,−1(θ, ϕ)

]

− ia
(i)
l,1

q1

[rjl(q1r)]
r

r̂ ×
[

~Xl,+1(θ, ϕ)− ~Xl,−1(θ, ϕ)
]

+
a
(i)
l,1

q1

√
l(l+1)[Yl,+1(θ, ϕ)+Yl,−1(θ, ϕ)]

jl(q1r)
r

r̂

}
(12)

Como se puede observar solo dos coeficientes con
m = +1 y m = −1 son distintos de cero, este resultado
permite simplificar bastante el problema como se muestra a
continuacíon.

2.2. Teoŕıa de Mie

En esta sección daremos un bosquejo de la denominada teorı́a
de Mie, que es la solución al problema de la difracción de una
onda plana por una esfera.

FIGURA 1. Una onda plana monocromática linealmente polariza-
da en la direccíon y viajando en la dirección z en un medio con
constante dieléctricaε1 e incidiendo sobre una esfera de radioa
de constante dieléctricaε2. ∆ es el plano de esparcimiento que
contiene el vector de la onda incidente~qi y un vector de observa-
ción (θ, ϕ).
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Consideremos una onda electromagnética plana mono-
cromática, cuyo campo eléctrico presenta polarización lineal
a lo largo del eje y con dirección de propagación ẑ incidiendo
sobre la esfera de radioa como se muestra en la Fig. 1.

En el sistema a estudiar tenemos un campo dentro de la
esfera, y fuera de ella se tienen el campo incidente y el es-
parcido. Cada uno de los campos debe de cumplir la fı́sica

del problema: dentro de la esfera los campos no divergen,
entonces la función fl(qr) = jl(q2r) es una funcíon Bes-
sel esf́erica de primera clase de ordenl. El campo esparci-
do se debe comportar como una onda viajera, por lo tanto
fl(qr) = h

(1)
l (q1r) debe de ser una función Hankel esf́erica.

A continuacíon mostramos la forma de los campos para las
ondas electromagnéticas en cuestión; los campos dentro de la
esfera

Ee = Z2

∞∑

l=1

{
a
(e)
l,1 jl(qer)[ ~Xl,+1(θ, ϕ)− ~Xl,−1(θ, ϕ)] +

ib
(e)
l,1

qe

[rjl(qer)]
r

r̂ × [ ~Xl,+1(θ, ϕ) + ~Xl,−1(θ, ϕ)]− b
(e)
l,1

qe

×
√

l(l + 1)[ ~Xl,+1(θ, ϕ) + ~Xl,−1(θ, ϕ)]
jl(qer)

r
~r

}
(13)

He =
∞∑

l=1

{
b
(e)
l,1 jl(qer)[ ~Xl,+1(θ, ϕ) + ~Xl,−1(θ, ϕ)]− ia

(e)
l,1

qe

[rjl(qer)]
r

r̂ × [ ~Xl,+1(θ, ϕ)− ~Xl,−1(θ, ϕ)] +
a
(e)
l,1

qe

×
√

l(l + 1)[~Yl,+1(θ, ϕ)− ~Yl,−1(θ, ϕ)]
jl(qer)

r
~r

}
(14)

Y fuera de la esfera

~Es =
∞∑

l=1

{
a
(s)
l,1 h

(1)
1 (q1r)[ ~Xl,+1(θ, ϕ)− ~Xl,−1(θ, ϕ)] +

ib
(s)
l,1

q1

rh
(1)
l (q1r)

r
r̂ × [ ~Xl,+1(θ, ϕ) + ~Xl,−1(θ, ϕ)]

− b
(s)
l,1

q1

√
l(l + 1)[Yl,−1(θ, ϕ)− Yl,−1(θ, ϕ)]

h
(1)
l (q1r)

r
r̂

}
(15)

~Hs =
∞∑

l=1

{
b
(s)
l,1 h

(1)
1 (q1r)[ ~Xl,+1(θ, ϕ) + ~Xl,−1(θ, ϕ)]− ia

(s)
l,1

q1

rh
(1)
l (q1r)

r
r̂ × [ ~Xl,+1(θ, ϕ)− ~Xl,−1(θ, ϕ)]

+
a
(s)
l,1

q1

√
l(l + 1)[Yl,+1(θ, ϕ)− Yl,−1(θ, ϕ)]

h
(1)
l (q1r)

r
r̂

}
(16)

Debido a la simetrı́a del problema derivado del resultado
de la expansión multipolar de la onda plana, se escriben los
campos de acuerdo a dicho resultado, es decir se simplifica la
dependencia enm.

Las condiciones de frontera que se aplican en la superfi-
cie de esfera enr = a, son:

( ~̄Ee − ~̄Es)× r̂ = ~̄Ei × r̂ (17a)

( ~̄He − ~̄Hs)× r̂ = ~̄Hi × r̂ (17b)

Hay que notar que en esta geometrı́a, las componen-
tes tangenciales de los campos están relacionadas con
~Xl,m(θ, ϕ)× r̂ y con r̂× ~Xl,m(θ, ϕ)× r̂ = + ~Xl,m(θ, ϕ), lo
cual seŕa de utilidad al calcular los coeficientes.

Sustituyendo los campos eléctricos (11), (13) y (15) en
(17a), realizando el producto escalar con[r̂ × ~X∗

l′,m′ (θ, ϕ)],

integrando sobre todo elángulo śolido y aprovechando las
propiedades de orto-normalidad obtenemos:

Zea
(e)
l,1 jl(qea)− Z1a

(1)
l,1 (q1a) = Z1a

(i)
l,1jl(q1a) (18)

Sustituyendo los campos magnéticos (12), (14) y (16) en
(17b) y realizando el producto escalar con[ ~X∗

l′,m′(θ, ϕ)] e
integrando sobre todo elángulo śolido y usando las propie-
dades de orto-normalidad obtenemos:

1
qe

a
(e)
l,1

d

dr
[rjl(qer)]r=a − 1

q1
a
(s)
l,1

d

dr
[rh(1)

l (q1r)]r=a

= a
(i)
l,1

d

dr
[rjl(q1r)]r=a (19)

Al despejara(e)
l,1 de la Ec. (18) y sustituirla en (19) encon-

tramos que

a
(e)
l,1 = a

(i)
l,1

Ke
d
dr [rjl(q1r)]r=ajl(qea)−K1jl(q1a) d

dr [rjl(qer)]r=a

K1h
(1)
l (q1a) d

dr [rjl(qer)]r=a −Kejl(qea) d
dr [rh(1)

l (q1r)]r=a

(20)
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DondeKe y K1 son las permitividades magnéticas rela-
tivas de la esfera y del medio que la rodea respectivamente.

Sustituyendo los campos magnéticos (12), (14) y (16)
en (17b) y realizando el producto escalar del resultado con
[r̂ × ~Xl′,m′(θ, ϕ)] e integrando sobre todo elángulo śolido
y aprovechando las propiedades de orto-normalidad obtene-
mos:

be
l,1jl(qea)− bs

l,1h
(1)
l (q1a)− bi

l,1jl(q1a) = 0 (21)

Sustituyendo los campos eléctricos (12), (14) y (16) en

(18a) y realizando el producto escalar con[ ~X∗
l′,m′(θ, ϕ)] e

integrando sobre todo elángulo śolido y aprovechando las
propiedades de orto-normalidad obtenemos:

Ze

qe
b
(e)
l,1

d

dr
[rjl(qer)]r=a − Z1

q1
b
(s)
l,1

d

dr
[rh(1)

l (q1r)]r=a

=
Z1

q1
b
(i)
l,1

d

dr
[rjl(q1r)]r=a (22)

Al despejarb(e)
l,1 de la Ec. (21) y sustituirla en (22) encon-

tramos que

b
(s)
l,1 = −b

(i)
l,1

Keq
2
1jl(q1a) d

dr [rjl(qer)]r=a −K1q
2
ejl(qea) d

dr [rjl(q1r)]r=a

Keq2
1h

(1)
l (q1a) d

dr [rjl(qer)]r=a −K1q2
ejl(qea) d

dr [rh(1)
l (q1r)]r=a

(23)

Los coeficientes dentro de la esfera son:

b
(e)
l,1 = −b

(i)
l,1

qe

q1

K1q
2
1jl(q1a) d

dr [rjl(qer)]r=a −K2q
2
1jl(qea) d

dr [rjl(q1r)]r=a

Keq2
1h

(1)
l (q1a) d

dr [rjl(qer)]r=a −K1q2
ejl(qea) d

dr [rh(1)
l (q1r)]r=a

(24)

a
(e)
l,1 = −a

(i)
l,1

qe

q1

K1
d
dr [rjl(q1r)]r=a(qea)−K1h

(1)
l (q1a) d

dr [rjl(qer)]r=a

K1h
(1)
l (q1a) d

dr [rjl(qer)]r=a −Kejl(qea) d
dr [rh(1)

l (q1r)]r=a

(25)

Una vez que se han calculado los coeficientesa(s), b(s) y a(e), b(e) se pueden calcular todas la cantidades fı́sica deseadas,
como el vector de Poynting, el campo cercano etc.

2.3. Secciones Eficaces Total, Esparcida y Absorbida

La seccíon eficaz de esparcimiento (SEE) total de la esfe-
ra [6,7], es:

σs =
2π

q2
1

∑

l=1

(2l + 1)
[∣∣∣a(s)

l,1

∣∣∣
2

+
∣∣∣b(s)

l,1

∣∣∣
2]

(26)

La seccíon eficaz de absorción es

σabs =
2π

q2
1

∑

l=1

(2l + 1)

×
[
Re

[
a
(s)
l,1 + b

(s)
l,1

]∣∣∣a(s)
l,1

∣∣∣
2

+
∣∣∣b(s)

l,1

∣∣∣
2]

(27)

La seccíon eficaz de extinción es la suma de las secciones
eficaces de esparcimiento y de la absorción

σext =
2π

q2
1

∑

l=1

(2l + 1)Re
[
a
(s)
l,1 + b

(s)
l,1

]
(28)

Como lo hemos mencionado anteriormente existen modos
que pueden ser WGM o PS para el caso de la esfera, esto
se manifiesta en un ḿaximo o ḿaximos en la sección eficaz
de esparcimiento. Cuando no hay absorción en la esfera, la
seccíon eficaz de extinción es igual a la sección eficaz de es-
parcimiento.

3. Resultados Nuḿericos

En esta sección presentamos resultados numéricos de la di-
fracción de ondas electromagnéticas por esferas dieléctricas

débilmente absorbentes y no dispersivas (Sec. 3.1). Los ra-
dios fueron variados desde 10 nm hasta 2000 nm.

Cabe aclarar que el libro de Bohren y Huffman [7] tie-
ne un aṕendice con un ćodigo en FORTRAN, para el caso
de una esfera, con el que se puede calcular la sección eficaz
de extincíon, de esparcimiento, ası́ como la intensidad en la
aproximacíon de campo lejano, pero no se puede calcular el
campo cercano.

3.1. Esparcimiento electromagńetico en esferas
dieléctricas

En esta sección se estudiará el esparcimiento de ondas elec-
tromagńeticas por esferas dieléctricas no dispersivas y algu-
nas veces d́ebilmente absorbentes. También se analizará la
condicíon para la excitación del llamado modo susurrante de
galeŕıa o WGM.

Convergencia de la expansión multipolar

En la Sec. 1 se mostró que el campo eléctrico (magńetico) se
puede expresar en forma multipolar, donde elı́ndicel puede
tomar los valores de 1, 2, hasta infinito, mientras quem varia
de−l hasta+l en general. Desde el punto de vista del cálcu-
lo, la expansíon multipolar es cortada hasta un cierto valorL.
Aśı que la pregunta lógica es ¿cúantos t́erminos necesitamos
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FIGURA 2. El campo cercano, el ḿodulo cuadrado del campo eléctrico, calculado en el planoz − y para una esfera de 10 nm de radio y de
ı́ndice de refacción 1.5 en airen = 1 aλ = 633 nm; para diferentes valores deL: a)L = 1, b) L = 2,c) L = 3 d) L = 4. La onda incidente
est́a linealmente polarizada y se propaga en la direcciónz, mientras que el campo eléctrico oscila en la direccióny.

para que la diferencia entre las mismas cantidades fı́sicas cal-
culadas conL y L + 1 no sea ḿas grande que 1 %? Cuando
se ha alcanzado este criterio se dice que la solución conver-
ge para el valorL. La respuesta a esta pregunta no tiene una
respuesta universal, si no que depende fuertemente del radio
de la esfera y de la longitud de onda, pero también depende
del ı́ndice de refracción de la esfera y del medio que la rodea.
Una regla gruesa es que radios grandes implicanL grandes.

Para ejemplificar lo expuesto sobre la convergencia, estu-
diaremos la difracción de luz, longitud de onda de 633 nm,
por una esfera con unı́ndice de refracción de 1.5, radio 10 nm
y rodeada por aire cuyóındice de refracción se puede aproxi-
mar a 1.0.

En la Fig. 2 se muestra el campo cercano (el módulo cua-
drado de campo eléctrico cerca de la esfera) para cuatro dis-
tintos valores deL. a)L = 1, b) L = 2, c) L = 3, d) L = 4.

De las cuatro iḿagenes se concluye que la convergencia
se alcanza cuandoL = 4. Hay otras cantidades fı́sicas que
convergen para L menores, por ejemplo la sección eficaz de
extinción conL = 1 es suficiente para que la curva converja.

De las iḿagenes se puede observar una aparente discon-
tinuidad entre el campo eléctrico dentro y fuera de la esfera,
pero esto se explica por la sencilla razón de que el ḿodulo
cuadrado del campo no es continuo, las cantidades que son

continuas son la componente normal de desplazamiento y las
componentes tangenciales del campo eléctrico.

El tamãno de la esfera es tan pequeño comparado con
la longitud de onda que casi no produce difracción, ya que
el color asociado a 1 corresponde al módulo cuadrado de la
onda incidente. El campo solo se distorsiona muy cerca de
la nano-esfera dieléctrica. Cerca de la esfera el campo tiene
un comportamiento dipolar, tı́pico de esfera con radios pe-
quẽnos.

3.2. Nanojets

Una de las caracterı́sticas importante, por su reciente apli-
cacíon, de la difraccíon de luz por esferas dieléctricas de ta-
mãnos microḿetricos, cuando no existe acoplamiento de mo-
dos, es que las esferas actúan como lentes gruesas y pueden
enfocar la luz en regiones tridimensionales del orden sub-
longitud de onda [23]. A este efecto se le llama nanojets (na-
noscale photonic jet). En esta parte estudiaremos los nanojets
como funcíon del radio de la esfera.

Gracias a este fenómeno se ha tenido un gran avance en
formar imágenes a escala de nanómetros (nano-litografı́a) y
en espectroscopia Raman para someter moléculas a intensos
campos electromagnéticos [24].
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FIGURA 3. Campo cercano calculado en el planoz − y para una esfera de a) 1.5µm y b) 2.0µm; con unı́ndice de refracción n2 = 1.5

rodeada de airen1 = 1 aλ = 633 nm. La convergencia se alcanza en a) y en b) conL = 36.

FIGURA 4. El foco versus el radio de la esfera, paran2=1.5 y
n1=1. Los radios de variaron de 1.0 a 2.0µm, fijandoλ = 633 nm.

En las Fig. 3 se muestra el campo cercano calculado en
el planoz − y para una esfera de 1.5µm y 2µm de radio en
a) y b) respectivamente; conı́ndice de refracción n2 = 1.5
rodeada de airen1 = 1.0 a λ = 633 nm. Se observa que la
esfera confina parte de la luz incidente en una región del es-
pacio muy pequẽna y muy cerca de su superficie, es decir, se
comporta como una lente gruesa.

El máximo de intensidad se encuentra en el ejez, esto se
debe a que la onda incidente tiene dirección de propagación
z. A medida que aumenta el radio de la esfera la región de
máxima intensidad se extiende a lo largo del ejez de 0.32λ
en (a) y 0.40λ en (b), a su vez el ancho de la región (ejey) se
hace ḿas angosta (de 0.60λ a 0.50λ), aproximadamente.

En el interior de la esfera, se puede apreciar comoésta
act́ua como un lente divergente en hemisferio inferior y lue-
go como una lente convergente en su parte superior.

En el exterior, se puede apreciar la interferencia entre la
onda incidente y la esparcida por la esfera en dirección con-
traria a la onda incidente. De las gráficas se midieron las dis-
tancias entre dos ḿaximos consecutivos y la diferencia entre

ellas es del orden deλ/2, pero no es exacto como se deberı́a
de esperar, quiźas sea debido a la cercanı́a de la esfera.

En la Fig. 4 se muestra la variación del focof , que es la
distancia del ḿaximo de intensidad, medido desde la super-
ficie de la esfera, como función dea, paraλ = 633 nm. Po-
demos distinguir tres regiones; la primera está debajo de los
1200 nm de radio y se caracteriza porque el máximo est́a so-
bre la superficie de la esfera, la segunda región est́a entre
1300 y 1900 nm, la cual presenta máximo y ḿınimos, los
mı́nimos aparecen cuando se excita un WGM. La tercera re-
gión, para radios mayores que 1900 nm, el foco se empieza a
alejar de la superficie de la esfera de manera uniforme.

3.3. Modos de galeŕıa susurrantes

Otro caracteŕıstica muy importante es que las esferas
dieléctricas pueden soportar modos electromagnéticos de su-
perficie, llamados modos de galerı́a susurrantes (WGM), es
decir en este caso la luz queda atrapada cerca de la superficie

FIGURA 5. La seccíon eficaz de extinción con respecto a la longi-
tud de onda, de una esfera 2µm de radio cońındice de refracción
ne = 1.5 en el airen1 = 1. La longitud de onda de mayor valor
encima de uno de los picos corresponde a un modo TE, mientras
que la ḿas pequẽna a uno TM.
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FIGURA 6. El campo cercano calculado en los planos a)z − y y b) z − x para una esfera de radio 2µm conı́ndice de refracción de 1.5 en
airen1 = 1 para aλ = 633.4376. El modo es TE y corresponde al onda parcial (25,1). La convergencia se alcanza paraL = 36.

FIGURA 7. El campo cercano calculado en los planos a)z − y y b) z − x para una esfera de radio 2µm conı́ndice de refracción de 1.5 en
airen1 = 1 para aλ = 619.744. El modo es TM y corresponde a la onda parcial (25,1). La convergencia se alcanza paraL = 36.

interior de la esfera, debido al campo cercano producido
por la reflexíon total interna, provocando que la intensidad
del campo electromagnético en la vecindad de la superficie
aumente [17].

Los WGM que se acoplan a una onda electromagnética
incidente se pueden identificar mediante los máximos que
aparecen en la sección eficaz de extinción. Estos modos pue-
den ser tipo TE o TM, y áestos se les puede asociar una onda
parcial (coeficientes en el desarrollo multipolar). Los modos
tipo TE est́an asociados con las ondas parcialesal, a su vez
los modos tipo TM están relacionados con las ondas parcia-
lesbl.

En la Fig. 5 se muestra la sección eficaz de extinción
(SEE) versus la longitud de onda para una esfera dieléctrica
de 2µm de radio, uńındice de refracción de 1.5 suspendida
en el airen = 1. Para poder asociar los máximos de la SEE
a las ondas parciales se buscan los mı́nimos del denomina-
dor de los coeficientes variando la longitud de onda entre los
lı́mites deseados.

Cuando no hay acoplamiento de modos el campo cercano
se comporta como los mostrados en las Figs. 2, ¿Cómo seŕa el

comportamiento del campo cercano cuando existe acopla-
miento entre la luz y un WGM?

En las Figs. 6 se muestra el campo cercano calculado
en los planos a)z − y y b) z − x para una esfera de radio
2 µm con ı́ndice de refracción de 1.5 en airen = 1 para a
λ = 633.4376. El modo resonante es TE y corresponde al
orden (25,1).

En la Fig. 6a) hay dos ḿaximos siḿetricos con respec-
to el eje-y y el inferior de mayor intensidad, esto se debe a
que el modo oscila en el plano perpendicular a este. En la
Fig. 6b) se observan ḿaximos y ḿınimos de intensidad cerca
de la superficie interior de la esfera, lo cual se puede explicar
cualitativamente de la siguiente manera, existen dos ondas
superficiales en el interior de la esfera una viajando en sen-
tido de las manecillas del reloj y la otra en sentido opuesto,
esas dos ondas interfieren provocando el patrón de interferen-
cia descrito.

En las Figs. 7 se muestra el campo cercano calculado en
los planos a)z−y y b) z−x para una esfera de radio 2µm con
ı́ndice de refracción de 1.5 en airen = 1 para aλ = 619.744.
El modo resonante es TM y corresponde al orden (25,1). Se
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DIFRACCIÓN DE LUZ POR ESFERAS DIEĹECTRICAS: MICRO- Y NANO-PART́ICULAS 59

puede apreciar claramente que el fenómeno anterior se in-
vierte, es decir ahora el modo TM oscila en el planoz − y y
dentro de la esfera.

4. Conclusiones

En este trabajo estudiamos teóricamente la excitación de mo-
dos electromagńeticos en esferas dieléctricas, se observa que
existe una región voluḿetrica, sublongitud de onda, de alta
intensidad de campo conocida como nanojet. El foco, que es
la distancia a la que se encuentra el máximo de intensidad
del nanojet medida desde la superficie de la esfera, presenta
valores de orden de la longitud de onda y está a lo largo de la
direccíon de propagación de la onda incidente. Para una lon-
gitud de onda fija se encontró que el foco se aleja de la esfera
a medida que aumenta su tamaño a partir de un cierto radio
de la esfera.

Por otra parte, se logró excitar los modos WGM TM y
TE. En la campo cercano esto modos se propagan a lo largo
de la circunferencia y dentro de la esfera, pero confinados en
el interior de la misma. El WGM-TM se manifiesta en la pla-
no z − y, mientras que el TE en el planoz − x y el número
de oscilaciones que presenta es el doble de la onda parcial
asociada.

Cuando se excita un WGM el campo cercano sufre un
aumento en intensidad que es 10 veces mayor para el caso TE
y TM estudiados, ambos comparado con la intensidad calcu-
lada en casos no resonantes.

Las perspectivas a futuro es el estudio de una esfera cerca
de una interfaz plana que divide a dos medios semi-infinitos.

El material aqúı presentado puede serútil para estudiantes
y/o profesores de nivel universitario avanzado en Licenciatu-
ras de F́ısica o afines o en los inicios de estudios de posgrado
en F́ısica, Ingeniera eléctrica,óptica o afines.

Apéndice

La proyeccíon del arḿonico esf́erico vectorial sobre el eje-x,

x̂ · ~Xlm(θ, ϕ) =
1

2
√
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×
[√

(l −m)(l + m + 1)Ylm+1(θ, ϕ)

+
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]
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La proyeccíon del arḿonico esf́erico vectorial sobre el
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√
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