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Desigualdades de Bell: un experimento sencillo para licenciatura
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En este artı́culo se presenta un experimento adecuado para estudiantes de losúltimos semestres de la licenciatura, el cual utiliza entrelaza-
miento entre polarizaciones de pares de fotones para demostrar la no localidad cuántica. El entrelazamiento se logra mediante conversión
espont́anea paraḿetrica descendente, utilizando un láser violeta y cristales no lineales BBO-II. Se comenta la idea detrás de la desigual-
dad de Bell y finalmente se hace una prueba para la versión de Clauser, Horne, Shimony y Holt de la desigualdad de Bell obteniendo
S = −2.32 ± 0.045 en contradiccíon con las predicciones de teorı́as de variables ocultas. El experimento descrito aquı́ puede ser montado
en un par de horas, mientras que la recolección de datos toma menos de diez minutos.

Descriptores:Desigualdades de Bell; experimento de licenciatura; estados de Bell

This paper presents an experiment suitable for advanced undergraduate students. We use polarization-entangled photon pairs in order to
demonstrate quantum nonlocality. The entangled state is created by spontaneous parametric downconversion using a violet laser diode and
nonlinear BBO-II crystals. The idea behind Bell’s inequality is commented, and finally a test of the Clauser, Horne, Shimony, and Holt version
of the Bell inequality is performed, findingS = −2.32 ± 0.045 contradicting the hidden variables theories prediction. This experimental
setup takes less than a few hours to be ready, while the data collection takes no more than ten minutes.
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1. Introducción

Cualquiera que sea la posición que uno tome en la discusión,
la teoŕıa cúantica es ciertamente sorprendente en su quiebre
radical con respecto a otros campos de la fı́sica. No śolo ex-
hibe indeterminaciones, sino que la teorı́a conlleva a una ne-
gacíon esencial de la objetividad, un abandono del realismo.
Esteúltimo punto nace del hecho de que la teorı́a cúantica
ofrece una descripción ı́nfima de los sistemas fı́sicos aparte
de lo que sucede durante procesos de medición [1]. Con todo
esto, se vuelve claro que la búsqueda por una teorı́a realista
de los feńomenos cúanticos es un tema que atrae gran interés.
Mientras esa posibilidad surge, un tema que viene a la men-
te son los llamados “teoremas de no variables ocultas”, que
generalmente se pueden ver como argumentos que muestran
evidencias en contra del realismo. Las enigmáticas desigual-
dades de Bell [2] son un caso de estos teoremas y han sido
probadas experimentalmente en repetidas ocasiones [3-13],
incluso han sido llamadas por algunos como uno de los lo-
gros ḿas impresionantes de la ciencia.

Las desigualdades de Bell son un conjunto de desigual-
dades que ayudan a marcar una diferencia entre las predic-
ciones que se tienen entre teorı́as de variables ocultas locales
y la mećanica cúantica. Al derivar las desigualdades de Bell
las suposiciones ḿas importantes que se hacen son:

1. Los paŕametros tienen realidad independientemente de
si son medidos o no,i.e. existe una realidad separada
de su observación.

2. Localidad, la información no puede viajar ḿas ŕapido
que la velocidad de la luz.

La violación de la desigualdad de Bell implicarı́a que
al menos una de las dos suposiciones anteriores es falsa.
Pasaŕıan 17 ãnos a partir de la publicación del art́ıculo de
Bell [2] y la primer confirmacíon experimental de su teore-
ma. Entre 1981 y 1982 Alain Aspect junto con su grupo de
estudiantes en Orsay [14-16]. demostrarı́a que la desigual-
dad de Bell se viola, terminando ası́ el legado de 46 ãnos de
la paradoja de EPR [17] y comenzando la búsqueda de ex-
perimentos libres de huecos (loopholes) que confirmaran los
resultados de Aspect.

Este tema es con frecuencia omitido en los cursos de
mećanica cúantica a nivel licenciatura. Es con el fin de pre-
sentar a los estudiantes estas ideas, ası́ como acercarlos a la
mećanica cúantica experimental que se propone el experi-
mento detallado en este artı́culo, dicho experimento se ba-
sa en pares de fotones con polarizaciones entrelazadas tal y
como se crean en Ref. 18. Una discusión más educativa se
puede encontrar en Ref. 19. El hecho de que la alineación y
ejecucíon del experimento tomen tan solo un par de horas es
ideal para una primera aproximación a la mećanica cúantica
experimental por parte de los estudiantes, que al final pueden
comprobar con un análisis muy simple la veracidad del teore-
ma de Bell. Aśı como exponerlos por primera vez a los esta-
dos enredados, utilizados en la teleportación cúantica, codifi-
cacíon superdensa, criptografı́a cúantica. . . , entre otros efec-
tos notables.

En el presente experimento se utilizó la desigualdad de
CHSH [20] para probar el teorema de Bell

S=|E(A,B)−E(A, B̄)+E(Ā, B̄)+E(Ā, B)| ≤ 2; (1)
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en dondeE es el valor esperado de la correlación cúantica y
se calcula de la siguiente forma

E(A, B)

=
N(A,B)+N(A⊥, B⊥)−N(A,B⊥)−N(A⊥, B)
N(A,B)+N(A⊥, B⊥)+N(A,B⊥)+N(A⊥, B)

, (2)

siendoN el número de coincidencias obtenidas para dicha
configuracíon. El paŕametro de BellS no tiene un significado
fı́sico claro, sino que se refiere a correlaciones entre medi-
ciones separadas, lo cual, al final puede relacionarse con el
número de eventos observados. Sin embargo su importancia
recae en el hecho de que, para una teorı́a de variables ocultas
locales, su rango se encuentra restringido entre -2 y 2, dicho
de otra forma, una teorı́a de este tipo tendrı́a correlaciones de
tal manera que en todo momento se cumpla|S| ≤ 2.

2. Creacíon del estado enredado

Como ya se comentó anteriormente, en nuestro experimento
se utilizaron pares entrelazados de fotones, en donde el en-
trelazamiento veńıa dado por polarizaciones horizontales o
verticales de los mismos. Para lograr el entrelazamiento se
utilizaron cristales no lineales tipo BBO-II (beta barium bo-
rate) que muestran conversión espont́anea paraḿetrica des-
cendente tipo II.

La conversíon espont́anea paraḿetrica descendente
(SPDC por sus siglas en inglés) es un feńomenoóptico de
segundo orden en donde la polarización dipolar depende cua-
dráticamente del campo eléctrico y fotones incidentes en un
cristal no lineal pueden ser “convertidos” en dos fotones [21].
Es un efecto importante eńoptica cúantica, usado especial-
mente para producir pares entrelazados de fotones. Un fotón
incidente es conocido en SPDC como el “bombeo” mien-
tras que los fotones resultantes son conocidos como “señal” y
“testigo”. Se dice que la SPDC es “espontánea” debido a que
no hay sẽnal de entrada o campo para estimular el proceso;
sino que el par de fotones es generado espontáneamente den-
tro del cristal. El proceso es “paramétrico” porque depende
de los campos eléctricos (y no śolo sus intensidades), impli-
cando que existe una relación de fase entre los campos de
entrada y salida. “Conversión descendente” hace referencia
al hecho de que los campos señal y testigo siempre tienen
frecuencias menores que el bombeo. SPDC puede ser imple-
mentada en dos variedades diferentes, caracterizadas por las
polarizaciones de la señal y el testigo. Si ambos fotones sa-
lientes son polarizados ordinariamente (perpendicular al eje
óptico) se le llama conversión de tipo I. Si uno de los foto-
nes es polarizado extraordinariamente (en la dirección del eje
óptico) mientras que el otro es ordinario, es llamada de ti-
po II. En este experimento se explota la birrefringencia del
cristal, en este contexto los nombres ordinario y extraordina-
rio se refieren al hecho de que uno de estos rayos cumple con
las predicciones de la ley de Snell, mientras que el otro no,
como si se tuvieran dosı́ndices de refracción dentro del cris-

FIGURA 1. Los dos tipos de conversión paraḿetrica descendente
en un cristal de segundo orden. a) Conversión de tipo I, en donde el
haz de bombeo es convertido en dos haces con caminos restringidos
a un cono con v́ertice en el bombeo. b) Conversión de tipo II, en
donde el haz de bombeo es convertido en dos haces en lados opues-
tos del bombeo. Uno de los fotones salientes tendrá polarizacíon
ordinaria, mientras que el otro tendrá polarizacíon extraordinaria.

tal. Los posibles caminos de los fotones salientes se muestran
en la Fig. 1.

En el experimento se utiliza el estado de Bell de la Ec. 3

|ψ〉 =
|HV 〉+ |V H〉√

2
, (3)

sin embargo, como se verá en la siguiente sección, con el
método que se detalla es posible obtener cualquiera de los
cuatro estados de Bell.

3. Montaje experimental

El montaje realizado para crear el par enredado de fotones
es similar al utilizado por Kwiat et al. en su artı́culo de
1995 [18], este se puede ver en la Fig. 2. Además el ex-
perimento se basa en el trabajo de Dehlinger y Mitchell de
2002 [19].

Se coloca un diodo láser de 405 nm y 120 mW alineado
con un cristal no lineal BBO-II marca Newlight Photonics de
5× 5× 2 nm3, dentro del cristal se genera un par de fotones,
uno de ellos con polarización vertical y el otro horizontal, da-
do que el par se puede generar en cualquier momento mien-
tras se viaja dentro del cristal se trabaja la suposición de que
el número de generaciones como función de la profundidad
de rayo en el cristal tiene un perfil gaussiano con su máximo
ubicado a mitad del camino entre las dos caras de mayorárea
del cristal,i.e. se generan pares más frecuentemente a mitad
del camino dentro del cristal que en las orillas.

Para lograr el enredamiento es vital que en el lugar de
medicíon puedan existir ambos tipos de polarización. Una
conclusíon inmediata es que en las intersecciones entre los
dos conos es posible que esto ocurra. A lo largo de estas dos
direcciones, en donde los conos se traslapan, la luz puede ser
descrita esencialmente por el estado entrelazado de la Ec. (4).
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FIGURA 2. Montaje experimental. Ĺaser) diodo ĺaser de 405 nm
y 120 mW de potencia. C) cristal no lineal BBO-II, marca New-
light Photonics de5 × 5 × 2 nm3. C2) cristales compensadores
no lineales BBO-II, marca Newlight Photonics de5 × 5 × 1 nm3.
D) diafragmas. P) Polarizadores. APD) Fotodiodos de avalancha,
marca Excelitas, con una eficiencia cuántica de 60 % para 810 nm.

FIGURA 3. Conos enfocados.

|ψ〉 =
|HV 〉+ eiϕ|V H〉√

2
, (4)

en dondeH y V indican polarizacíon horizontal (extraordina-
ria) y vertical (ordinaria), respectivamente. El par de fotones
generado dentro del cristal sale en direcciones de±5◦ con
respecto a la dirección del haz de bombeo. Debido a que es
un cristal birrefringente una de las dos componentes de pola-
rización habŕıa tardado ḿas en salir del cristal que la otra, lo
cual da como resultado la fase relativaϕ.

Para llegar al estado de Bell es necesario eliminar la fase
relativa. Usando cristales birrefringentes adicionales es posi-
ble modificar el valor deϕ a voluntad, en especial en valo-
res de 0 yπ, en nuestro caso colocando cristales BBO-II de
5× 5× 1 nm3 en el camino de los haces resultantes, hacien-
do queϕ = 0. De la misma forma, una placa retardadora de
media onda puede ser utilizada para cambiar una polariza-
ción horizontal por vertical y viceversa. De esta manera, uno
puede producir f́acilmente cualquiera de los cuatro estados de
Bell,

|ψ±〉 = (|HV 〉 ± |V H〉)/
√

2,

|φ±〉 = (|HH〉 ± |V V 〉)/
√

2.

En la Fig. 3 se pueden apreciar los dos conos producto
de la SPDC. Al salir de los cristales de corrección se cuen-
ta ya con el estado enredado en la zona de traslape de los
dos conos. Con el fin de aislar estos rayos se colocan un par
de diafragmas que permitan seleccionar tan solo esta zona y
depurar lo deḿas.

El haz que sale del diafragma es entonces mandando a un
detector en cada lado, los detectores son fotodiodos de ava-
lancha marca Excelitas con una eficiencia cuántica de 60 %
para 810 nm, los fotodiodos a su vez se encuentran conecta-
dos a una computadora que con ayuda delSoftware Sistema
de coincidencias FCEBUAP, labVIEW Instrumentpermite
hacer el conteo de coincidencias de forma eficaz y ordenada.

4. Predicciones de teoŕıas de variables ocultas

En una teoŕıa realista de variables ocultas, cada fotón cuan-
ta con unaángulo de polarización λ bien definido, es de-
cir, cuando un fot́on pase por un polarizador colocado en un
ánguloγ, siempre seŕa registrado comoVγ si λ es ḿas cerca-
no aγ que aγ + π/2, es decir

PV (γ, λ) =





1 |γ − λ| ≤ π/4
1 |γ − λ| > 3π/4
0, de otra manera.

(5)

En cada par generado dentro del cristal el fotón sẽnal
y el testigo tienen la misma polarización. A medida que se
producen pares de fotones ,λ cambia de una manera impre-
decible que cubre uniformemente el rango de polarizaciones
posibles. En este casoλ es una variable oculta, información
ausente en la mecánica cúantica. Suponemos que la teorı́a es
local, i.e. los resultados de las mediciones están determina-
dos por caracterı́sticas de objetos presentes en el lugar de la
medicíon. Suponemos además una teorı́a realista en donde
todas las cantidades medibles tienen valores definidos, inde-
pendientemente de nuestro conocimiento o desconocimiento
de ellas. Poŕultimo, no es necesario queλ vaŕıe de manera
aleatoria, sino que puede cambiar en cierta forma determinis-
ta que no se ha descubierto. Una teorı́a con estas caracterı́sti-
cas predice que la probabilidad de coincidencia es [19]

PV O
V V (α, β) =

1
2
− |β − α|

π
, (6)

mientras que la mecánica cúantica predice una probabilidad
de coincidencias de [19]

PMC
V V (α, β) =

1
2

cos2(|β − α|). (7)

en donde los subı́ndicesV V indican el resultado al medir
la polarizacíon enα y β respectivamente, en este caso dirı́a
que ambos fotones se encuentran verticales con respecto a
sus respectivos polarizadores.

La comparacíon entre estas dos predicciones se puede ver
en la Fig. 4
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FIGURA 4. Comparacíon entre las predicciones para la probabili-
dad de coincidencias como función delángulo relativo.

La desigualdad de Bell, en nuestro caso, restringe el gra-
do de correlacíon entre polarizaciones al medir con distintos
ángulos de polarización. Se toman en cuenta dos medidas de
correlacíon, la primera

E(α, β) := PV V (α, β) + PHH(α, β) (8)

− PV H(α, β)− PV H(α, β), (9)

La medidaE(α, β) vaŕıa entre 1 y -1, adquiriendo el primer
valor cuando la polarización siempre coincide y el segundo
cuando pasa lo contrario. La segunda medida es

S := E(α, β)− E(α, β′) + E(α′, β) + E(α′, β′), (10)

La importancia del factorS, reside en el hecho de que para
cualquier teoŕıa de variables ocultas sus valores se encuentran
constrẽnidos por|S| ≤ 2. Mientras que utilizando la mecáni-
ca cúantica existen ciertas configuraciones que violan dicha
desigualdad. Un ejemplo de esto es

S : = E(−45◦, 22.5◦)− E(−45◦, 22.5◦)

+ E(0◦, 22.5◦) + E(0◦, 22.5◦),

para una teorı́a de variables ocultas, utilizando las Ecs. (6),
(8) y (9) se obtiene un valor deS = 2, mientras que utili-
zando las Ec. (7) en lugar de (6) se prediceS = 2

√
2. Por

lo tanto tan śolo es necesario medir en ciertas configuracio-
nes para determinar si las correlaciones entre coincidencias
obedecen la predicción de una teorı́a de variables ocultas o
no.

5. Resultados y ańalisis

Las coincidencias obtenidas para cada combinación deángu-
los son mostradas en la Tabla I, como se comentó en la sec-
ción anterior śolo es necesario medir en ciertas configuracio-
nes para determinar si se viola o no la desigualdad de CHSH,
en este caso se utilizaron 16 direcciones notables.

TABLE I. Coincidencias para cada combinación deángulos usada.

α β N

-45◦ -22.5◦ 106

-45◦ 22.5◦ 445

-45◦ 67.5◦ 489

-45◦ 112.5◦ 206

0◦ -22.5◦ 104

0◦ 22.5◦ 140

0◦ 67.5◦ 513

0◦ 112.5◦ 454

45◦ -22.5◦ 466

45◦ 22.5◦ 122

45◦ 67.5◦ 139

45◦ 112.5◦ 501

90◦ -22.5◦ 568

90◦ 22.5◦ 485

90◦ 67.5◦ 92

90◦ 112.5◦ 127

A partir de estos datos se encuentra que

S = −2.32± 0.045

La incertidumbre asociada al parámetro de BellS se cal-
cula seǵun la Ec. (11),

√√√√
16∑

i=1

Ni

(
∂S

∂Ni

)2

, (11)

en dondeNi es lai-ésima medicíon de cada una de nues-
tras 16 combinaciones deángulos.

El hecho de que en este caso se obtenga unaS con valor
negativo podŕıa entrar en contradicción con uno de los artı́cu-
los en que este experimento se basa [19], donde se obtiene un
valor positivo, sin embargo es vital recordar el hecho de que
el estado que se genera en nuestro experimento es

|ψ〉 =
|HV 〉+ |V H〉√

2

mientras que el usado en el experimento de Dehlinger es

|ψ〉 =
|HH〉+ |V V 〉√

2

lo cual resuelve nuestro aparente problema en el signo deS.

6. Conclusiones

Se concluye que el teorema de Bell es cierto, dado que se
viola la desigualdad de CHSH por un margen amplio. Se ob-
tiene un paŕametro con valor absoluto mayor al reportado en
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el art́ıculo de Dehlinger [19]. Se concluye que los estados
enredados creados tenı́an una fidelidad aceptable para fines
del presente trabajo, ya que reproducen los valores teóricos
predichos. Como resultado de la violación de la desigualdad
CHSH es posible concluir que la mecánica cúantica no pue-
de ser una teorı́a de variables ocultas locales. Concluir que la
interpretacíon ortodoxa es la adecuada, o que los postulados
de la realidad y localidad son falsos cae en el terreno de la
especulacíon y es una pregunta ḿas filośofica que cientı́fica;
sin embargo, hasta el dı́a de hoy, parece ser la interpretación
más exitosa de la mecánica cúantica y predice correctamen-
te las correlaciones que se observan experimentalmente, por
lo que si bien no se concluye que es cierta la interpretación
ortodoxa de la mećanica cúantica śı se puede decir que es
altamente confiable. Discusiones al respecto pueden encon-
trarse en Ref. 1, y 22 a la 24 entre otros. En este experimento
se tiene el problema de asumir el muestreo justo, sin embar-

go se ha reportado en la literatura un experimento que cubre
exitosamente los huecos en los experimentos diseñados para
violar las desigualdades de Bell [25], concluyendo lo mismo
que en este y muchos otros trabajos. Porúltimo se muestra
una manera sencilla de crear cualquiera de los cuatro estados
de Bell para su utilización en otros experimentos con tecno-
loǵıa al alcance de un laboratorio destinado a estudiantes de
licenciatura.
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Aguilar por apoyar la realización de este trabajo. El experi-
mento fue realizado en el laboratorio deóptica avanzada de la
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